Metody Losowe w Geometrii Wypuklej - zestaw I

1. Niech zy bedzie ustalonym punktem S™ a H podprzestrzenig w R"*H!
wymiaru n, nie przechodzaca przez xo. Wowezas R" 1\ H jest suma dwéch
otwartych polprzestrzeni H, zawierajacej xo i H_ nie zawierajacej xg.
Niech ¢ = ig: S™ — S™ bedzie odbiciem wzgledem H. Okreslmy dla
mierzalnej, ograniczonej funkcji f: S™ — R

max{f(x), f(ir)} dlaze H,
A (z) =4 min{f(z), fiz)} dlaze H_
f(x) dlax e H

Wykaz, ze

i) f1i f¥ maja ten sam rozktad wzgledem o,,;

ii) Jedli f jest Lipschitzowska ze stala L, to f tez jest Lipschitzowska ze
stala L;

iii) fsn (zo,x) f(x)do,(x fsn xg,z) fH (x)do,(x), ponadto, jedli f
jest ciggla, to réwnosé zachodm wtedy i tylko wtedy gdy f = f7

2. Funkcje g na S™ nazywamy radialng (wzgledem ustalonego punktu zy €
S™) jesli d(z, o) < d(y,zo) implikuje g(x) > g(y). Jesli f: S™ — R
jest funkcja mierzalna ograniczong to jej radialng symetryzacja nazywamy
funkcje radialng f* o takim samym rozkladzie wzgledem o, co f. Udo-
wodnij, ze
i) Funkcja f* istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona z dokladnoscia do
zbioru miary zero.

ii) Funkcja g jest radialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢* = g dla wszystkich
H.

3. Ustalmy funkcje L-Lipschitzowska f: S™ — R i niech
A:={g: 8" — R: g L-Lipschitzowska o tym samym rozkladzie wzgledem o, co f}.

Ponadto niech m := inf e 4 [g. d(zo, )g(z)do,(z). Udowodnij, ze
i) Istnieje ciag (gx) C A jednostajnie zbiezny do pewnej funkeji g taki,
ze [g, d(zo,z)gr(x)doy(x) — m przy k — oo (skorzystaé z twierdzenia
Arzeli-Ascoli)
ii) g € Aoraz m = [, d(xo,z)g(x)do,(x).
i) g = f*.

4. (Tzoperymetria sferyczna) Wykaz, ze jesli A jest zbiorem borelowskim w
S™ takim, ze 0, (A) = o, (B(x0,7)), to
i) Dla wszystkich t > 0, 0,,(A¢) > 0, ((B(xo,7))t) = on(B(xo, 7 + t)).
ii) o;f (A) > o (B(z,r)). Wskazéwka. Wykorzystaj fakt, ze symetryzacja
radialna funkeji max{t — d(z, A),0} jest 1-Lipschitzowska.

5. Wykaz, ze 0,(A) > 1 implikuje 1 — 0,,(4;) < e~ ("~ Di2/2.
6. Wykaz, ze dla dowolnej funkeji f: 5™ — R, L-lipschitzowskiej,
on({z: f(x) > Med,, (f) + Lt}) < o~ (n—1)E2/2

oraz 2
on({z: |f(x) — Med,, (f)| > Lt}) < 2e~(=DE/2)

gdzie Med,, (f) oznacza mediane funkcji f wzgledem o,,. Udowodnij po-
nadto, ze

Med,, () - / fdo,| < CL(n — 1)~1/2



i wywnioskuj stad, ze
on({z: |f(z) - /fdan| > Lt}) < C'e—(n—l)t2/4’

gdzie C'i C' s pewnymi stalymi uniwersalnymi.

. Korzystajac z faktu, ze suma zbioréw borelowskich jest zbiorem mierzal-
nym wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R™

vol, (A + B)™ > vol,, (A)Y™ + vol,,(B)'/™.

. Wykaz, ze zbiér K + L jest

i) wypukly, jesli zbiory K i L sa wypukle;

ii) wielo$cianem wypuktym, jesli K i L sa wieloscianami wypuklymi;
iii) symetryczny, jesli zbiory K i L sa symetryczne.

. Zonotopem nazywamy podzbiér R™ postaci Iy + Is + ... + I. Wykaz, ze
i) zonotop jest wypuklym wielo$cianem posiadajacym srodek symetrii,
ii) kazdy $rodkowosymetryczny wielokat wypukly na plaszczyznie jest zo-
notopen,

iii) zbiér By = {z € R3: |z1| + |za| + 23] < 1} nie jest zonotopem.
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. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji L-Lipschitzowskiej f: R" — Rie > 0
istnieje funkcja L-Lipschitzowska g klasy C! taka, ze ||f — gl < .

. Udowodnij, ze istnieje stala uniwersalna C taka, ze dla 1 < p < oo, do-
wolnej funkcji L-Lipschitzowskiej F,

([ 1rran)"” - [ 1Fiav,

Med., (F) — / Fd,

Gdy 7, zastapimy przez o, to zachodza analogiczne nieréwnosci tylko
ze stalg \/% zamiast L. Wywnioskuj stad, ze dla dowolnego wektora

< CpL

oraz
< CL.

gaussowskiego w R™,

E|X ") —E|X||| < Cypo(X) i [EIIX] —Med(|X]])| < Co(X).

. Niech G bedzie kanonicznym wektorem gaussowskim w R™. Wykaz, ze

i) P(||G] — v/n| > t) < Cexp(—ct?) dla pewnych statych C < oo oraz
c>0.

i) |(E|G|P)/? — v/n| < Cy/p, p > 1,

iii) E||G|| ~ v/log(n 4+ 1) i E||G|lc ~ \/log(n+1) + /B, p > 1.

. Zalézmy, ze E jest oérodkowa przestrzenia Banacha, a X wektorem gaus-
sowskim w X (tzn. takim wektorem, ze p(X) jest gaussowski dla kazdego
funkcjonatu ¢). Wykaz, ze dla ¢t > 0,

2
P X[ = B[ X][] > to(X)) < 2€Xp(*§t2),

gdzie
o(X)= sup Var/?(o(X)).
llell<1
Wskazowka. Istnieja takie funkcjonaly @1, @9, ... 0 normie nie wiekszej niz

1, ze ||z|| = sup,, |¢n(z)| dla z € E.

. Zalozmy, ze g1, g2, - - . sa niezaleznymi zmiennymi N (0, 1), a xq, z1, T2, - . .
takimi wektorami w osrodkowej przestrzeni Banacha FE, ze szereg X =
To+ Y i, xig; jest zbiezny w Lo. Oblicz o(X).

. Udowodnij, ze klasa wszystkich niepustych zwartych podzbioréw ustalo-
nego zbioru zwartego K jest zwartg przestrzeniag w metryce Hausdorffa.

. Pokaz, ze granica zbioréw wypuklych w metryce Hausdorffa jest zbiér
wypuktly, a granica zbioréw symetrycznych jest zbiér symetryczny.

. Wykaz, ze infimum w definicji metryki geometrycznej i Banacha-Mazura
jest osiagane.
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. Niech & bedzie elipsoida. Oblicz dg(&, BY).

. Pokaz, ze dpm (K, L) = dsm((R™, || ||x), (R™, || |z)) dla dowolnych syme-
trycznych n-wymiarowych cial wypuktych K i L.

. Oblicz dpnm(B3, By) dla 1 < p < oo.

. Zalézmy, ze K jest wieloScianem w R™ takim, ze dpm(BY, K) < d, pokaz,
ze K ma przynajmniej en/(24%) geian,

Wskazéwka. Zalézmy, ze K = {x: (z,v;) < 1,i = 1,...,m} oraz BY C
K C dBj. Wéwczas |v;] < 1 oraz S"' C |, C(v; é) gdzie C(v,e) =
{z: (z,v) > €}. Ponadto 0,—1(C(v,€)) < (1 — 52) 2dlafv]=1i¢ce€

0,1).

. Wykaz, ze dla € > 0 istnieje wielo$cian w R™ o conajwyzej C'(g)™ Scianach
taki, ze dpm(BY, K) < 1+ ¢, gdzie C(e) jest stala zalezna tylko od n.

. Udowodnij, ze n="/ 2B1 jest elipsoida maksymalnej objetodci zawarta w
BY'. Znajdz elipsoid¢ maksymalnej objetosci w By

. Wykaz, ze jesli K jest cialem wypuklym, to istnieje dokladnie jedna elip-
soida maksymalnej objetoéci Eax zawarta w K. Ponadto, jesli z jest srod-
kiem Enax, t0 Emax — ¢ C K —x C n(Epax — T).

. Udowodnij, ze dpp(I7,1%) < /n, jesli n = 2™. (Wskazdwka. Uzyj macie-
rzy Walsha.)

. Wykaz, ze dgm(17,1%) ~ +/n dla wszystkich n.
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. Wykaz, ze

i) A° jest domknietym, wypuklym podzbiorem R" zawierajacym 0,

ii) AY = conv(A)°,

iii) AY jest zwarty, jesli 0 € int(conv(A)),

iv) 0 € int(A%), jedli A jest ograniczony,

v) A jest symetryczny, jedli A jest symetryczny,

vi) (T*)71(A%) = (T(A))° dla T € GL(n), w szczegblnosci (tA)? = +A°
dla ¢t > 0,

vii) A% 5 BY, jedli A C B.

. Niech & bedzie elipsoida o $rodku w zerze, znajdz £Y. Oblicz vol,, (€)vol, (EY).

. Wykaz, ze istnieje doktadnie jedna elipsoida symetryczna minimalnej ob-
jetosci Enin zawierajaca symetryczne n-wymiarowe cialo wypuklte K oraz
Emin O K D0 Y2E .

. Udowodnij, ze dla zbioréw wypuklych K i L, conv(K, L)° = KN LY oraz,
jedlio e KN L, to (KNL)°=conv(K° LY.

. Dla przestrzeni metrycznej (T, d) okreslmy
S(T,d,e) := sup {N: istniejg x1,...,2n € T, d(z;,z;) > e dlai# j},

udowodnij, ze N(T,d,e) < S(T,d,e) < N(T,d,e/2).
. Zdefiniujmy dla cial wypuktych K, L,

N
N(K,L) := inf{N: K C | J(@i + L) dla pewnych z1,...,xy € ]R”}.

i=1
Pokaz, ze N(K, L) < N(K, L), ponadto dla symetrycznych cial L, N(K,2L) <

N(K,L).
. Wykaz, ze N(Ky + ...+ Kn, L1 + ...+ L) < [['2, N(K;, L;).
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. Niech &£ bedzie symetryczna elipsoida w R™, wykaz, ze istnieje przestrzen
V wymiaru k > n/2 taka, ze VNE jest kula euklidesowa. Wywnioskuj stad,
ze dla symetrycznego ciala wypuklego K i e > 0 istnieje podprzestrzen V
wymiaru k > ¢(e)d(K) taka, ze dg(KNV,ByNV)<1+e.

. Wykaz, ze jedli K jest symetrycznym cialem wypuklym w R™ takim, ze
istnieje podprzestrzen V wymiaru k dla ktérej dgym(K NV, BY) < a, to
d(K) < c(a)k.

. Wykaz, ze dla symetrycznych cial wypuklych K i L, d(K) < d(L)dpm (K, L).
W szczegblnosei d(K) = d(TK) dla T € GL(n).

. Udowodnij, ze dla dowolnego n-wymiarowego ciala wypuktego w R™,

n2

d(K)d(K°) > cm.

W szezegdlnosei d(K)d(K°) > cn, czyli max{d(K),d(K°)} > /n.

. Pokaz, ze dla dowolnej podprzestrzeni V' i symetrycznego ciata wypuklego
(KNV)? = Py(K°), gdzie Py oznacza rzut ortogonalny na V.

. Wykaz dualna wersje twierdzenia Dvoretzky’ego - dla dowolnego syme-
trycznego ciala wypuktego K istnieje rzut P na przestrzen wymiaru k >
c(e)d(K?) taki, ze dpy(PK, BY) <1 +e¢.
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Zalézmy, ze (M, p) jest zwarta przestrzenia metryczna, za$ G jej grupa izo-
metrii. Pokazemy, ze istnieje miara probabilistyczna pu na M niezmiennicza
wzgledem dzialania G.

1. Niech N, oznacza minimalng e-sie¢ w M oraz

eN)= 7 X f(@) dia f € CQO1)

| xEN,

Wykaz, ze

i) da sie wybraé taki podciag €, — 0, ze dla kazdego f € C(M) istnieje
granica ¢(f) = limp o0 ¢, (f).

ii) o(f) = [, f(x)du(z) dla pewnej miary probabilistycznej f;

iii) jesli N/ jest inng minimalng e-siecia, to istnieje takie przyporzadkowa-
nie, ze u: N — N/, ze p(x,u(x)) < 2e dla wszystkich z (Wsk. skorzystaj
z lematu Halla o malzenistwach);

iv) u jest G-niezmiennicza, tzn. pu(gA) = u(A) dla g € G.

2. Wykaz, ze jedli grupa izometrii jest tranzytywna, to miara pu jest wyzna-
czona jednoznacznie.

3. Zalézmy teraz, ze (G, p) jest zwarta grupa metryczna. Wéwczas oczywi-
$cie G jest podgrupa izometrii. Miare G-niezmienniczg skonstruowana w
poprzednim zadaniu nazywamy miara Haara. Wykaz, ze
i) miara Haara jest niezmiennicza ze wzgledu zaréwno na mnozenie z lewej
jak i z prawej strony;

ii) miara Haara jest niezmiennicza ze wzgledu na odwrotnosé, tzn. u(A) =
p(A™).

4. Zalézmy, ze n = 2k. Wykaz, ze istnieje macierz a € O(n) taka, ze A% =1
oraz dla dowolnego x € R",

1
o Volallz <llzll + Azl < 2Vl

gdzie C' jest stala uniwersalng.



Metody Losowe w Geometrii Wypuklej - zestaw VII

1. Wykaz nastepujaca forme zasady minoryzacyjnej Sudakowa: jesli (X;)ier
jest scentrowanym procesem gaussowskim, d(t, s) = (E(X; — X,)?)'/2 dla
t,seT, to

super/log N(T,d,e) < CEsup X;.

e>0 teT
Wskazoéwka. Sprowadzi¢ do T C R" i X; = Z?:l t;g; dlat € T. Potem
zauwazy¢, ze jesli dla takich g(T') = Esup,cq X¢, to g(T') = g(conv(T))
oraz g(conv(T, —T)) < 2¢(T) gdy 0 € convT.

2. Wykaz, ze
i) Uktad wielomianéw Hermite’a na prostej

h _ (_1)k $2/2ik —£2/2 k,_ 1.2
k(l‘)— \/He dtk(e )7 _07 9Ly

jest baza ortonormalna w Lao(R, 7).
ii) Uktad Hermite’a w R"

he(z) = H ha,;(25), a=(ai,...,a,) € N"
=1

jest baza ortonormalna w La(R™, ~,,).

3. Okreslmy pdlgrupe Ornsteina-Uhlenbecka wzorem

Pifx)= [ fle o+ (1) 2y)dy(y).
]Rn

Udowodnij, ze
i) Pr Ly(R", %) — Lp(R™ %) i [|PAlly < I llps 1 < p < o0,
ii) P; jest pélgrupa na Ly, tzn. Pof = f, Piys = PP,
iii) P,f — [ fdy, w L, = L,(R™,v,) dla f € L,,, 1 < p < o0,
iv) Operatory P; sa samosprzezone na Lo,
v) Phe = e tlelh, . Wskazéwka. Dlan = 1, Phy, jest wielomianem stopnia
k, ortogonalnym do h;, I < k.

4. Zalézmy, ze E jest przestrzenia Banacha, a T jest cigglym operatorem
linjowym na L, (X, 1), 1 < p < co. Okreslmy

%aﬂwaﬁXHEmMMmwmfxéwm%mw<mh

k
L,@E:={f € Ly(X,E): f= uifi, fi € Ly(X),u; € E}.
i=1

oraz S(z:f:1 wi fi) = Zle u; T f;. Jesli S jest ciagle, to oczywidcie S ma

jednoznaczne przediuzenie na domkniecie L, ® E w L,(X, F). Zaréwno
S, jak i to przedluzenie, bedziemy oznaczaé przez T ® Id. Wykaz, ze

i) S jest dobrze okreslone;

ii) L, ® E jest liniowg podprzestrzenia L,(FE), oraz jest w niej gesta, gdy
FE jest osrodkowe;

iii) Jedli p = 2 oraz E jest przestrzenia Hilberta, to ||S|| = ||T||, ogdlniej



IIS] < |T|ldsm(E, H), jedli E jest izomorficzne z przestrzenia Hilberta H;
iv) Jesli P; jest jak w poprzednim zadaniu, to

P, @ldf(z) = . fle™ a+ (1 —e?)y)dya(y)

oraz ||S|r, ) < 1;
v) Jesli Qy, jest rzutem w La(7,) na Lin(h,: |a| = k}, to

Qe o1df = Y ha [ f@halz)drn(o)

lo|=k
oraz

Peld=>Y ¢ *Q,old
k=0
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W zadaniach ponizej ¢ i C' oznaczaja stale uniwersalne, ktore moga sie réznié
przy kazdym wystapieniu.

1. Okreslmy dla symetrycznego ciatla wypuklego K w R"

M) = [ el (o)
Wykaz, ze
i) VRM(K) = (fgn ||z Fdyn (@),
i) M(K)M(K°) > 1
iii) Istnieje T € GL(n) takie, ze

M(TK)M((TK)’) < € (1+ loggy (K, B)) < C(1+logn),
2. Pokaz, ze M(B})M(BL) > c¢y/1 + log(n).
3. Udowodnij, ze dla dowolnego T' € GL(n),
M(TBY)M((TB})°) > cy/1 + log(n).
4. Pokaz, ze istnieje n-wymiarowe cialo wypukle takie, ze

inf M((TEKYM(TK)?) > (1 +1 )
el (TK)M((TK)") > ¢(1 4+ logn)

10
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Celem tego zestawu jest naszkicowanie dowodu, ze dla dowolnej popprze-
strzeni R™” wymiarun —1in > 2,

vol,_1(B™1) < vol,,_1(B™ N E) < V2vol,,_1(B% ). (1)

Dolne (latwiejsze) oszacowanie pochodzi od Hensleya (1979), gérne od Balla
(1986). Oczywiscie oba sa optymalne.
By udowodni¢ gérna nieréwnosé wykorzystamy udowodnione przez Balla

oszacowanie
1 [ p 2
— <y /- dap>2. (2)
T Joo p

Mozna tez wykazaé, ze réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

sint

t

1. Niech Xi, X5, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
jednostajnym na [—1/2,1/2]. Wykaz, ze jesli

n
E=at= {x e R": Za:kak = 0}, dla pewnego a € S"7!
k=1

oraz zmienna Y = Y | ap Xy ma gestosé gy, to

vol,_1(B™ N E)

1
=vol,_1(=BLNE)=gy(0) = -
vol, (B 1<2 ) g9y (0) = llgv |

2. Zalézmy, ze Y jest symetryczng zmienna losowa z gestoscia g. Udowodnij,
ze EY? > EU?, gdzie U jest zmienng o rozkladzie jednostajnym na prze-
dziale [—(2||g]loo) ™%, (2]|glloc) ~1] i wywnioskuj stad dolne oszacowanie w
(1).

3. Stosujac wzor na odwroécenie funkcji charakterystycznej wykaz, ze gestoscé
w zerze zmiennej Y z zadania 1 wynosi

1= sin(agt)
v (0) = W/m [T ™t

- ak;éO

4. Zalézmy, ze a? < L1 dla wszystkich k. Stosujac nieréwnoéé Holdera i (2)
wykaz, ze gy (0) < v/2. Kiedy zachodzi r6wno$é¢?

5. Uzupehij dowdd (2) o przypadek gdy a3 > % dla pewnego k.

6. Korzystajac z oszacowania Balla wykaz, ze dla duzych n, jedli B = r,, By,
gdzie r, jest tak dobrane by vol, (B) = vol,(BZ%) to

vol,—1(E N B3) > vol,_1(EN BY)

dla dowolnej przestrzeni £ wymiaru n — 1.

11
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Transformate Legendre’a funkcji ¢: R™ — R okreslamy wzorem
Lo(z) = sup((z,y) — ¢(x)).
y

1. Wykaz, ze, jesli K jest symetrycznym cialem wypuklym w R™ i ¢(x) =
sllzl%, to Lo(z) = gllz]%o-

2. Udowodnij (uzywajac nieréwnosci Santald) nieréwnosé Balla - dla dowol-
nej funkcji parzystej wypuklej ¢: R™ — [0, 00)

/ e‘“"/ eTEP < (2m)".
Wskazowka:

i) Dlat,s >0, {Lp < s} C(s+t){p <t}

ii) Jesli F(t) := e 'vol({p < t}), G(s) := e~ *vol({Lp < s}) i H(u) :=
vol(By)e " (2u)"/?, to H((s +1)/2) > (F(t)G(s))/2.

iii) Skorzystaj z ii) i nieréwnosci Prekopy-Leindlera.

3. Pokaz, ze

1 9 vol, (K)
_Z — (9p)/2 = n )
| expl=g el = (2m)/2 0

i wyprowadz z poprzedniej nieréwnoéci, nieréwnos¢ Santald.

4. Zbiér wypukly nazywamy zonoidem, jesli jest granica (w metryce Banacha
Mazura) zonotopéw. Wykaz, ze jeSli Z jest zonoidem to istnieje miara
symetryczna u (zwana miara generujaca Z) na S™~! taka, ze

Jollzo = supay) = [ Jwlduu)

ye

5. Wykaz, ze dla zonoidu Z z miara generujaca p zachodzi

ni 1V01(Z0) = /Sn_1 /ZO [(, y)dydp(z),

vol(Z) = %/Sﬂ_l vol,—1(Pp1 (Z))du(x).

i wywnioskuj stad, ze istnieje o € S?~! takie, ze

(n+ 1)vol(Z) /ZO |(xo, y)|dy > 2vol(Z° Jvoln—1(P,1 (%))

6. Zalézmy, ze p > 01 f:[0,00) — [0,00) jest takie, ze f(0) =1, [f > 01
/P jest wklesta na swoim nosniku. Wykaz, ze

/Otf( gi; / £0) dt

Wywnioskuj stad, ze dla dowolnego symetrycznego ciata wypuktego K w

Rn
vol(K)?
/ (& y)dy| < (n+1)voln (af N K)

)

7. Wykaz, ze dla dowolnego zonoidu Z, vol(Z)vol(Z") > %.

12
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Naszkicujemy dowdd twierdzenia Borela mowiacego, ze jesli p jest miarg
log-wklesta na R"”, skonczona na zbiorach zwartych, to istnieje podprzestrzen
afiniczna F taka, ze p sie zeruje poza E i ma log-wklesta gestosé na E.

Noé$nikiem miary p nazyzwamy zbor

supp(p) = {z € R": pu(B(x,r)) > 0 dla r > 0}.

W zadaniach 2-3 zakladamy, ze p spelnia slabszy warunek niz log-wklestosé
- mianowicie

p(AA + (1 — N)B) > min{u(A), u(B)} € (0,1). (1)

1. Wykaz, ze nosnik p jest zbiorem domknietym i miara jego uzupelnienia
jest zerowa.

2. Wykaz, ze warunek (1) implikuje, ze nos$nik p jest zbiorem wypuklym.

Niech F bedzie najmniejsza podprzestrzenia afiniczng zawierajaca supp(p),
wéwezas z zadania 1, p sie koncentruje na E. Dalej bedziemy zakladad, ze
E =R".

3. Korzystajac z teorii miary mozemy rozlozyé¢ pu = pg + o, gdzie du, =
g(z)dz jest absolutnie ciagla czedcia u, a u, czescig osobliwa. Ponadto dla
p.w. (wzgledem miary Lebesgue’a) z € R™,

(@) — timy SBG)

r—0 vol(B(z,r)) ®)

oraz dla dowolnego ciagu r, \, 01 po,-p.w. z,

o u(Br))
lim sup vol(B(z,mm))

Udowodnij, ze
i) no$nik u, nie moze byé pelnowymiarowy,
i) po = 0.

4. Zalézmy teraz, ze p jest log-wklesta o pelnowymiarowym nosniku. Wiemy
juz, ze du(x) = g(x)dz, gdzie g spelnia p.w. (2). Wykaz, ze
i) g obcieta do punktéw spelniajacych (2) jest log-wklesta,
ii) zbiér x takich, ze zachodzi (2) i g(x) > 0 jest gesty w supp(u),
i) jesli zachodzi (2) i = lezy we wnetrzu supp(u), to g(x) > 0,
iv) g mozna zmodyfikowaé na zbiorze miary zero do funkcji log-wklestej,
ktoéra jest gestoscig pu.

5. Niech P, ; bedzie rzutem R™ = R*¥ x R"~* na pierwsze k wspéhrzednych,
a i, rozkladem jednostajnym na nt/ PBy. Zbadaj zbieznos¢ u o Pn_,i przy
n — oo.

6. Zalézmy, ze u jest probabilistyczng miara logwklesta na R™, a K sy-
metrycznym cialem wypuklym w R™. Dla n = 1,2)... i v > 0 niech
Pyi={z:u— 5 < |z|k <u+ 5} Wykaz, ze
i) AP, + (1= X)(2n) 'K C Py,

ii) jesli p(MK) > (14 0)u(K) to istnieje stata C zalezna tylko od ilorazu
M/ taka, ze u(tK) < Ctu(K) dlat € (0,1),

iil) jesli p(K) < b < 1 to istnieje stala zalezna tylko od b taka, ze
p(tK) < Cyptu(K).
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7. Wykaz, ze dla dowolnej normy || || na R™ i dowolnej probabilistycznej
miary log-wklestej u na R™,

[l < o ([ mlelint).

gdzie C jest stala uniwersalna.
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Metody Losowe w Geometrii Wypuklej - zestaw XII

1. Niech X bedzie zmienna losowa. Dla p # 0 okreslamy | X||, = (E|X|?)}/?
przyjmujac konwencje, ze co® = 0 dla a < 01 00 = oo dla a > 0. Wykaz,
ze
i) jesli || X||, > 0 dla pewnego p > 0, to E(In|X|)4+ < co oraz

lim | X], = [[X[lo := exp(EIn | X]),
p—0+

jak to jest z lim,_o_7;
ii) funkcja p — || X||, jest niemalejaca.

2. i) JeSlip >0 oraz A= || X, >0, to P(|X| <¢) < (¢/A)? dlae > 0.
i) Jesli P(|X| < ¢) < (¢/A)P dla e > 0, to [| X[ > cA(EZH)VI >
cAlp—q)V/P dla 0 < g < p.

3. Zalézmy, ze K jest zwartym zbiorem wypuklym w R" za$ f funkcja pél-
ciaglta z gory na K. Wykaz, ze zbiér

Py = {,u miara prob. logwklesta o no$niku w K, /fdu > 0}

jest zwartym zbiorem w stabej* topologii na zbiorze miar borelowskich na
K. Ponadto miara p jest punktem ekstremalnym Py wtedy i tylko wtedy,
gdy jest postaci

Hpu=96b,,ze K, f(z) >0,

ii) ;1 ma nognik na [a, b], a # b, a,b € K oraz gestosé ! gdzie [ jest afiniczna
funkcja na [a, b], f[a,b]fd,u = 01 albo f[a,x]fdu > 0 dla wszystkich
x € (a,b) albo f[x, bl fdu > 0 dla wszystkich = € (a,b).

Wskazéwka. Zatézmy, ze 11 jest punktem ekstremalnym Py i nie jest miara
Diraca. Udowodnij, ze

1. nosnik miary p lezy w przesztrzeni afinicznej wymiaru 1,

2. p ma noénik réwny [a,b] i ma logwklesla gestosé na [a, b].

3. f[a,b]fd,u = 01 albo f[a,m]fd,u > 0 dla wszystkich z € (a,b) albo
f[x, bl fdu > 0 dla wszystkich = € (a,b).

4. logarytm gestodci p jest funkcja afiniczna.
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Metody Losowe w Geometrii Wypuklej - zestaw XIII

1. Korzystajac z ogdlnej formuly co-area:

[ 1wflau> [ G f@) > rhar
X R
wykaz, ze miara g na R™ spelnia nieréwno$¢ Cheegera

pF(A) > - min{u(4),1 - u(A))

wtedy i tylko wtedy, gdy
Eulf —Med, f| < DEL|V f|
dla wszystkich lipschitzowskich funkcji f.
2. Wykaz, ze nieréwnos$¢ Poincaré
Var,(f) < D’Eu|Vf?,  f € Copn(R™)

jest réwnowazna nieréwnosci
E,|f — Med, f|* < D? / IVf[Pdp,  f € Cop(R™).

Ponadto optymalna stala w powyzszej nieréwnosci spetnia Dpein < l~)0pt <
(1 + \/i)DPoin-

3. Udowodnij, ze nier6wno$¢ Cheegera na R™ implikuje nieréwnos¢ Poincaré
oraz DPoin < 2DChe~

4. Pokaz, ze jedli miara p spelnia nieréwnosé¢ Poincaré ze stala D, to dla
kazdej funkcji 1-lipschitzowskiej F' it > 0,

u({F> /qu+t}> <26Xp(f%).

Wskazowka. Zaléz, ze f Fdp = 0 i zastosuj nieréwno$é Poincaré do e*/2
by dosta¢ dla A < 2/D, M(X) < (1 — D*X\?/4)71M(3)?, gdzie M(X) =
[ exp(\F)dp.

5. Wykaz, ze je$li miary 1, ..., ug spelniaja nieréwnosé Poincaré ze stala D,
to miara produktowa p; ® -+ - ® pi spelnia nieréwnos$¢ Poincaré ze stala
D.

ikd

6. Wykaz, ze symetryczny rozktad wyktadniczy v na R z gestoscia se
spelnia nieréwnosé Poincaré ze stala 2.

7. Udowodnij, ze kazdy symetryczny rozklad log-wklesty na prostej o warian-
cji jeden jest lipschitzowskim obrazem v ze stala lipschitza nie wieksza niz
Lo < 4v/3. Wywnioskuj stad, ze dowolny produktowy symetryczny izotro-
powy rozktad log-wklesty spelnia nieréwno$¢ Poincaré ze stala nie wieksza
niz 2Lyg.
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