Zadania z Koncentracji Miary I

Przez \,, oznaczamy n-wymiarowa miare Lebesgue’a, a przez o, unormowa-
na miare powierzchniowa na S™. Jesli p jest miara na (X, d), to okreslamy dla
dowolnego zbioru A miare wewnetrzna A,

1.(A) = sup{u(C): C € A,C € B(X)}.

Przypomnijmy, ze dla podzbioru A przestrzeni metrycznej (X,d) i ¢t > 0 okre-
slamy
Ay={r e X:d(z,A) <t}

Ponadto dla miary g na (X,d) i zbioru borelowskiego A definiujemy miare
brzegu A jako
Ay) — (A
pt(A) = liminf 7M( 1) = )
t—0+ t
Uwagi:
1) Miare wewnetrzna p, wprowadzamy, by uniknaé probleméw z mierzalnoscia
sumy zbioréw borelowskich. Daje sie jednak pokazaé, ze suma zbioréw borelow-
skich, cho¢ nie musi by¢ borelowska jest mierzalna w sensie Lebesguea.
2) Jesli p miara na R™ z ciagla gestoscia g, a zbiér A jest porzadny, to

it (A) = /a gla)dH, (o)

zatem na przyklad dla porzadnych zbioréw A (A) to miara powierzchniowa
brzegu A.

1. Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R
A(A+B) > Mi(A) + Ai(B)

2. (Nieréwnosé¢ Prekopy-Leindlera) Wykaz, ze jesli s € [0,1], f,g,h sa nie-
ujemnymi funkcjami mierzalnymi na R™ takimi, ze

h(sz + (1 —s)y) > f(x)°g(y)' ~* dla z,y € R"

to

/Rn h(x)dx > (/Rn f(x)dx)S(/Rn o(@)dr)
Wskazowki:

i) Dla n = 1 zauwaz, ze mozna zaktadaé, ze sup, f(z) = sup, g(z) = 1

i wtedy [ f(z)dz = [} M({f > t})dt, [g(x)dz = [} \i({g > t})dt oraz
J h(x)dz > fol A1({h > t})dt i mozna stosowaé poprzednie zadanie.

ii) Krok indukecyjny. Ustalmy funkcje mierzalne f, g, h na Rl idlaz,y €
R rozpatrzmy funkcje fo(-) = f(2,:), 94() = 9(y,°) 1 hsoya-5)y(-) =
flsz+ (1 =)y, ) i wykorzystajmy dla nich zalozenie indukcyjne.

3. (Nieréwno$¢ Brunna-Minkowskiego)
i) Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B C R™ i
s €10,1]
Mw(8A+ (1= 8)B) = M\ (A)* N\ (B) 5.

ii) Wykaz, ze dla dowolnych niepustych zbioréw borelowskich A, B ¢ R”

Ans(A+ B)Y™ > N (A)Y™ + A, (B)V™.



4. (Klasyczna izoperymetria)

9. Wykaz, ze 0,(A4) >

Wykaz, ze jesli A jest zbiorem borelowskim w R™ takim, ze A,(4) =
An(B(z,1)), to

i) Dla wszystkich ¢t > 0, A, (Ay) > A\ (B(2,7))e) = A (B(z, 7 + t)).

i) A (4) > A (B(x, 1)) = A1 (9B (2, ).

. Niech zy bedzie ustalonym punktem S™ a H podprzestrzeniag w R7H!
wymiaru n, nie przechodzaca przez xo. Wéwczas R" 1\ H jest suma dwéch
otwartych pélprzestrzeni Hy zawierajacej x¢ i H_ nie zawierajacej .
Niech ¢ = ig: S™ — S™ bedzie odbiciem wzgledem H. Okredlmy dla
mierzalnej, ograniczonej funkcji f: S™ — R

max{f(2), f(ix)} dla e H,
(@) =< min{f(z), f(ix)} dlazeH_
f(z) dlaxe H

Wykaz, ze

i) dist, (f) = dist,, (f7).

ii) Jegli f jest Lipschitzowska ze stala L, to f¥ tez jest Lipschitzowska ze
Stalq L.

iii) fsn zo, ) f(z)doy,(z fS" xo, ) fH (2)do, () ponadto jesli f
jest ciagla, to rownosé zachodm wtedy i tylko wtedy gdy f = fH.

. Funkcje g na S™ nazywamy radialng (wzgledem ustalonego punktu zg €
S™, jesli d(z, o) < d(y,zo) implikuje g(x) > g(y). Jesli f: S — R
jest funkcja mierzalna ograniczona to jej radialna symetryzacja nazywamy
funkcje radialna f* taka, ze dist,, (f) = dist,, (f*). Udowodnij, ze

i) Funkcja f* istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona z dokladnoscia do
zbioru miary zero.

ii) Funkcja g jest radialna wtedy i tylko wtedy gdy g = g dla wszystkich
H.

. Ustalmy funkcje L-Lipschitzowska f: S™ — R i niech
A:={g: 8" — R: dist,, (f) = dist,, (9), g L-Lipschitzowska}.

Ponadto niech m := inf e 4 [g. d(zo, )g(x)do,(z). Udowodnij, ze

i) Istnieje ciag (g9x) C A jednostajnie zbiezny do pewnej funkeji g taki,
ze [g. d(xo, x)gr(x)do,(x) — m przy k — oo (skorzystaé z twierdzenia
Arzeli-Ascoli)

ii) g € Aoraz m = [, d(xo,z)g(x)do,(z).

i) g = f*.

. (Izoperymetria sferyczna) Wykaz, ze jesli A jest zbiorem borelowskim w
S™ takim, ze 0, (A) = o, (B(z0,7)), to

i) Dla Wszystkich t >0, 0,(At) 2 0, ((B(zo,7)):) = on(B(zo,r +t)).

ii) o;F (A) > o (B(z,7)). Wskazéwka. Wykorzystaj fakt, ze symetryzacja
radialna qukCJl max{t — d(z, A),0} jest 1-Lipschitzowska.

1 implikuje 1 — 0, (A) < e ("~ 1t?/2,



Zadania z Koncentracji Miary II

1. Miare p na R™ nazywamy logarytmicznie wklestq jesli dla dowolnych dwu
niepustych zbioréw borelowskich A, B i s € [0, 1],

fe(sA+ (1 = 5)B) > p(A) u(B)'~*.

i) Wykaz, ze jesli K jest zbiorem zwartym wypuklym o niepustym wne-
trzu to rozktad jednostajny na K jest logarytmicznie wklesty.

ii) Wykaz, ze afiniczny obraz miary logarytmicznie wkleslej jest logaryt-
micznie wklesty.

iil) Wykaz, ze jesli funkcja f: R™ — (—o0, 00| jest wypukla oraz miara p
ma gestoéé g = e~/ to p jest logarytmicznie wklesta.

iv) Wykaz, ze rozklady gaussowskie sa logarytmicznie wkleste.

v) Wykaz, ze jesli miara logarytmicznie wklesta p ma ciagla gestosé g, to
g jest logarytmicznie wklesta (tzn. jest postaci jak w punkcie ii)).

Uwaga 1. Daje sie wykazaé¢ znaczne wzmocnienie v) - jesli u jest loga-
rytmicznie wklesla i nie jest skoncentrowana na podprzestrzeni afiniczne;j
nizszego wymiaru, to u ma logarytmicznie wklesta gestosé.

Uwaga 2. Mozna wykazac, ze miary probabilistyczne logarytmicznie wkle-
ste to stabe granice rzutow rozktadéw jednostajnych na ciatach wypuktych.

2. Wykaz, ze jesli u jest probabilistyczna miara logarytmicznie wklesta oraz
A jest zbiorem symetrycznym wypuklym takim, ze u(A) = a > 0, to dla
r>1,

1— a)(r+1)/2

1—u(rA) <a< "

3. Wykaz, ze jesli X ma rozklad logarytmicznie wklesly a || - || jest dowolna
norma na R™ to dla p > 1,

(EIX )P < CpE| X|l,
gdzie C jest stala absolutng.

4. Dla e € (0,1) i miary probabilistycznej u na (X, d) okreslmy

o, (t) == sup{l — p(A:): p(A) > e}.
Wykaz, ze jesli o, (to) < e to dlat >0, o, (t +to) < au(t).

5. Wykaz, ze dla dowolnej (ustalonej) miary probabilistycznej na (X,d) i
€ > 0 zachodzi of,(t) — 0 przy t — oc.

6. Wykaz, ze jesli ¢ jest funkcja L-Lipschitzowska z (X,d) w (Y, p) oraz
v=pop !, toap(t) < au(t/L).

7. Wykaz, ze transport radialny miary -, na rozklad jednostajny na kuli
jednostkowej ma stala Lipschitza nie wieksza niz C/\/n.



Zadania z Koncentracji Miary III
1. Zalézmy, ze wiemy, ze dla mierzalnej funkcji F istnieje stala ap taka, ze
p({|F —ap| >t}) < at) dlat > 0.
Wéwezas jesli a(ty) < 1/2, to
p({|F —Med,(F)| > t+1to}) < a(t) dlat > 0.

Ponadto, jesli a = fooo a(t)dt < oo, to F jest calkowalna oraz |ap —
[ Fdu| < & oraz

w({|F — /de >t+a}) <alt)dat>D0.
W szczegdlnoscei jesli a(t) < Cy exp(—|t[P/C2), to dla dowolnego € > 0 i
m € {Med, (F), [ Fdu}

p({|F = m| > 1)) < Csexp(—(1 —¢)[t|’/C2) dla t >0,

gdzie C3 zalezy tylko od C1, €1 p.

2. Wykaz, ze jesli X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze a; <
X; <bjoraz S=3 ., X, to
t2

P(S>ES+1t) < 2exp(—ﬁ)

dla D2 = ZZL:l (bl — CLi)2.

3. Niech Y; beda niezaleznymi wektorami losowymi w pewnej osrodkowej
przestrzeni Banacha oraz S = Y1 | Y;. Wykaz, ze

2

PAISI —EJS|] > t) < 2exp(—£5

)

dla D? =37 | Y[,



Zadania z Koncentracji Miary IV

. Wykaz, ze jesli miara v jest L-lipschitzowskim obrazem miary p oraz pu
spelnia nier6wnosé Poincaré ze stala C, to v spelnia nieréwnosé Poincaré
ze stalg C'L2.

. Niech p bedzie symnetryczng miara logwklesta na R z gestoscia g(z) taka,
ze Var,(z) = 1.

i) Wykaz, ze istnieja stale uniwersalne C; i Cy takie, ze C;' < g(0) < Csq
(wsk. rozpatrze¢ dodatkowo z¢ = inf{z > 0: g(z) < ¢(0)/e}.) ii) Wykaz,
ze istnieje stala uniwersalna L taka, ze p jest L-lipschitzowskim obrazem
symetrycznej miary wyktadniczej v.

. Przeprowadzié¢ analogiczne rozumowanie dla miar logwklestych na prostej
bez zalozenia symetrii.

. Wykaz, ze by udowodni¢ nieréwnos¢ Poincaré dla miary u na R™ wystarczy
wykazaé, ze Var,(f) < C [ |V f]?du dla funkeji f € CL, (R™).

sr



Zadania z Koncentracji Miary V

Moéwimy, ze miara p na przestrzeni (X, d) spelnia nierdwnosé Cheegera ze
stata ¢ > 0, jesli
p(A) > cmin{u(A),1 — p(A)}

dla dowolnego zbioru borelowskiego A.
1. Wykaz, ze nierownosé Poincaré jest rownowazna nieréwnosci
2 A 2
Eulf — Med, f|* < CE,|V |

dla wszystkich funkcji Lipschitzowskich. Co wigcej optymalne stale w obu
nieréwnosciach spetniaja Copt < Copt < (1 + \/§)2C’Opt.

2. Wykaz, ze symetryczny rozklad wyktadniczy v spelia nieréwnosé Che-
egera ze stala ¢ = 1.

3. Wykaz, ze miara p spelnia nieréwno$¢ Cheegera ze stala ¢ > 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy

1(A) = v(—oc0,z] = w(A;) > v(—oo,x +ct] dlat > 0.

4. Niech p bedzie miara na prostej, F(t) = pu(—o0,t], za$ p bedzie gestoscia
jej czedci absolutnie cigglej. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne
i) p spelnia nieréwno$é Cheegera ze stata ¢ > 0

ii) p jest L-lipschitzowskim obrazem v

C
p(z)

iii) essinfm = c

5. Wykaz, ze miara p na R™ spelnia nieréwno$¢ Cheegera ze stala ¢ > 0
wtedy i tylko wtedy gdy

Bulf = Med, f| <E,|Vf]
dla wszystkich lipschitzowskich funkcji f.

6. Wykaz, ze nieréwnos¢ Cheegera na R™ implikuje nieréwnosé Poincaré ze
: 2
staty 2.

. . . . 40 1+Oé e} . .
7. Pokaz, ze miara na R z gestodcia ~5%|z|*I{5 <1y dla @ € (0,1) spetnia
nierownos$é¢ Poincaré, a nie spelnia nieréwnosci Cheegera.



Zadania z Koncentracji Miary VI

W zadaniach ponizej I = I, = p(®71).

1. Wykaz, 7e
/ IV fldpe > / (e f@) > r))dr
X R

Wskazowka: Najpierw rozpatrzeé¢ ograniczone f, co mozna zredukowaé do
przypadku f > 0. Rozpatrujac zbiory A(r) = {z: f(z) > r} i funkcje
ft(x) = supy(y )<t f(y) wykaz, ze {z: fi(x) > r} = A(r); oraz, ze

fo—f % p(A(r)e) — p(A(r))
/X ; dp = /0 ; dr

iprzejdz z t — 0+.

2. Wykaz, ze jesli miara p spelnia logarytmiczna nieréwnosé Sobolewa ze
stala C, to spelnia nier6wnosé Poincaré z ta sama stala.

3. Wykaz, ze je$li miary p; spelniaja nier6wnosé Bobkowa ze stalymi C;, to
miara 1 ® -+ ® up spelnia nieréwnosé Bobkowa ze stala max; C;.

4. Wykaz, ze nastepujace dwie wlasnosci miary u sa réwnowazne:
i) u(Ay) > (@ (u(A))+t) dla dowolnego zbioru borelowskiego A it > 0
ii) ut(A) > I(u(A)) dla dowolnego zbioru borelowskiego A.

5. Wykaz, ze dla dowolnych liczb a,b € [0, 1],

a+b

! (b—a)? 1 N (b—a)?

I( 1

) <

1
2
i wywnioskuj stad, ze miara ~,, spelnia nieréwno$é Bobkowa ze stalg 1.

6. Wykaz, ze I(t) ~ /2t ln% przy t — 0+ i wywnioskuj stad, ze nieréwnosé
Bobkowa implikuje logarytmiczna nieréwnos$¢ Sobolewa.



Zadania z Koncentracji Miary VII

. Wykaz, ze jesli para (u, ) ma wlasno$é (1), to

1) w4+ B,(t) > it

i) (A + B, (1) > minfe! 2p(A),1/2},

iif) jesli w(A) > 1, to 1 — p(A+ By(t)) < e ¥/2(1 — p(A))
oraz

iv) jesli u(A) = v(—oo, z], to u(A + By,(t)) > v(—oo0,z +t/2].

. Dla miary probabilistycznej pu na R™ okreélamy

Au(t) =InM,(t) = ln/e<t’z>du(x)

AL (t) = LAL(t) = sup{(s,t) — Au(s): s € R"}.

(Ogdlnie Lf(t) = sup,((s,t) — f(s)) nazywamy transformata Legendre’a
funkeji f). Wykaz, ze jesli (i, ) ma wlasnoéé (7) oraz ¢ jest wypukla, to
Lo > 20, oraz p(t) < 247(t/2).

. Udowodnij, ze dla symetrycznego rozktadu wyktadniczego na R

val 21
A= VIt -1-In (%) < min{e2, ¢]}.

Zatem znaleziona na wyktadzie funkcja kosztu dla miary v jest optymalna
z doktadnoscia do stalej.

. Wykaz, ze para (7, i|x|2) ma wlasnoséé (1) oraz, ze i|:r|2 jest optymalng
funkcja kosztu.

. Niech u bedzie symetryczng miara logarytmicznie wklesta na R o wariancji
1. Okredlmy h(z) = —In p[z, 00) dla z > 0 oraz

() = x? dla |z| < 2/3

o max{%,h(bc\)} dla |z| > 2/3.

Wykaz, ze Ay (t) < h(t) oraz para (u, h(t/C)) ma whasnosé (1) dla pewnej
uniwersalnej stalej C'.



Zadania z Koncentracji Miary VIII

1. Zalézmy, ze zmienne Y; sg niezalezne oraz u; < Y; < v; prawie na pewno.
Niech T bedzie ograiczonym podzbiorem R"™ oraz

7 = supzn:tiYi.

teT =
Wykaz, ze
2
P(|Z —Med(Z2)| > t) < 4exp(—E),
gdzie
o? = SupZt?(vi —u;)?.

teT
Ponadto E|Z — Med(Z)| < 4y/7o i Var(Z) < 1602

2. (Nieréwno$é Chinczyna-Kahane’a) Niech &; beda niezaleznymi symetrycz-
nymi zmiennymi takimi, ze P(e; = +1) = %, za$ v1,. .., v, wektorami w
pewnej przestrzeni unormowanej F. Wykaz, ze dla M = Med(|| Y1, vigs|))
it>0 ,

1602 )

n
P(| > vieil| = M| > t) < 4dexp(—
=1

gdzie
o2 = sup{z ©*(v): @ € F* |||l < 1}.
Wywnioskuj stad, ze istnieje stata C' < oo taka, ze dla dowolnego p > 1,

(B[ Y wvies|")V/? < M + Cy/po

i=1

oraz

n n
(Bl D vieillP)? < CyvpE] Y vieil )2,
i=1 i=1

3. (Zmodyfikowana nieréwnosé¢ Sobolewa). Niech v oznacza symetryczny roz-
ktad wyktadniczy na R, tzn. rozklad z gestoscia %e"’”‘.
i) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji gladkiej f na R takiej, ze |f/| < p < 1
zachodzi 5
Ent,(ef) < —— [ ()% av.
L—p
ii) Udowodnij, ze jedli funkcja F' € C1(R™) spetnia max; |9;F| < 1 to dla
Al <p<l,

2)2 -
Ent,»(e*) < 7/ O, F)2e M dym.
@<y, [

iii) Wywnioskuj stad, ze jeéli F € C1(R") spelnia
max |0;F| < b oraz Z(@iF)2 < a?
! i=1
to

’ / 1.t
Vn({F>/Fan+t}) < exp(— g min{y, —}).



Zadania z Koncentracji Miary IX

Cialem wypuklym nazywamy zwarty wypukly podzbiér R™ o niepustym

wnetrzu.

1. Wykaz, ze Emaxici<n |gi] > ¢y/In(n + 1).

2. Wykaz, ze jesli K jest symetrycznym cialem wypuklym w R™ oraz ¢ > 0
to istnieje podprzestrzen V wymiaru ¢(g)logn oraz elipsoida € w V taka,
/)

ECKNV C(1+e).

3. Wykaz, ze kazda n wymiarowa elipsoida ma [%|-wymiarowy przekréj,
ktory jest kula euklidesowa.

4. Wykaz, ze jesli K jest symetrycznym cialem wypuklym w R”™ oraz € > 0
to istnieje podprzestrzen V wymiaru ¢(e) logn oraz p > 0 takie, ze

pBy CKNV C (1+¢)pBy,

gdzie By = {x € V: |z| = 1}.

5. Wykaz, ze jesli 1§ sie wklada ze stata C w ly orazp > 2, to k < A(C)pn?/P,
gdzie A(C) jest stala zalezna tylko od C.

6. Wykaz, 7e jedli 1§ sie wktada ze stala C w I, to k < A(C)logn.

7. Oblicz d(I}}). Co mozna powiedzie¢ o wymiarze przekrojéw kuli jednost-

kowej w 7, ktore sa bliskie euklidesowym?

10



Zadania z Koncentracji Miary X

1. Wykaz, ze f;o e‘y2/2dy ~ %e‘“’z/g dla z — oo i wykorzystaj to do dowodu

faktu, ze dla X ~ N (a,0?), limy—.o0 75 log P(X > t) = — 515,

2. Niech X bedzie scentrowanym wektorem gaussowskim w o$rodkowej prze-
strzeni Banacha F'. Wykaz, ze istnieja wektory x1, xo, ... w F' oraz zmienne
g1, 92, . .. o rozkladzie N'(0,1) takie, ze X = Y ;0| x;g;, przy czym szereg
jest zbiezny p.n. i w kazdym LP. Jak si¢ zmieni odpowiedz, jesli nie zalo-
zymy scentrowania X7
Wskazéwka. Rozpatrzy¢ domknieta powloke liniowa wektoréw (¢(X)),cpe
w L%. Za g; mozna wziaé baze ortonormalna tej przestrzeni Hilberta.

3. Zal6zmy, ze g;, §; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N'(0, 1)
oraz X = szzl a; ;995 Wykaz, ze

D) B(X] > O(Vill(ai) s + tl(aig)llop)) < 2¢7",

gdzie
(aij)llop = sup{ > _ aijaiy;: Y i <1, yi <1}
(%) 1 7

oraz

[(aij)llns = (Z aZ)'/?.

it) (X[, < C(y/Bl(@i)llop + pll(aiy) 1ss) dla p > 2.
i) || X, < Cpl| X[z dla p > 2.

4. Niech Y7,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie z
gestoscia e~ 17l Wykaz, ze dla dowolnych ai,...,a, € R oraz Y =
22;1 a;Y;,

P(Y > C(tlalloe + Villall2)) < e
i wywnioskuj stad, ze ||[Y||, < C(pllall« + v/Pllal2) dla p > 2. Wykaz, ze
IYllp > &(pllallse + /plall2) dla p > 2.

5. Niech Y = >""" | v;Y; gdzie v; sa wektorami w pewnej przestrzeni Banacha
F, aY, sa jak w poprzednim zadaniu. Wykaz, ze

PV ]| = E|Y]+ C(t sup [[((vi)lloo + VT sup |[((vi)ll2)) <e™*
lell<1 lell<1

i wywnioskuj stad, ze dla p > 2,

ENY)? <E|Y][+Clp sup [[(¢(i)lloe +vP sup [|(p(vi)ll2)
llell<t lell<1

oraz
ENY[?)? <E[[Y | + sup (Elp(Y)[”)!/.

llell<1

11



Zadania z Koncentracji Miary XI

W zadaniach tej serii zaktadamy, ze

n
S = E Xl',
i=1
gdzie X; sa niezaleznymi, ograniczonymi zmiennymi losowymi o sredniej zero.

1. Nieré6wno$¢ Hoeffdinga. Wykaz, ze

t2
P20 <ow (- gy )

2. Nier6wnos$é Bernsteina. Udowodnij, ze
i) jesli liczby o2, M < oo sa takie, ze

k!
E|X;|* < EO'ZZM]C_2 dla k > 2,

to )\2 Zn 2

. o;

Eexp(AS) < exp (2100 ) dla MA| < 1
exp(\S) < exp 5T = MN) a M|\ <
oraz dla t > 0,
t2
IP S > t < (_ n )7
( J<exp{ -3 S o2+ 2Mt

i) jesli | X;| < C, to

P(S > t) < (7 L)
Z s e 2Var(S) + 2Ct/°

3. Nieré6wnosé¢ Benetta. Wykaz, ze jedli | X;| < C, todla A >0

Var(S)
2

E exp(AS) < exp ( (er —tC — 1))

oraz dla t > 0,

P(S > 1) <exp ( - Vaégs)h(vafZS))) <o (- %m (1 Vafs)))’

gdzie h(z) == (1+z)In(l+2) —x dlaz > 0.

4. Rozpatrujac jako przypadki graniczne zmienne o rozktadzie gaussowskim i
Poissona, przedyskutuj optymalno$é oszacowania w nieréwnosci Bennetta.
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Zadania z Koncentracji Miary XII

1. Zalézmy, ze ¢;: R — R dla 1 < i < n sg funkcjami 1-lipschitzowskimi oraz
©i(0) = 0. Wykaz, ze dla dowolnego ograniczonego T C R™ oraz funkcji
wypuktej niemalejacej G: R — R,

]EG(sup gipi(t; ) < EG(sup siti).

Wskazéwka. Sprowadzié¢ zadanie do wykazania, ze dla ograniczonego zbio-
ru T C R? i funkcji 1-lipschitzowskiej ¢ takiej, ze ¢(0) = 0 zachodzi

EG(sup(tl + 61@(1?2))) < EG(sup(tl + 51t2)>.
teT teT

Nastepnie zredukowaé do zbioru dwupunktowego T' i rozpatrzy¢ przypadki

2. Przy zalozeniach poprzedniego zadania udowodnij, ze dla dowolnej funkcji
wypuklej niemalejacej F: [0,00) — [0, 00),

n
) < IEF(sup ‘ Zeiti
i=1

1 n
EF(fsup‘ gipilts
2 tET 722; 3 'L( Z)
3. Zalozmy, ze wektory losowe X; w pewnej o$rodkowej przestrzeni Banacha

sa scentrowane, wspélnie ograniczone oraz szereg S = > .~ | X; jest zbiez-

ny prawie na pewno. Wykaz, ze istnieje A > 0 takie, ze E exp(A||S| log™ ||S]|) <

00.
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