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Zestaw 1

. Wykaz, ze dla z > 0

e /2,

N | —

. Wykaz, ze wektor losowy N (a, C') ma gestosé wtedy i tylko wtedy gdy

macierz kowariancji C' jest odwracalna i znajdz te gestoscé kiedy istnieje.

Podaj przyktad zmiennych losowych X, Y o rozktadzie N (0,1) takich,
ze Cov(X,Y) =0, ale X i Y nie sa niezalezne.

Udowodnij, ze odwzorowanie (a;) — > a;g; definiuje izometrie z Iy w

LP(9).

. Wykaz, e odwzorowanie f — [ f(s)dW, jest izometria z L?[0,1] w

LP(Q).

Udowodnij, ze E sup,, \';% < oo oraz jesli lim,, . 2= = 0, to sup,, lonl _

cn
00 P.0.

Oblicz y(p) := (E|g[")!/? i wykaz, ze dla p > 2 ¢\/p < y(p) < C/p dla
pewnych statych uniwersalnych 0 < ¢ < C' < o0.

W kolejnych zadaniach E oznacza osrodkowa przestrzen Banacha

. Wykaz, ze istniejg funkcjonaty fi, fo,... z kuli jednostkowej E* takie,

ze ||z|| = sup,, fn(z) dla wszystkich = € E.

. Wykaz, ze jesli X: (2, F) — E jest takie, ze f(X) jest mierzalne dla

wszystkich f € E*, to X jest mierzalne.

Wykaz, ze jesi X,Y:(Q,F) — FE sa mierzalne, to X + Y tez jest
mierzalne.

Wykaz, ze jesli zmienne losowe X 1Y sa takie, ze dla wszystkich f € E*,
f(X) ma ten sam rozktad co f(Y), to X i Y maja ten sam rozklad.
Wywnioskuj stad, ze funkcja charakterystyczna ox(f) = Ee/X)| f €
F* wyznacza rozktad X.



Zestaw 2

. Niech X = (X})icp0,1) bedzie procesem gaussowskim o ciggtych trajek-
toriach. Wykaz, ze X traktowany jako wektor losowy w C([0, 1]) jest
zmienna gaussowska. Podobnie jesli C([0, 1]) zastapimy przez LP[0, 1],
1<p<oo.

. Niech H bedzie osrodkowsq przestrzenia Hilberta. Wykaz, ze istnieje
zmienna X o funkcji charakterystycznej

ox(f) =Rt = 2 e g
wtedy i tylko wtedy gdy dim H < oo.

. Wykaz, ze istnieja state uniwersalne 0 < ¢ < C' < oo takie, ze ¢y/In(n + 1) <

E max;<p<n |gk] < Cy/In(n + 1).

. Dla zmiennej losowej X okreslamy || X, = (E|X]?)"/?. Wykaz, ze
funkcja p — In || X1/, jest wypukta.

. Wykaz, ze jedli dla pewnego p > ¢ > 0, || X ||, < C[|X[|; to dla dowol-
nych p > p > ¢ > 0 istnieje stala C' zalezna tylko od p,p,q,q 1 C taka,
ze || XI5 < ClI X[l

. Niech (U,U, ) bedzie przestrzenia z miara nieujemna p, a oz X —
E funkcjg mierzalng o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha
E taka, ze [y ||a(z)|du(z) < oco. Wykaz, ze istnieje doktadnie jeden
wektor S € F taki, ze f(S) = [ f(a(x))du(z) dla wszystkich f € E*.
Definiujemy S = [; a(x)du(z), pokaz, ze tak zdefiniowana catka jest
liniowa oraz || [y l(@)dp(z)|| < fy [|e(@)||dpu()

. Niech (E, d) bedzie przestrzenia polska (tzn. metryczna, zupetna i osrod-
kowa). Wyka,ze, ze rodzina miar probabilistycznych p; jest relatywnie
stabo zwarta wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje zbior
zwarty K taki, ze pu;(K) > 1 — e dla wszystkich i.

. Niech X; bedzie ciagiem niezaleznych wektoréw losowych w osrodko-
wej przestrzeni Banacha F oraz S, = > I~ X;. Wykaz, ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

i) S, jest zbiezny p.n.;
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ii) S, jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa;

iii) .S, jest zbiezny wedtug rozktadu;

iv) Istnieje zmienna losowa S taka, ze dla dowolnego f € E*, f(S,)
jest zbiezny wedtug rozkladu do f(S).

. Wykaz, ze poprzednie twierdzenie zachodzi rowniez bez zatozenia sy-

metrii X;.

Skonstruuj przyktad niezaleznych symetrycznych zmiennych losowych
X; takich, ze ciag f(S,) jest zbiezny wedtug rozktadu dla kazdego f €
E*, ale nie spelione sg warunki i)-iv).



Zestaw 3

. Niech f:R"™ — R bedzie funkcjg klasy C*. Wykaz, ze f jest Lipschit-
zowska ze stalag L wtedy i tylko wtedy gdy |V f(x)| < L dla wszystkich
x.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji L-Lipschitzowskiej f:R" — Rie > 0
istnieje funkcja L-Lipschitzowska g klasy C! taka, ze ||f — g|l« < €.

. Niech X bedzie wektorem losowym o wartosciach w o$rodkowej prze-
strzeni Banacha F takim, ze E|| X ||” < co. Wykaz, ze podprzestrzen LP
bedaca domknieciem {f(X): f € E*} jest osrodkowa.

. Niech W bedzie procesem Wienera na [0, 1], a Hy = {f(W) : f € (C[0,1])*}.
Wykaz, ze przeksztalcenie h — [ h(t)dW, wyznacza izometrie L2[0,1]
W HW

. Niech X = (X¢):ej0,1) bedzie scentrowanym procesem gaussowskim o
trajektoriach cigglych i funkcji kowariancji K. Rozwazmy przestrze-
nie Hy = {f(X): f € (C|0,1])*} oraz Hx bedaca uzupeieniem L'
wzgledem normy euklidesowej zadanej przez iloczyn skalarny (f, g) :=
I3 S K(t,s)f(s)g(t)dsdt. Wykaz, ze obie te przestrzenie sa w natural-
ny sposob izometryczne. Niech f; bedzie baza ortonormalng Hjy oraz
hi(s) = [y K(t,s)fi(t)dt. Wykaz, 7e szereg 22, gihy; jest pn zbiezny w
C[0,1] i jego granica ma taki sam rozklad jak X.

. Zmajdz kule Camerona Martina dla d wymiarowego wektora gaussow-

skiego N (0, C).



Zestaw 4

. Niech p bedzie miarg probabilistyczna na R". Wykaz, ze jesl nieréwnos¢

Bobkowa
1] fdw) < [P0 + [V FPdy

zachodzi dla dowolnej funkcji f: R™ — [0, 1] klasy C'*° o nosniku zwar-
tym, to zachodzi dla dowolnej funkcji klasy C*.

. Wykaz, ze dla dowolnego borelowkskiego zbioru A w R™ oraz §,h > 0
istnieje 1/h-Lipschitzowska funkcja f klasy C* taka, ze f = 1 na As4,
f=0poza As,p oraz 0 < f < 1.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ograniczonej klasy C'(R) i dowolne;
miary nieujemnej absolutnie ciagtej p zachodzi

/\f )|dp(x /u

. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ograniczonej klasy C'(R") i dowolne;
miary nieujemnej absolutnie ciggltej p zachodzi

/IVf ) dpu(z /u

. Niech p bedzie absolutnie ciagta miara nieujemng na R", skonczong na
zbiorach zwartych. Wykaz, ze naste¢pujace warunki sg réwnowazne:

i) Dla dowolnego zbioru ograniczonego A € B(R™), ut(A) > c(u(A))m=1/m;
ii) Dla dowolnej funkcji f € C*(R™) o noéniku zwartym, [z |V fldu >
(Jpo [/t

. Niech u bedzie miara probabilistyczna na przestrzeni metrycznej (X, d),
za$ o pewng funkcja na R, . Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

1) 1(Ar) > a(t) dla p(A) >
i) lf < Med, (f)+Lt) >
Rit>0;

iii) p(f > Med,(f)—Lt) > «o(t) dla L-Lipschitzowskich funkcji f: X —
Rit>0.

1/2,t>0;
a(t) dla L-Lipschitzowskich funkcji f: X —



7. Dla miary probabilistycznej p na przestrzeni metrycznej X okreslamy
dlat,h >0

Is, (t) = inf{p* (A): A € B(X), u(A) = t}

oraz

R, (t,h) = inf{u(Ay): A € B(X), u(A) > t}

Niech (X, d) i (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi, zas T: X — Y
przeksztalceniem nierozszerzajacym tzn. p(Tx, Ty) < d(z,y). Niech p
bedzie miara probabilistyczng na X, zas v jej obrazem przy T tzn.
v(A) == pu(T1A) dla A € B(Y). Wykaz, ze Is, > Is, oraz R, > R,,.

8. Wykaz, ze istnieje nierozszerzajace przeksztalcenie R™ na [0, /27",
ktore przeprowadza miare gaussowska 7, na rozklad jednostajny p na
[0,v/27]". Wywnioskuj stad, ze u*(A) > I(u(A)). Jak oszacowaé funk-
cje izoperymetrycznag rozktadu jednostajnego na [0, 1]"7?



Zestaw b

. Niech X bedzie wektorem gaussowskim w osrodkowej przestrzeni Ba-
nacha, M = Med(||X||), 0® = supj ;< Varf(X). Udowodnij, ze dla
p>0,

Xl < M + Cpo,

gdzie ¢, stata zalezna tylko od p oraz ¢, < C/p dla p > 2. Ponadto M
mozna zastapi¢ przez || X||;.

. Wykaz, ze dla symetrycznych wektoréw gaussowskich i p > 0 || X[, <
Cp,M. Co wigcej dla a € (0,1) i p > 0 istnieje stata C,, zalezna tylko
od p i« taka, ze || X||, < CpoM,, gdzie M, = inf{t > 0:Pr(|| X| >
t) < a}.

. Udowodnij, ze przy oznaczeniach z poprzedniego zadania |E|| X || - M| <

1
520

. Niech (X});er bedzie procesem gaussowskim indeksowanym przez prze-
liczalny zbior T'. Okreslmy M = Med(sup,cr Xt), 0 = sup,ep Var(Xy).
Wykaz, ze dla u > 0

Pr(sup X; > M +uo) < 1 — ®(u).
teT

. Niech S = 370" ;ai59:,9;. Wykaz, ze dla pewnej stalej uniwersalnej K
i wszystkich ¢ > 0 zachodzi Pr(S > vt||aijl|lgs + t|ai|) < Ke /%
oraz 7 (v/pllaijllms + pllayl) < 1S/l < K(/Pllaillrs +pllai)), gdzie
laijllms = (X a3)'/? oraz [Jag|| == sup{¥ aj;ziy;: Caf <1, y7 <1}

. Udowodnij, ze dla A € B(R*>), to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje N
takie, ze dla n > N v,(z € R™ ypni100(As) € [6,1 —¢]) < €, gdzie
Ay = {y: (z,y) € A}.

. Udowodnij, ze dla A € B(R™®), (Vs0)«(As) = (@7 (700 (A)) + 1).



Zestaw 6

. Wykaz, ze I(t) = t\/21n —|—lnln —{—ln47r—|— o(t (lni) 12) przy t —
0+ i WyWHlOSkU.J stad, ze dla 0 < o < A < o0, I(at) = al(t) +
alog 1¢(2In1)~1/2 4+ o4(t(In %)_1/2) przy t — 0+.

. Wykaz, ze nieréwnos¢ Bobkowa ze statg C' implikuje nieréwnoéé¢ loga-
rytmiczng Sobolewa ze stata C' 2.

. Dla funkcji f na przestrzeni probabilistycznej (X, F, ) okreslamy Var,(f) :=
[ f2du — ([ fdu)? o ile [ f2du < co. Wykaz, ze jedli miara p jest pro-
duktem miar probabilistycznych p = puy ® -+ ® ux to dla dowolnego
feL*u

k
Var () < 3 [ Var,, (H)d

. Mowimy, ze miara probabilistyczna p na R™ spetnia nieréwnos¢ Poin-
caré ze stata C, jedli dla dowolnego f € CH(R™) N L?(u) zachodzi

Var,(f) < C [ 1V f1%dp.

Wykaz, ze jesli miary p; spetniajg nieréwno$¢ Poincaré ze stalymi C;
to miara g = g ® - -+ ® pg spetnia nieréwnos¢ Poincaré ze stata C' =
max(Cy, ..., Cy).

. Wykaz, ze nierowno$¢ logarytmiczna Sobolewa ze statg C' implikuje
nieré6wnos$¢ Poincaré ze staty C'.

. (uktad Hermite’a) Niech dla k = 0,1, ...
2 dk 22

(=1)" 2 d"

V! dx*

hi(x) :==

Wykaz, ze
a) funkcje hy tworza baze ortonormalna L?(7);
b) hk jest parzyste dla parzystych k i nieparzyste dla nieparzystych k;
) W) = VEhy i (2) = why(x) = VE + Thgga (2);
) [ f'hwdy = VE+1 [ fhiga;
[ fhudn = 5 | fPdy.

\_/Q‘O

e



7. Dla k = (ki,ks,...,ky) € Z oraz x € R" okredlamy Hj(z) :=
hi, (x1) -+ - hg, (z,). Wykaz, ze funkcje Hj, tworza baze ortonormalna
L (7).

8. Udowodnij, ze miara -, spelnia nieréwnos$é¢ Poincaré ze staty 1, uzywa-
jac rozwiniecia w uktadzie Hermite’a.



Zestaw 7

1. Wykaz, ze nieréwnos¢ Ehrharda dla ~, implikuje nierownosé¢ Ehrharda
dla dowolnej miary gaussowskiej .

2. Wykaz, ze jesli A € (0,1), a f, g, h: R" — [0, 1] sa funkcjami borelow-
skimi takimi, ze

Yoy @ (h(Az + (1= Ny)) > A&7 (f(2)) + (1 = N2 (9(y)),

T ey [ ) = 207 [ fdr) + (1= 0@ ([ g

(przyjmujemy umowe, ze —o0 + 00 = —00)
3. Wykaz, ze miary gaussowskie sa logarytmicznie wkleste tzn

PAA+ (1= N)B) > u(A) u(B)' .

4. Wykaz, ze dla dowolnego wektora gaussowskiego X zachodzi E|| X || >
Med(|| X ). Wskazéwka: wykorzystujac fakt, ze funkcja @~ (Pr(]| X || <
t)) jest wklesta, wykaz, ze istnieje a > 0 takie, ze Pr(]|X| > t) <
O(a(t — M)).

5. Wykaz, zedlat >0ik=1,2,...

li O (v (B -1 =

Jm AT (3 (B(0,A77))) =

i wywnioskuj stad, ze nieréwnos¢ Ehrharda implikuje nieréwnosé izo-
perymetryczng.

6. (Symetryzacja Ehrharda) Niech E bedzie k-wymiarowa podprzestrze-
nig R”, zaé u € S" ' N E. Dla dowolnego zbioru domknietego A defi-
niujemy zbiér B = T'(F,u)(A) speliajacy dwa warunki:

1) Voepr BN (z+ E) = H, N (x + E) dla pewnej domknietej pot-
przestrzeni afinicznej H, w kierunku u (tzn. H, = {y: (y,u) < f(x)},
f: B+ — [—00,00]).

ii) Voept Vearr(BN(2+E)) = et s(AN(2+ E)), gdzie Y4+ 5(C) =
Ww(C —z)dlaC Cx+E.

Wykaz, ze

10



a) B jest zbiorem domknietym;
f‘)/

b) 1m(B) = (A);
¢) n(Br) < n(Ar) dlat > 0 oraz 7,7 (B) < 7,7 (A);
d) jesli A jest zbiorem wypuklym to B jest réwniez wypukte.

11



Zestaw 8
. Niech p bedzie probabilistyczna miara logarytmicznie wklesta, a K
zbiorem wypuklym symetrycznym z p(K) = 0. Wykaz, ze dla t > 1,

1- 9)(1—}—75)/2'

Wywnioskuj stad, ze jesli rozktad wektora X jest logarytmicznie wkle-
sty to dlap > 1, || X||, < Cp||X||1, gdzie C jest stala uniwersalna.

. Wykaz, ze dla a < 1 istnieje stata C, taka, ze przy zatozeniach po-
przedniego zadania dla u(K) < a,

p(tK) < Cotu(K).

Wywnioskuj stad, ze dla p,q > —1 istnieje stala C(p,q) taka, ze dla
wektoréw X o logarytmicznie wklestym rozkladzie, || X1, < C(p, ¢)||X]|4-

. Niech K bedzie symetrycznym zbiorem wypuklym w R", za$ w(K) :=
sup{r > 0: B(0,r) C K}. Wykaz, ze jesli v,,(K) < 1/2, to

(tK) <ty (K) dla 0 < ¢ < 1/2

oraz
u(tK) < (26)”° /4 (K) dla 0 < t < 1.

. Niech X bedzie symetrycznym wektorem gaussowskim, M = Med(X),
a o = supj < E(f3(X))Y2. Wykaz, ze dla

2

Pr(||X|| < tM) < =(2t)37.

DN | —

. Wykaz, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania dla p, ¢ > min(—1, —M?/40?),
X1, < Cp, )1 X4

. Okreslmy dlat > 0, f:R" - R, T; f: R" — R wzorem
Lf(@) = [ F(ea+VI=e Ty ).

Wykaz, ze dla Ti: LP(v,) — LP(7,) oraz | T f ||, < || fll,- Wykaz, ze ope-
ratory T} sa nieujemne i symetryczne (tzn. [(T,f)gdvy, = [ fT.9dv,).

12



10.

. Wykaz, ze (1}):>0 jest potgrupa mocno ciagla (tzn. ||T;f — f|| — 0, jesli

t — 0) na LP(dv,). Ponadto |T}f — [ fdy.|, — 0 dla t — oc.

Niech L bedzie generatorem T; na L?* Wykaz, ze C° C D(L) oraz
Lf:=Af—(x,Vf)dla f e Cg.

Niech Hj, k € Z7 bedzie ukladem Hermite'a. Wykaz, ze T,H), =
e "I H,., LH, = —|k|Hy,. Wykaz, ze D(L) = {>, apHy: X, |k|?a? < 0o}
oraz L(> axHy) = > —|k|arHg.

Wykaz, ze jesli p > q > 1, to dla dowolnego f € LP

-1
ITifllp < WTef g dla e > =

13



Zestaw 9

. 1) Wykaz, ze jesli f jest funkcja parzysta, nierosnaca na [0,00), to
[, f@)dn ()
71[7t’t]
ii) Wykaz, ze jesli K jest zbiorem wypuklym symetrycznym w R™, oraz

P={zeR"|z;| <1} t— Vzif((tgp jest nierosnaca;

iii) Wykaz, ze jesli K jest wypukly symetryczny w R", a P jest pasem
symetrycznym, to 7y, (K N P) = ~,(K)v,(P).

funkcja t — jest nierosnaca;

. Niech f,g:R"™ — R, beda funkcjami takimi, ze jesli z,y € R" spel-
niaj@ |xz| < |yz|7Z = 17' .5, to f(l’) > f<y>7 g(ZL‘) > g(y) Wykaza ze
J [(@)g(@)dyn(z) > [ f(@)dya(z) [ g(z)dya(x). Wywnioskuj stad, Ze je-
sli K i L sa zbiorami wypuklymi, symetrycznymi wzgledem wszystkich
osi, to V(K N L) > v, (K)y,(L).

. Niech f, g beda nieujemnymi, parzystymi funkcjami log-wklestymi na
R™, zas T, pétgrupa Ornsteina-Uhlenbecka. Wykaz, ze

/ Jgdym — / Jdyn / gdyn = /0 i / (Vf,VT,g)dv,dt.

Wywnioskuj stad, ze hipoteza korelacyjna jest spelniona, jesli wykaze-
my iz [(Vf,Vg) > 0 dla dowolnych funkcji parzystych log-wklestych
na R".

. 1) Niech f bedzie log-wklesta nieujemng funkcja na R, a 2o = med,, (f)
w tym sensie, ze [*° fdvy, = 1/2 [% fdv. Niech T bedzie przeksztal-
ceniem Breniera miedzy v; a fv1/ [ fdyi. Wykaz, ze T(0) = xg oraz

xo+t
/ fd > [t 1] / fdn > nlwo — t, 20 + 1] / Fdy.

o—t

i) Zalézmy, ze f i g sa logwkleste nieujemne na R, przy czym xy =
med., (f), za$ g jest parzysta. Wykaz, ze

/f(x)g(a: —xo)d’h P /fd%/gd’h P /fd%/g(ﬂf—l’o)d%-

iii) Niech K bedzie zbiorem wypuklym takim, ze v, (K N (z,u) < sg) =
1/27v,(K), zas§ P = {x: 59 — t < (x,u) < so + t}. Wykaz, ze

Vn(K nP)> VN(K>'71[_tat] 2> Vn(K)fYn(P)‘

14



Zestaw 10

. Niech X iY beda scentrowanymi wektorami gaussowskimi w o$rodko-
wej przestrzeni Banacha F takimi, ze Ef(X)? < Ef(Y)? dla f € E*.
Wykaz, ze

a) Pr(||X]| > t) < Pr(||Y] > t) dlat >0 oraz E|| X || < E|Y].

b) Pr(X € K) > Pr(Y € K) dla dowolnego symetrycznego zwartego
K.

. Niech (X;);e; oraz X beda scentrowanymi wektorami gaussowskimi w
oérodkowej przestrzeni Banacha F takimi, ze sup, Ef(X;)? < Ef(X)?
dla f € E*. Wykaz, ze rodzina (X;);cs jest ciasna.

. Dla macierzy n x m, A = (a;;) okreslmy

I|A] = sup{z aijxiyj:Zx? < 1,Zy]2» < 1}
ij

Wykaz, ze dla pewnych stalych uniwersalnych 0 < ¢ < C' < co mamy

c(vn+vm) <E[(9;)i<njcmll < C(Vr+vm),
gdzie g;; sa iid N(0,1).
. Dla t € R" okreslamy X; = >, t;g; (tzw. kanoniczny proces gaus-

sowski). Dla A C R™ niech [(A) := Esup,c4 | X:|. Wykaz, ze dlat > 0
mamy

t/log N(A,tBg) < KI(A) oraz ty/log N(By, 1A°) < KI(A),

gdzie N(A, B) oznacza najmniejsza liczbe przesunie¢ zbioru A, ktére
pokrywaja zbiér B oraz

A° = {z € R":sup |(z,y)| < 1}.
yeA

. Wykaz, ze dla dowolnego zwartego, wypuklego symetrycznego zbioru
K C R" o niepustym wnetrzu 2" < N(K, 3 K) < 5™

. Dla t € [? niech X; = ¥, ait;gi. Wykaz, ze S(a) = Esupyy,<1 Xi =
(X, a2)? oraz jeslia; > ap > ... >0, to

E(a) = /Oo \/log N(By,dx, t)dt > ¢ 22 o
0 i=1

Wywnioskuj stad, ze istnieje a takie, ze S(a) < oo, ale E(a) = oo.
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