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Ponizsze notatki powstaly na podstawie wyktadu monograficznego z Rachunku Praw-
dopodobienstwa 3, prowadzonego w semestrze zimowym 2014/15. Celem wykladu bylo
przedstawienie faktow dotyczacych sum niezaleznych zmiennych losowych, ktére znajduja
sie¢ w szeroko pojetym kanonie wspodlczesnej probabilistyki, a dla ktérych zabraklo miej-
sca w kursowych wyktadach z rachunku prawdopodobienistwa. Gtéwny nacisk starano sie
polozy¢ na przypadek jednowymiarowy, ale pewna cze$¢ wynikéw dotyczy sum wektoréw
losowych.

Oczywiscie w semestralnym wykladzie nie sposob zmieéci¢ za wielu tematéw. Ich wybor
byl po czesdci kwestiag gustu i zainteresowan badawczych prowadzacego, po czesci checig nie-
powielania materiatu wyktadéw prowadzonych na Wydziale MIM UW w ostatnim czasie.
Dlatego zabraklo tu tak waznych pojeé¢ jak rozktady stabilne i nieskoniczenie podzielne,
twierdzenia graniczne i obszary przyciagania, zasada niezmienniczosci Donskera. Czytelni-
kéw zainteresowanych tymi zagadnieniami oraz poglebieniem wiedzy w tych tu zawartych
pozostaje odesta¢ do monografii [3, 8. Ze swej strony pragne goraco poleci¢ znakomita
ksiazke Kallenberga [5]. Wyniki dotyczace sum wektoréow losowych o wartosciach w prze-
strzeni Banacha mozna znalezé w monografii Ledoux i Talagranda [7], a wyczerpujace
wprowadzenie w tematyke wielkich odchylen w ksiazce Dembo i Zeitouniego [2].

U stuchaczy wyktadu zakltadano dobra znajomosé dwusemestralnego, kursowego wy-
ktadu z rachunku prawdopodobienstwa. Wszystkie potrzebne fakty mozna znalezé w do-
skonalych podrecznikach Jakubowskiego i Sztencla [4] oraz Billingsleya [1].

Pani Marcie Strzeleckiej i panu Krzysztofowi Ciosmakowi dzigkuje za wychwycenie
licznych usterek we wczesniejszych wersjach skryptu. Przepraszam za wszystkie niescistosci
i omytki mogace nadal pojawiaé sie w tekscie i jednocze$nie zwracam sie¢ z prosba do
Czytelnikéw, ktérzy zauwazyli bledy lub majg jakies inne uwagi na temat notatek o kontakt
mailowy na adres rlatala@mimuw.edu.pl z podaniem wersji notatek (daty) do ktérej chea
sie ustosunkowac.



Spis tresci

1

Wielkie Odchylenia

1.1 Podstawowe definicje. Nieréwnoé¢ Chernoffa . . . . . . . . ... ... .. ..
1.2 Oszacowaniazdolu. . . . .. ... ... . ... ... ... ...
1.3 Twierdzenie Cramerana R . . . . . . . ... ... ... ... ........
1.4 Twierdzenie Cramera na R . . . . . . . . .. . .,

Nieréwnosci Wyktladnicze.

2.1 Nieréwnosci dla ograniczonych przyrostéw . . . . . . . . . ... ... ....
2.2 Nieréwnosci typu Bernsteina . . . . .. ... oL
2.3 Nierownos¢ Bennetta . . . . . .. .. L oL L

Nieréwnosci maksymalne
3.1 Nierownosci Levy’ego i Levy’ego-Ottavianiego . . . . . . . . . .. ... ...
3.2 Nieréwnosci dla sum zmiennych o jednakowym rozktadzie . . . .. ... ..

Mocne prawa wielkich liczb

4.1 Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa . . . . ... ... ... ... ... ...
4.2 Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda . . . . . . . .. ... ...
4.3 Przypadek niejednakowych rozktadéw. . . . . . .. ...

Prawo Iterowanego Logarytmu

5.1 Przypadek jednowymiarowy . . . . . . . . . . ..o
5.2 Zbidr graniczny . . . . . ... Lo e
5.3 Przypadek wektorowy . . . . . . . ... ...

Btladzenia losowe

6.1 Twierdzenie Hewitta-Savage’a. Mocna wlasnosé Markowa. . . . . . . . . ..
6.2 Bladzenia chwilowe i powracajace . . . . . . . . . . ...
6.3 Punkty drabinowe. Faktoryzacja Wienera-Hopfa . . . . .. ... ... ...

Elementy teorii odnowienia

7.1 Stacjonarne procesy odnowienia . . . . . .. .. ... oL
7.2 Twierdzenie odnowienia . . . . . . . . .. ..o oo
7.3 Rownanie odnowienia. Asymptotyka rozwiazania . . . . . .. ... ... .
7.4 Rozklady arytmetyczne . . . . . . . ... L o

24
25
28

30
30
30
33

34
34
40
41

45
46
47
53



1 Wielkie Odchylenia

W tej czesci, jesli nie napiszemy inaczej bedziemy zakladaé, ze X, X1, Xo, ... jest ciggiem
niezaleznych zmiennych losowym o jednakowym rozktadzie. Definiujemy

Spn=X1+Xo+...+X,, S,:=—.

Ze stabego prawa wielkich liczb wiemy, ze P (]S, —EX| > &) — 0 przy n — oco. Mozemy
zapytac jak szybka jest zbieznosé. Z nieréwnosci Czebyszewa dostajemy

P[5, — BX| > o) < YHX),

ne

Jednak oszacowanie to jest dalekie od optymalnego dla ,porzadnych” zmiennych X. Przy-
kladowo, gdy X ~ N(0,1), to S,, ~ N(0,1/n) ~ X/\/n, zatem wykorzystujac oszacowanie
z ponizej sformutowanego Faktu 1.1,

2
V2mne

P(|S,| > ) = 2P(X > ev/n) ~ exp(—ne?/2).

Fakt 1.1. Dia dowolnego t > 0,

(! - t73)67t2/2 < /OO e—52/20s < t—1et2/2,
t

Dowéd. Mamy (s~ exp(—s2/2)) = —(1+s72) exp(—s?/2) oraz ((s 1 —s73) exp(—s%/2)) =
—(1 — 357 %) exp(—s?/2), stad

! — t’3)e"52/2 = / (1- 3874)6752/2d8 < / e~ /2ds
t t

o)
< / (1+ 872)6752/2618 = ¢l t/2,
t

Nasuwaja sie zatem nastepujace pytania:

1) Czy oszacowanie P(|S,, — EX| > ¢) rzedu exp(—nf(c)) zachodzi dla szerszej klasy
zmiennych losowych?

2) Czy istnieje granica lim,, .o, n~'log P(S,, € A) dla ogdlnej klasy zmiennych X i zbioréw
A?

Na te pytania poszukamy odpowiedzi w kolejnych sekcjach.



1.1 Podstawowe definicje. Niero6wnos¢ Chernoffa

Definicja 1.2. Funkcje tworzqcg momenty (transformate Laplace’a) zmiennej X definiu-

jemy wzorem
Mx(t) :== Ee™, teR.

Przyktady.
a) Dla X ~ N (a,0?), Mx(t) = exp(at + o?t2/2).
b) Dla X = ¢3, gdzie g ~ N (0,1), Mx(t) =ocodlat#0i Mx(0) = 1.

Zachodzi oczywisty fakt.

Fakt 1.3. Jesli X 1Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, to Mxiy = MxMy. W
szezegdlnosci, Mg, = (Mx)™.

Latwe szacowanie z nieréwnosci Czebyszewa daje dla s > 0,
P(S, > s) = P(tS, > stn) < e *MEe!n = 7 (M (t))"
= exp(—n(st — log Mx(t))).

Biorac infimum prawej strony po wszystkich ¢ > 0 dostajemy

P(S, > s) <exp ( - nigg(st —log MX(t))) (1)

Motywuje to nastepujaca definicje

Definicja 1.4. Dla zmiennej losowej X okreslamy

Ax(t) = long(t), DAX = {t eR: Ax(t) < OO}
oraz
A% (s) :=sup{st — Ax(t): t € R}.
Przyklady
a) Dla X ~ N(a,0?), Ax(t) = at + 0t?/2, D, = R oraz A% (t) = (t — a)?/(20?).
b) Dla X = g3, g ~ N(0,1), Dy, = {0} oraz A% = 0.
¢) Dla X ~ Bin(n,p), Do, = R, Ax(t) = nlog(pe' + 1 — p) oraz

tlog(nip) + (n —t)log(-2=Lts) dlat € (0,n),

1 e dl
A% (1) = —nlogp at=n,
x(®) —nlog(1l — p) dlat =0,

00 dla ¢ ¢ [0,n].

d) Dla X ~ Poiss()\), Da, =R, Ax(t) = A(e! — 1) oraz

tlog(t/A) —t+ A dlat>0,
Ax(t) =4 A dlat =0,
00 dla t < 0.



e) Dla X ~ Exp(A), Doy = (—00, ), Ax(t) =log(A/(A—1t)) dlat < A oraz

« 0] At—1—log(At) dlat>0,
AX(t)_{oo dla ¢ < 0.

A% () = At — 1 — log(At).
Lemat 1.5. Funkcje Ax: R — (—o0,00] oraz A% : R — [0, 00] sq¢ wypukle.

Dowod. Wypukto$¢ funkcji Ax wynika z nieréwnosci Holdera. Funkcja A% jest wypukla
jako supremum funkcji wypuklych (liniowych). Ponadto A% (¢) > 0t — Ax(0) = 0. O

Przed sformutowaniem kolejnego lematu przypomnijmy konwencje, ze wartosé oczeki-
wana X da sie okresli¢ za pomoca wzoru EX = EX, — EX_| jedli tylko EX, < oo lub
EX_ < o0

Lemat 1.6. i) Jesli Dy, = {0}, to A%, = 0. Jesli Ax(t) < oo dla pewnego t > 0, to
EX, < o0, ajesli Ax(t) < oo dla pewnego t < 0, to EX_ < o0.
ii) Jesli EXy < oo lub EX_ < oo, to st —Ax(t) <0 dlas>EX,t <0 lubs<EX,t>0.
W szczegolnoscr,

A% (s) =sup{st — Ax(t): t > 0} dla s > EX (2)

oraz
A% (s) =sup{st — Ax(t): t <0} dla s <EX.

iii) Jesli E|X| < oo, to A% (EX) = 0. Ponadto, dla dowolnego X, inf; A% (t) = 0.

Dowdd. i) Dla t > 0 mamy e!* > tx,, wicc skoficzonoéé Ee!X implikuje EX, < oo.

Podobnie dla t < 0, e!* > —tz_, a zatem EX_ < o0, jeéli Ee!X < oo.
ii) Z nieréwnosci Jensena,

Ax(t) =log Ee!™ > Eloge® =tEX,

zatem st — Ax(t) < (s —EX)t<0dlas>EX,t<01lubs<EX,t > 0.
iii) Jesli E|X| < oo, to z udowodnionego wyzej oszacowania Ax (t) > tEX i

0 < AY(EX) <sup(tEX —tEX) = 0.
t

Przypadek E|X| = oo podzielimy na trzy podprzypadki:
a) EX| =EX_ = o00. Wéwczas Dy, = {0} i A% =0.
b) EX; < oo =EX_, tzn. EX = —o0. Dla s € R dostajemy (ostatnia réwno$¢ wynika z
2)
logP(X > s) < 7%I>1(f)logEeXp(t(X —3)) = %I;E(Ax(t) —ts) = =A% (s),
czyli 0 < A% (s) < —logP(X > s) — 0 przy s — —oc.
c) EX; =00 > EX_. Jak w b) dowodzimy, ze A% (s) — 0 przy s — oo. O



Twierdzenie 1.7 (Nieréwnoéé¢ Chernoffa). Jesli EXy < oo lub EX_ < oo, to
P(S, > s) < exp(—nA%(s)) dlas>EX

oraz
P(S, < s) <exp(—nA%(s)) dlas <EX.

Dowdd. Pierwsza nier6wno$¢ wynika z (1) i Lematu 1.6 ii). Druga nieréwno$é dowodzimy

analogicznie. O
Przyklady.
a) Dla X ~ N (a,0?) nieréwnosé Chernoffa daje
_ n(t — a)?
P(S, >t) <exp (—(202)> dlat>a
oraz )
_ t —
P(S, <t) < exp (—”(202“)> dlat <a.

W rzeczywistoéci mamy S, ~ N(a,0?/n) ~ a + og/\/n, gdzie g ~ N(0,1), zatem np dla

t>a
n g n(t — a)?
P(§n>t)zp<g>\0_ﬁ(t—a)> Nmexp <—(7;02)>.

b) Dla X = ¢3, g ~ N(0, 1), nieréwno$é¢ Chernoffa daje tylko trywialne oszacowanie P(S,, >
t) < 1.

c)JesSi P(X =1) =p=1-P(X =0), to S, ~ Bin(n,p) i Twierdzenie 1.7 implikuje
klasyczne oszacowanie Chernoffa dla ogonéw rozkltadu dwumianowego:

nt sq _ n(1—t)
P(Bin(n,p) > nt) < <Zz> (1_?) dlat > p.

1.2 Oszacowania z dolu

Widzielidémy, ze bez dodatkowych zatozen nie mozemy liczy¢é na odwrdcenie nieréwnosci
Chernoffa. Daje si¢ to jednak (w pewnym stopniu) zrobié¢ przy zalozeniach o skoniczonosci
funkcji tworzacej momenty. Dlatego w tej czeéci bedziemy zazwyczaj dodatkowo zaktadac,
ze

Ee'X < oo dla wszystkich ¢ € R. (3)

Lemat 1.8. Przy zaloZeniu (3) funkcja Mx przedluza sie do funkcji analitycznej na calej
plaszezyénie zespolonej. Ponadto M)((n) (t) = E(X"eX) dlan=1,2,....



Dowdd. Funkcja f(z) := Eexp(zX) jest dobrze okreslona dla z € C, bo E|exp(zX)| =
Eexp(Re(z)X) < oo. Oczywiscie f jest przedluzeniem My, nietrudno tez wykazaé (ko-
rzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej), ze f jest rézniczkowalna
i f'(z) = E(X exp(zX)). Podobnie indukcyjnie dowodzimy, ze ™ (z) = E(X™exp(2X)).

O
Definicja 1.9. Dla ¢ € R definiujemy miare probabilistyczna u; na R wzorem du(z) =
Mx (t) " ‘e®dpux (), tzn.
1
A) = E(e'*1 :
Mt( ) MX(t) (6 {XGA})
Uwaga 1.10. Dla dowolnej funkcji f catkowalnej wzgledem p; mamy
Bulf) = [ @) dul) = T =B (X)e),
1243 R Mx(t)
Lemat 1.11. Miara probabilistyczna p; speinia warunks
By (0) = [ adpu(z) = Ny (1),
2
Var,, (z) = / a2dpg (x) — (/ xdut(x)) = A% ().
R R
Dowdéd. Zauwazmy, ze z Lematu 1.8, M)((") (t) = Mx(t)E,, («™), wiec
Ny (t) = Mx(t) "' Mx (t) = Ep, (2)
oraz
Ay (t) = Mx (8) 7' M (t) — Mx (1) (M (1))* = Ey, (2°) — (B, (2))* = Vary, (z).
O
Okre$lmy

a :=essinfX = inf{¢t: P(X <t)> 0},
B := esssupX = sup{t: P(X >t) > 0}.
Oczywiscie P(X € [o, 5]) = 1.
Lemat 1.12. Dia dowolnej zmiennej losowej X,
Ax(t) =00 dlat ¢ |, ],
P(X =a)
P(X =p)

exp(—A%(«)), jesli a > —o0,
exp(—Ax(8)),  jesli § < oo.



Dowdd. Dla t < 0 mamy P(tX < at) =1, stad Ax(t) < atidlas<a,
A% (s) > sup{st —at: t <0} = oo.

Podobnie, dla t > 0, P(tX < 8t) = 1, zatem Ax(t) < St idla s> 3,
Ax(s) > sup{st — ft: t > 0} = o0.

Dla dowolnego t € R, Ax(t) > log(e!’P(X = j3)), czyli

P(X = 0) < infexp(—tf + Ax(t)) = exp(—sup(tf — Ax(t)) = exp(=A%X (0)).
7 drugiej strony, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej,

exp(—A% (8)) < exp(Ax (1) — 1) = Eexp(t(X — §)) — P(X = §) dla t — oo.

Zatem P(X = () = exp(—A%(8)). Tozsamos¢ P(X = «a) = exp(—A%(«)) dowodzimy
analogicznie. O

Lemat 1.13. Zaldzmy, Ze zachodzi warunek (3) oraz a < 3. Wéwczas Ny jest funkcjg
$cidle rosnacg 2z R na (o, B). Przeksztalcenie © := (A'y)~!: (o, 8) — R spelnia

Ax(s) = s0(s) — Ax(O(s)) dla s € (a, 3).

Dowdd. Miara px jest niezdegenerowana, tzn. pux ({z}) # 1 dla z € R, wiec miary u; tez
sa niezdegenerowane. Zatem Var,, (z) > 0 i z Lematu 1.11, A% (t) > 0 czyli Ay jest Scisle
rosnaca i funkcja © = (A’ )~! jest dobrze okreslona na A’y (R). Oczywiscie dla dowolnego
t,

J2 we' dpx ()
S etr dp ()

a, 3). Wykazemy, ze zachodzi tez odwrotna inkluzja.
[EX, ) oraz u € (t,3). Dla dowolnego s > 0,

Ny (t) = € (o, B),

wiee Ay (R) C (
Ustalmy t €

Ax(s) > log(e®"P(X > u)) = su+ logP(X > u),

zatem log P(X >
st — Ax(s) < s(t —u) —logP(X > u) < 0dlas> — o P t/u).
U —

Z Lematu 1.6 ii), st —Ax(s) < 0dla s < 0, zatem supremum funkeji f(s) = st —Ax(s) je
osiggane w pewnym punkcie so € [0, —(u —t) "t log P(X > u)]. W szczegolnosm ( 0) = O
czyli t = Ay (s9). Wykazalismy wiec, ze A'(R) D [EX, ) oraz A% (t) = tO(t) — Ax(O(t))
dlat € [EX, ).

Przypadek ¢ € (a, EX] rozwazamy analogicznie. O



Twierdzenie 1.14. Zaldimy, Ze zachodzi (3). Wowczas dla a € (a, 3) oraz € > 0,

_ A%(6(a))

P(|S, — > (1
(S0 —al <) > (1= 255

) exp(—n(Ax(a) +€|0(a)l])),

gdzie © := (Ay)7L.

Dowdd. Zdefiniujmy ¢t := ©(a), wéwczas z Lematu 1.13, A% (a) = at — Ax(t). Niech
Y, Y1,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie zadanym przez miare
probabilistyczna p;. Na mocy Lematu 1.11, EY = A (t) = a i Var(Y) = A% (t). Zauwaz-
my, ze dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej f na R™,

Ef(Yi,...,Ya) = (Mx(8) "B |[f(X1,..., Xp)e'™].

Zatem
P <
Z nieréwnosci Czebyszewa

d

P(S’n—a|<€)>P<

1 n
2 i

< E) = (MX(t))_nEetSn]l{|§nia‘<€}

< (Mx (1) e tatltlop(|5, — af < ¢).

1 n
i

"
L) V) A%
ne? ne?

zatem

1 n

p 2 Yica

< E) exp(—n(ta — Ax(t) + |tle))

> (1= 2D exp(n(a (@) + ).

1.3 Twierdzenie Cramera na R

Jestesmy wreszcie gotowi do sformutowania twierdzenia o wielkich odchyleniach w przypad-
ku jednowymiarowym. W odrédznieniu od poprzedniego paragrafu nie stawiamy zadnych
wstepnych zalozen o rozkladzie X.

Twierdzenie 1.15 (Prawo Wielkich Odchylen Cramera).
i) Dla dowolnego zbioru domknietego F C R,

1
li ZlogP(S, € F) < — inf A% ().
imsup — log (Sp € F) inf X(7)



i1) Dla dowolnego zbioru otwartego G C R,

liminfllog P(S, € G) > — inf A% (z).

n—oo n el

iii) Dla dowolnego zbioru T' € B(R),

1 _
— inf A% (x) < liminf —logP(S, € I')

z€int(T) n—oo n

< limsupl logP(S, €T) < — inf A% (2).
n—oo TN zecl(T)

Dowdd. 1) Niech I := infyep A% (z). Jesli Ir = 0, to teza jest oczywista, mozemy zatem
zakladaé, ze Ir > 0. Wtedy D, # {0}, czyli EX} < oo lub EX_ < co. Rozwazymy trzy
przypadki.

a) E|X| < co. Poniewaz A% (EX) = 0 wiec EX ¢ F. Niech (a,b) bedzie skladowa R\ F
zawierajaca EX. Jesli a > —o0, to a € F, A% (a) > Ip, podobnie jedli b < oo, to b € F,
A% (b) > Ip. Mamy zatem z nier6wnoéci Chernoffa,

P(S, € F) <P(S, < a) 4+ P(S, > b) < e ™x(@) 4 o7mAx () < 9enlr

skad n'logP(S, € F) < —Ip +n tlog2 — —Ip przy n — oc.
b) EX = —oo, wowczas A% na mocy (2) jest niemalejaca, ponadto A% (z) — 0 przy
x — —oo. Zatem warunek Ir > 0 implikuje b = inf F' > —oco. Z domknietosci b € F, czyli
A% (b) > Iy oraz

P(S, € F) <P(S, > b) < e ™xO) L enir,
¢) EX = oo. Rozumujemy analogicznie jak w b).

ii) Musimy wykazaé, ze warunek = € G implikuje lim inf n=1log P(S,, € G) > —A% ().
Zmienna Y = X — z spelnia Ay (t) = Ax(t) — «t, A} (s) = A% (s + x). Zatem rozpatrujac
X —z i G — 1z zamiast X i G widzimy, ze mozemy zakladaé¢, iz x = 0. Z otwartosci G,
mamy (—9,9) C G dla pewnego 6 > 0. Wystarczy zatem wykazaé

lim inf = log P(S, € (—5,8)) > —A%(0) = inf Ax(t). (4)

n—oo n teR

Dowdd (4) rozbijemy na kilka przypadkéw.
Przypadek I. X > 0 p.n. Mamy woéwczas z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajo-
ryzowanej,

——00

iIngx(t) < tlim Ax(t) = logtlir_n EetX = logEtlir_n etX = logP(X =0).

Ponadto P(S,, € (—=4,0)) > P(S, = 0) = P(X = 0)" i natychmiast dostajemy (4).
Przypadek II. X < 0 p.n. Dowodzimy w taki sam sposéb jak w przypadku I.

10



Przypadek III. essinfX < 0 < esssupX oraz Dy, = R. Z Twierdzenia 1.14 (z a = 0)
dostajemy dla 0 < € < 0,

1 - 1 _
liminf —log P(S,, € (—4,9)) > liminf — log P(|S,| < ) > —A%(0) — £|©(0)].

n—oo n, n—oo n,

Biorac € — 0+ dostajemy (4).

Przypadek IV. essinf X < 0 < esssupX i X dowolne.

Wybierzmy M > 0 na tyle duze by P(X € [-M,0)),P(X € (0,M]) > 0. Niech Y
bedzie mialo taki rozktad jak zmienna X pod warunkiem |X| < M, tzn.

P(Y € A) = P(X € A,|X| < M)/P(|X| < M),

za$ Y1, Yo, ... beda niezaleznymi kopiami Y oraz T, = (Y1 + ...+ Y,)/n. Zauwazmy, ze dla
dowolnej funkcji mierzalnej f: R™ — [0, 00) mamy

Ef(X1,...,X0) > Ef(X1,..., X0)L{x, |<M,....| Xn <M}
W szczegdlnosci,
P(S, € (=4,0)) > P(|X| < M)"P(T,, € (—6,9)).

Zmienna Y jest ograniczona, wiec na mocy przypadku III,

limi]afl log P(S,, € (=6,9)) > log P(|X| < M) + lim inf llog P(T,, € (=4,9))
n

n—oo n n—oo

> log P(|X| < M) + inf Ay (t) = iIt1fAM(t),

gdzie AM(t) := log EetXIl{‘XKM}. Zauwazmy, ze funkcja AM rosnie po M, wiec inf; AM ()
zbiega przy M — oo do pewnego a. Wykazalidmy, ze

1 _
liminf — log P(S,, € (=4,9)) > a,

n—oo n

wiec wystarczy wykazaé, ze a > inf; Ax(t). Rozpatrzmy zbiory
Ky o= {t: AM(t) < a}.

Funkcja AM (t) zbiega do nieskoficzonogci przy |t| — oo, wiec zbiory Ky tworza zstepujaca
rodzine zbioréw zwartych, ponadto sa one niepuste, bo a > inf AM = AM(t,,) dla pewnego
tar. Istnieje wiec punkt to nalezacy do przeciecia wszystkich Ky, ale wtedy AM(tg) < a
dla wszystkich M czyli, z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej, Ax(tp) =
limps oo AM(t0) < a.

Punkt iii) wynika z i) i ii).
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Uwaga 1.16. Analiza pierwszej czesci dowodu pokazuje, ze wykazaliSmy

P(S, €T) < 2exp (—n H}{F) A}(@) dla dowolnego I' € B(R).
reC

1.4 Twierdzenie Cramera na R¢

W tej czesci bedziemy zakladaé, ze X, X1, ... sa niezaleznymi d-wymiarowymi wektorami
losowymi o jednakowym rozkladzie.

Definicja 1.17. Dla d-wymiarowego wektora losowego X okre§lamy dla t € RY,
Mx(t) :=Ee®X) | Ax(t) :=log Mx(t)

oraz dla s € RY,
A% (s) == sup{(s,t) — Ax(t): t € R}.

Wspélrzedne wektoréw X (odp. X;) bedziemy oznaczaé X (odp. Xi(j )) i definiujemy
5'7(1]) =niYr Xi(]).
Bedziemy zaktadaé, ze

Mx (t) < oo dla wszystkich t € R%. (5)

Lemat 1.18. Przy zaloZeniu warunku (5),
i) Funkcja Ax: R? — R jest wypukla, klasy C™ oraz
4 (8) 8.
— Mx(t) = E(XWe'"?/).
ot;
ii) Funkcja Ny : R — [0, 00] jest wypukia.
iii) Jesli s = VAx(t) dla pewnych s,t € R, to N (s) = (t,s) — A(t).

Dowdd. i) Wypukloé¢ Ax wynika z nieréwnosci Holdera jak w przypadku jednowymia-
rowym. By udowodnié¢ gladkosé, indukcyjnie po |a| = a1 + ... + a4, dowodzimy, ze dla
a€eZl,
oM o%d
o o
ii) Funkcja A% jest wypukla jako supremum funkeji liniowych. Nieujemno$é A% wynika
z szacowania A% (t) > (0,t) — Ax(0) = 0.
iii) Ustalmy v € R? i okreslmy

Mx(t) = E(XMW)er ... (x(@D)yaaelt Xy,

g(h) :=h{u—t,s) —Ax(t+h(u—1t))+(ts), heR

12



Wypuktoéé Ax implikuje wklestosé g, zatem

(1) = g(0) < tim W =90

h—0-+ h = (u—t,s) — (u—1t,VAx(t)) = 0.

Dostalismy wiec g(1) < ¢(0), czyli (u, s) — Ax(u) < (t,s) — Ax(t), co po wzieciu supremum
po u € R? daje teze. O

Twierdzenie 1.19. Zaldimy, e Mx(t) < oo dla wszystkich t € RY. Wowczas
i) Dla dowolnego zbioru domknietego F C R?,

1 _
limsup —log P(S,, € F) < — inf A% (z).

n—oo 7N zeF

i4) Dla dowolnego zbioru otwartego G C RY,

1 _
liminf = log P(S, € G) > — inf A% ().
iminf —logP(S5, € G) > — inf Ak ()

ii) Dla dowolnego zbioru T' € B(RY),

1 _
— inf A3 < liminf —log P (S, € T’
ey A (7) < Bigt log P(Sn € 1)

1 _
<limsup —logP(S, € I') < — inf A% (x).
n

n—oo CEECI(F)
Dowdd. 1) Zauwazmy, ze 26 —infscp (A% (s)AM) — —infscp A% (s) przy § — 0+, M — oo,

wiec wystarczy iz wykazemy

1 _
limsup —log P(S,, € F) < 20 — 11€1£(A§((5) AM) dlad>0,M < occ. (6)

n—oo N
Ustalmy 6 > 01 M < oo, dowédd (6) podzielimy na dwa kroki.

Krok I. F C R? zwarty.
Dla s € F niech t, € R? bedzie takie, ze

(s.ts) — Ax(ts) > A% (s) A M — §

oraz rs > 0 takie, ze rs|ts| < d. Przez B(s,r) bedziemy oznaczaé kule otwartg o srodku w
s i promieniu r. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru I' € B(]Rd),

P(S, €T) =Elg cry < Eexp ((t,§n> - ilellf“<t’ m)) .
Ponadto

inf ts, = (s, + inf ts,x — = (ts, —rs|ts| 2 (s, — 0.
aceg(ls,rs)< $> < S> :lreg(ls,rs)< v S> < S> r| ’ ( S>

13



Zatem

P (S, € B(s,rs)) < Eexp(n(ts, Sp)) exp <— g(lf )n<ts,rr>>
rxeEDL(8,rs

<exp(n(Ax(ts) — (ts,s) +0)) < exp(n(26 — A% (s) A M)).

Zbiér F jest zwarty wiec istnieje skonczony podzbiér S C F taki, ze F' C Us,eg B(s,rs) i
wowczas

P(S, € ZP (S, € B(s,75)) Zexp (20 — AX(s) A M),
ses ses

zatem

lim sup — logP(S € F)<26— rrgql(A}(S) ANM) <26 — 1g£(A}(s) AM).

n—oo

Krok II. F' dowolny domkniety.
Dla p > 0 niech K, := [—p, p|%. Jesli p > max; B|X )|, to z nieréwnoéci Chernoffa,

d
P(S, ¢ Kp) <D P(SP] > p) <3 (exp(—nh)(p)) + exp(=nhi i) (—p))-
j=1 7=1

Poniewaz A% ;) (s) — oo przy |s| — oo, wigc dla odpowiednio duzego p, P(S, ¢ K,) <
exp(—nM), czyh

P(S,e F)<XP(S, e FNK,) +P(S, ¢ K,) <P(S, € FNK,) + exp(—nM).

Zbior F'N K, jest zwarty, wiec na mocy Kroku I,

1 _
limsup —log P(S, € FNK,) <20 — inf (A%(s)ADM),

n—oo N seFNK,

a poniewaz 20 — infse pnr, (A% (s) A M) > —M, wiec

limsup *log P(S, € F) <26~ _inf (A% (s) A M) <26 — inf (A% (s) A M),
se

n—oo NN seFNK,

ii) Wystarczy iz wykazemy, ze liminf, .o L log P(S, € G) > —A%(s) dla dowolnego
s € G. Poniewaz B(s,d) C G dla pewnego 0 > 0, wiec musimy jedynie wykazaé, ze

lim inf — logP(S € B(s,0)) > —Ax(s) dlaéd >0.

n—oo n,

Dowdéd przeprowadzimy w dwoch krokach.
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Krok I. s = VAx(t) dla pewnego t € R%
Na mocy Lematu 1.18 mamy wowczas A% (s) = (¢,s) — Ax(t). Okreslmy miare proba-
bilistyczna p; na R wzorem

dpuy () = e (x),

Mx(t)

czyli dux(z) = exp(—(x,t) + Ax(t))dpt(x). Niech Y,Y1,Ys,... beda niezaleznymi wek-
torami losowymi o rozktadzie u;, 1), := (Y1 + ...+ Y,) oraz T,, := T,,/n. Dla dowolnej
nieujemnej funkcji mierzalnej f na R? mamy

Ef(X1,...,X,) =exp(nAx(t))Ef(Y1,...,Y,) exp(—(t,Tyn)),

zatem
P(S, € B(s,0)) = exp(nAx (t))Eexp(—(t, Tn)) 141, e p(s,0)}
= exp(—n((t,s) — Ax (1)) Eexp(—n(t, Tn — 5))L{|1, —s|<s)}
> exp(—nAX (s) — nd|t)P(|T, — s| < 9).
Mamy jednak
VMx (t)
EY = E(XetX)) = = VAx(t) = s,

czyli ze stabego prawa wielkich liczb,

lim inf llog P(S, € B(s,0)) > —A%x(s) — 0|t| + liminfllog P(|T, — s| <))
n—oo n n—oo n,
= —A%(s) = d|t|.

Z monotonicznosci 6 +— P(S,, € B(s,d)) otrzymujemy

liminfllog P(S, € B(s,6)) > lim lim 1nf—log P(S, € B(s,8)) > —A%(s).

n—oo 7 §—0+ n—oo n

Krok II. X dowolna zmienna spelniajaca (5).

Niech G, G1, Go, ... oznaczaja niezalezne kanoniczne d-wymiarowe wektory gaussowskie
(tzn. wspolrzedne G; sa niezaleznymi zmiennymi N(0,1)), niezalezne od X, X7, Xo, .. ..
Ustalmy M > 0 i zdefinujmy

Y =X+—=G, YV, =X,+—=G;, R,=—""F7—
M (2 (2 M (2 n n M
Woéwezas My (t) = Mx(t)Ma(t//M) = Mx(t)exp(|t|>/(2M)), czyli Ay (t) = Ax(t) +
t]2/(2M) > Ax(t) oraz A} (s) < A% (s) dla wszystkich s. Z nieréwnoéci Jensena, Ax(t) =
log Eexp((t, X)) > E(t, X), czyli Ay (t) > |t|?/(2M) + (t, EX) oraz

(s,t) = Ay (t) < —[t[*/(2M) + (t, s — EX) — —o0 przy [t| — oo,
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a wiec funkcja t — (s,t) — Ay (t) osiaga swoje supremum. Zatem istnieje t takie, ze s =
VAy (t). Mamy

Yi+.. Y, _
%2571"‘]%717

na mocy przypadku I otrzymujemy

limint ~ log P(S, + R € B(s,5/2)) > —Ap(s) > —A%(s).

n—oo n,

Zmienna R, ma ten sam rozklad, co G/vnM, wigc

5 5 d A ) nM 52
P (|Rn| > 2) - P <|G| > \/nM2) <> P <|G<J>| > \/nM2d> <2dexp | ——— |,
j=1

gdzie ostatnie szacowanie wynika stad, ze GU) ~ N (0,1) dla 1 < j < d. Jedli przyjmiemy
M = 852d?(A%(s) + 1), to dostaniemy

1 _
p <|Rn| > g) < 2dexp(~n(A% () + 1)) < ;P (Sn +R,€B <s, g))

dla dostatecznie duzych n. Zatem dla duzych n,
= - 4] o
P(S, € B(s,0)) > P (sn R, eB <s, 2)) _p (|Rn\ > 2)

e (siemen(s2)).

\)

czyli

1 - 1 _
lim inf —log P(S,, € B(s,6)) > lim inf glog P(S, + R, € B(s,0/2)) > —A%(s).

n—oo n n—00

iii) jest oczywiscie natychmiastows konsekwencja i) i ii).
O

Uwaga 1.20. Twierdzenie 1.19 zachodzi przy stabszym zalozeniu, ze Mx jest skonczone w
pewnym otoczeniu zera. W przeciwienstwie do przypadku jednowymiarowego, nie jest ono
jednak prawdziwe dla dowolnych zmiennych X, bez dodatkowych zalozen o skonczonosci
Mx.
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2 Nieréwnosci Wyktadnicze.

Nieréwno$¢ Chernoffa pokazuje, ze jesli S = Y1 | X; oraz zmienne X; sa niezalezne o jed-
nakowym rozkladzie, to P(S > s) < exp(—nA%(s/n)). Jednak stosowanie tej nieréwnosci
w praktyce natrafia na pewne ograniczenia:
i) Nie zawsze da sie dokladnie obliczy¢ Ax, a co za tym idzie A%;
ii) Zalozenie o jednakowym rozkladzie X; bywa czesto niewygodne.

By te trudnosci obejsé zauwazmy, ze dowdd nieréwnosci Chernoffa pokazuje, ze

P(S > s) <exp (— sup(st — As(t))> dla s > 0.
t>0

Ponadto, jesli bedziemy umieli oszacowaé dla wszystkich i, Ax, z géry, to da nam to gérne
ograniczenie dla Ag = > ;"1 Ay, i za posrednictwem powyzszej nieréwnosci ograniczymy
tez P(S > s). Metode te bedziemy stosowaé w kolejnych paragrafach.

Szacowania P (S > s) z dotu sa z reguly duzo trudniejsze, co juz wczesniej widzieliSmy
przy prébie odwrédcenia nieréwnosci Chernoffa.

2.1 Nier6éwnosci dla ograniczonych przyrostéw

W tym paragrafie pokazemy jakie szacowania mozna wyprowadzié, jesli potrafimy oszaco-
waé poszczegollne zmienne z gory.

Lemat 2.1. Zalézmy, ze X jest ograniczong zmienng losowq o $redniej zero oraz || X ||co <
d < o0o. Wowczas

1
Mx (t) < exp (2d2t2) dla wszystkich t.

Dowdd. Poniewaz Ax(t) = Ax/q(dt) mozemy zaktadaé, ze d = 1. Dla |z| < 1 mamy

52 (—t) + L2t = ta, wiee z wypuklosei exp(z),

1-— 1
5 Tet ﬂet = cosh(t) + zsinh(¢) dla |z| < 1.

et:(:

N

Zatem, jesli || X||o < 1, to
E exp(tX) < cosh(t) + sinh()EX = cosh(t) < exp(t%/2).
O

Twierdzenie 2.2. Zaloimy, ze X; sq ograniczonymi, niezaleznymi zmiennymi losowymsi
o Sredniej zero oraz || X;|leo < d; < 0o. Wéwczas

n t2 n
X | <exp| =) d? dlat € R

(2

Eexp (t

17



oraz

n 52

Dowdd. Pierwsza nierownos$é¢ wynika natychmiast z Lematu 2.1. By uzyska¢ druga szacu-
jemy dla S =" X;,

2>
P(S>s) <exp (— sup(st — As(t))> exp (— sup <st - — Zd2>>

>0 >0 P
= exp Z » d2

Whniosek 2.3. Zaldzmy, Ze (g;) jest ciggiem Bernouliego, tzn. ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych takim, ze P(e; = £1) = 1/2. Wowczas dla dowolnego ciggu a; spelniajgcego

S a2 < oo zachodzi
2
s
P aig; > s | <e = |-
(Zz: o ) Xp( 22%2)

Dowdd. Prosty argument graniczny pokazuje, ze wystarczy rozwazaé przypadek skoniczony,
ktory jest natychmiastowym wnioskiem z Twierdzenia 2.2. ]

O]

Uwaga 2.4. Mozna udowodnié¢ znacznie ogdélniejsze twierdzenie — nieréwnosé Azumy. Dla
dowolnego martyngalu (Mj, Fi)i_; takiego, ze | My — My_1||oo < dj < 00 zachodzi

2
P(Mn—Mg>s)<exp< o5 1d2> dla s > 0.

2.2 Nier6éwnosci typu Bernsteina

Nieréwnosci z poprzedniego paragrafu sa malo precyzyjne — dzialaja dobrze tylko, gdy
wariancja zmiennych jest zblizona do kwadratu ich normy supremum. Jest to zwiazane
z tym, ze w zalozeniach wystepowalta tylko norma L°°. W tym paragrafie pokazemy jak
mozna jednoczesnie wykorzystywaé¢ znajomosé wariancji i normy supremum.

Lemat 2.5. Zaléimy, ze X jest zmienng losowq o Sredniej zero takg, Ze istniejg o2, M < 0o
spetniajgce warunek

k!
E X< =c?M*2 dlak=2,3,....
Wowczas
o’ dla Mlt| < 1
Ax(t) < —— t < 1.
x(?) 20— M) 4 <
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Dowdd. Liczymy

otk |t o2 k2 t?0* & k-2
MX(t):Zk'EX \1+Z M —1+TZ(\1€\M) -
k=0 """ k=2

14 02t2 <o 02t2
— P EEEEEEEEYTIRS X YT .
21— M) TP\ 20— M)

O]

Twierdzenie 2.6 (Nieréwnoéé Bernsteina). Zalozmy, ze X; sq niezaleznymi zmiennymi
losowymi o $redniej zero, za$ o2, M < oo sq takie, Ze

k!

E[X|F < TofM*2 dlai>1, k> 2. (7)

Wowczas . ) )
t“> i 0]
Eexp(t) X;| <exp|——E—L dla M|t| <1
(15%) <o (257)
oraz dla s > 0,

n 82
P X; > <

82
P >s) <2 _ .
( S) S LeXP < 257 0% + 2Ms

Dowéd. Niech S := 31" X;, 02 := 3", 02, wéwczas Ag = 3, A, i pierwsze oszacowanie
wynika z Lematu 2.5. Dalej szacujemy

202
P(S > s) <ex <su st — Ag(t )<ex —  su st — —————
(57> s) < exp  —sup( s(t)) p( S ( 51— Mt)>>

82
S e B
P\ "o Y ons

gdzie ostatnia nieréwnosé dostajemy przyjmujac t = s(o?+ Ms)~!. Poniewaz zmienne —X;
spelniaja te same zalozenia co X;, wiec dostajemy dla s < 0,

n

>,

=1

2
i z tozsamosci P(|S| > s) = P(S > s) + P(S < —s) wynika ostatnia czesé tezy. O
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Uwaga 2.7. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego oraz Faktu 1.1 nie mozemy
sie spodziewaé lepszego oszacowania niz exp(—s2/(20?)). Ponadto zmienne X; o rozkla-
dzie symetrycznym wykladniczym z parametrem 1 (tzn. zmienne z gestoscia exp(—|x|)/2)
spelniaja E|Xz|k = k!, czyli dla takich zmiennych zachodzg zalozenia Twierdzenia 2.6 z
02 = 2, M = 1. Pokazuje to, ze nie mozemy uzyskaé¢ szacowania lepszego niz exp(—s/M)
przy s — oo.

Whniosek 2.8. Zaldzmy, ze X; sqg ograniczonymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o
Sredniej zero, wowczas dla s > 0,

n 82
P(S X, >s]< S R
(; i 5> exp ( 202 + 2as/3

gdzie 0? = Var(X1, X;) = S0 EX? oraz a = max; || X oo-

Dowodd. Mamy dla k > 2,

N

k koo Kl fa\F? 2
E|X;* < " 2EX: 2(3) EX2,

zatem warunek (7) jest speliony z M = a/3 oraz o; = EX?. O
Uwaga 2.9. Nieréwnoéé Bernsteina pokazuje, iz jesli s max; || X;||oo < 3¢ >; EXZ, to
n 2
P (;XZ > 3) < exp <_2(1+5)02> .
Kolejny wynik pokazuje jak odwréci¢ szacowanie z powyzszej uwagi.

Twierdzenie 2.10 (Odwrotna nieréwno$é¢ wyktadnicza Kolmogorowa). Dla € > 0 istniejg
state K () id(¢) takie, zZe dla ograniczonych, niezaleznych zmiennych losowych X; o $redniej
zero, s > 0 oraz 02 := Var(31" | X;) zachodzi oszacowanie

n 2
P (2:XZ > s) > exp <—(1 +5)282> ,
i=1 i

o ile
smax || X;|eo < 0(e)0? oraz s> K(e)o.
(2

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 i niech u = u(e) bedzie taka liczba dodatnia dla ktérej
1—®(u) > 2exp(—V1 + cu?/2).

Wybranie u jest mozliwe na podstawie np. oszacowan Faktu 1.1.
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Krok I. Istnieje stala v = v(e) taka, ze jesli ograniczone niezalezne zmienne losowe X; o
sredniej zero spetniaja

A 1/2
max | Xilloo < () <Z EX?) :
= =1

k k 1/2
P (ZXi > u <Z EXE) )
i=1 =1

Oczywiscie wystarczy rozpatrywaé przypadek Zi?“:l EX? = 1. Zalézmy, ze takie v nie
istnieje. Wowczas dla kazdego n istniejg niezalezne zmienne losowe X, 1, Xy 2,..., X, 0
sredniej zero takie, ze || Xpilloo <171, Yok, EX2, =1 oraz

to

l\’)\>—~

(1—®(u ))>exp<— 1+5u22>.

kn
P (ZXW > u) < %(1 — B(u)).
=1

bLatwo sprawdzi¢, ze uklad tréjkatny (X, ;)n; spelnia warunek Lindeberga, wiec na mocy
centralnego twierdzenia granicznego,

nhHC}OP (ZX,” > ) =1-®(u),

=1

co daje sprzeczno$¢ z poprzednia nieréwnoécia. Zatem teza Kroku I zostata wykazana.

Krok II. Dowod twierdzenia.
Bez straty ogdlnosci mozemy zakladaé, ze 1| EX? = 1. Zdefiniujmy no = 0 oraz

indukcyjnie
u2
n; 1= inf{m: EX? > }

Konstrukcje przerywamy na takim ny dla ktérego

2

U
Z EX} < —F——
i=ng+1 1 + E
wtedy oczywiscie k < u~2s%y/1 + £. Okreslmy
ny
Si= > Xjdaj=1,....k—1

i:nj_1+1

oraz

Sk = Z X;.

i=ng_1+1
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Wéwezas St + ...+ S, = Sinq X; oraz Var(S;) > u?/(s*>y/1+¢) dla 1 < j < k. Ponadto

max || X; oo < s716(e) < y(Var(s)))'/,

jesli 6(e) < uy(1 + €)Y/, Zatem na mocy kroku I,

oraz

2 u’ 2 1 u 2
i= njz:ﬁlEX \/ﬁjLEX s 2( +5(€)>’

co daje

_n 2 2 2 < u’ 2 u
1_;13)( Z Z EX?1 ) EX ( +5(e))+782m,

Jj=li=n;_1+1 1=ni+1

czyli
> 21 +¢e—u? >£4
T w241 1ed2(e) T u?

o ile §(¢) jest odpowiednio male, a K(¢) odpowiednio duze. I wtedy

u? s
> s) 2 Zhk—— |2 - — .
PS>s)>P (S ksﬁ) exp ( (1+¢) 5 )

1+e,

O]

Uwaga 2.11. Nieréwnos¢ z powyzszego twierdzenia mozna tez réwnowaznie sformutowaé
jako istnienie stalych ¢’(¢) > 01 K'(g) < oo takich, ze

n 2

P(;Xi >5) > I(}(e)exp( (1+5)28 5):

o ile

max(s, o) max || X ||oo < &'(g)0?.
(2

22



2.3 Nier6é6wnosé¢ Bennetta

Szacowanie podane we Wniosku 2.8 jest, z uwagi na centralne twierdzenie graniczne, bliskie
optymalnego dla s matych. Jednak dla s duzych mozna je poprawié¢ o czynnik logarytmiczy.

Lemat 2.12. Zaléimy, e X jest zmienng losowq o $redniej zero, wariancji o oraz

| Xilloo < a. Wéwczas

[\

g

Ax(t) < ﬁ(em —ta—1) dlat>0.
Dowdd. Liczymy
= tFEXF >, thak=2 o?
tX _ 2 _ t
B = 1+tBX 43— <140°) —— =1+ (" ~ta—1)
k=2 k=2
i teza wynika natychmiast z nieréwnosci In(1 + z) < =. O

Twierdzenie 2.13 (nieréwnos$¢ Bennetta). Zalézmy, ze X; sq ograniczonymi niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o $redniej zero, o = Var(37 1 X;) = SrEX? oraz a >
max; || Xi||oo. Wowezas dlat > 0,

n 2
Eexp (tZXZ) < exp <02(eta —ta — 1))
a

i=1

oraz dla s > 0,
" o’ [sa S sa
P (;X > s) < exp (—azh (02>> < exp (—2aln (1 + 02>> :

h(z) :=(1+z)In(l+z) — =.

gdzie

Dowdd. Pierwsza cze$¢ wynika natychmiast z Lematu 2.12. By pokaza¢ druga zauwazamy,
zedla S =37, X;,

o2
P(S > s) <exp (— sup (st — As(t))> < exp (— sup (st - g(em —ta — 1))) .

t>0 t>0

Prosty rachunek pokazuje, ze powyzsze supremum jest osiggane w punkcie

t:lln<1+afz>

a o
1 wynosi
2 2
o sa sa sa o sa s sa
- - Y =R s -
a? {(1+02)1n(1+0’2> 0'2} a2h(o'2> i 2aln(1+o'2)7
gdzie ostatnie oszacowanie wynika z ponizszego lematu. O

23



Lemat 2.14. Dla dowolnego x > 0,
(I4+z)n(l+z)—2> gln(l—i-a:).

Dowdd. Niech f(z) = (14+z)In(1+2) —x — (2/2)In(1 +2) = (1 +2/2)In(1 + z) — =.
Liczymy f'(z) = (In(1 + ) —z(1+2)™Y/2, f/(z) = z(1 + 2) 72, zatem f(0) = f/(0) =0
oraz f"(z) > 0 dla z > 0. O

Uwaga 2.15. Jedli P(Y,; =1) =1 —P(Y,; =0) = 1/n oraz Y,,; sa niezalezne, to rozklad
Y1 Y, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem 1. Biorac X,,; = Y;,; — 1/n mamy

A EXiQ,n < 1 oraz max; || Xinllo < 1. To pokazuje, ze przy zalozeniach Twierdzenia
2.13 nie mozna uzyskaé przy s — oo oszacowania lepszego rzedu niz sln s.

Uwaga 2.16. Nieréwno$¢ Bennetta ma swoja wersje martyngatowa. Mianowicie, dla mar-
tyngatu (Mg, Fi)p_, spelniajacego warunki

max | My — My_1]|0o < a

S IB(My — Mip—1)?Fi-1)lloo < 02,
k=1

zachodzi nier6wnosé
2
o sa s sa

3 Nieréwnosci maksymalne

Przy dowodzeniu twierdzen granicznych przydaja sie nieréwnosci pozwalajace szacowaé
ogon maksimum sum zmiennych losowych przez ogony pojedynczych sum. Nieréwnosci
takie oméwimy w biezacym rozdziale.

Bedziemy zaktadaé, ze (F,||-||) jest oSrodkowa przestrzenia Banacha, a X; sa wektorami
losowymi o wartoéciach w F'. Tradycyjnie definiujemy

Uwaga 3.1. Zalozenie osrodkowosci przestrzeni Banacha F' ma charakter techniczny — im-
plikuje, ze suma funkcji mierzalnych o wartosciach w F' jest mierzalna. Jesli interesuje nas
tylko zachowanie normy zmiennych losowych, to mozemy zakladaé stabszy warunek — mia-
nowicie, ze norma w F' da sie przedstawi¢ jako supremum przeliczalnej liczby funkcjonatéw,
wtedy norma sumy funkcji mierzalnych jest mierzalna.

24



3.1 Nieréwnosci Levy’ego i Levy’ego-Ottavianiego

Twierdzenie 3.2 (Nieréwnosé¢ Levy’ego). Zaldzmy, ze X; sq niezaleznymi symetrycznymi
wektorami losowymi w F. Wowczas dla t > 0,

P (e Si] > t) < 2P(IS, ] > ).

1<k<n
Dowdd. Niech
Ap = {HSIH <t ..., HSkflu <t, HSk” > t}7 I1<k<n

Zauwazmy, ze dla dowolnych z,y € F,

1 1
max{|lz +yll, llz = y[I} > sllz +yll + 5llz =yl > [l
zatem
A C (Ak N {HSk + (Sn — Sk)” > t}) U (Ak N {HSk — (Sn — Sk>|| > t})

Laczny rozklad zmiennych (S1,So, ..., Sk, S, — Sk) jest taki sam jak taczny rozklad zmien-
nych (S1,95,...,5, — (S, — Sk)), wiec oba zbiory po prawej stronie powyzszej inkluzji
maja jednakowe prawdopodobienstwo, zatem

P(Ag) < 2P(Ar N {[[Snll > t}),

czyli

P(A4) <23 P01 {1Su]l > 1)) < 2P(IS0] > 1.

p ( max [|Sk] > t) _
1 k=1

n
1<k<n —

k
t

Whiosek 3.3. Zaldzmy, ze zmienne X; sq niezalezne i symetryczne oraz |a;| < 1. Wowczas

d

Dowaod. Mozemy zaktadaé, ze 1 > ay; > ag > ... > a, > 0, wOwczas

n

Z aiXi

i=1

> t) < 2P(||Su ]l = ¢).

n n—1
ZaiXi = a,S, + Z(ak - ak—i—l)Ska
i=1 k=1

stad latwo wynika, ze || >2i a;X;|| < maxj<i<n ||Sk|| 1 teza wniosku wynika z nieréwnosci
Levy’ego. O
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Uwaga 3.4. Jesli zalozenia Wniosku 3.3 sa spelnione, to dla dowolnej funkcji wypuktej

f: F— R+7
Ef (Z aiXi> <Ef (Z Xi)v
i_1 i=1

w szczegbdlnosci dla p > 1,
P

<E

p
E

n n
D aiXi > Xi
i=1 i=1

Nie jest jednak prawda, ze nieréwnos$¢ z Wniosku 3.3 zachodzi ze stalg 1.

Przejdzmy teraz do przypadku niesymetrycznego.
Lemat 3.5. Dia dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X; oraz t,u > 0,

P(|[Sn] > t)
1-— maxlgkgnP(HSn — Sk” > u)’

P(max 1Sk >t—|—u) <
1<k<

oile P(||Sn — Skl| > u) <1 dlal<k<n.
Dowdd. Zdefiniujmy
A= {ISUl <t ISkl < b, 1S >t ul, 1<k <n.

Zbiory Aj sa parami roztaczne oraz

1<k<n

A= U A = { max || Skl| >t+u}.
k=1

Zauwazmy, ze ||Sp|| = ||Sk|| — ||Sn — Skll, zatem wykorzystujac zalozenie o niezaleznosci,
P(||lSn — Skll < u)P(Ag) = P(Ap N {[|Sn — Sill < u}) < P(A 0 {|[Snll > t}).

Otrzymujemy

M=

min P(||S,, — Sk|| < v)P(A) <

1<k<n

P([[Sn = Skll < u)P(Ax)

i
I

<

M=

P(Ar N {lISall > t}) < P(ISa] > 1),

i
I

co po podzieleniu stronami przez min <<y P(||Sn — Skl| < u) = 1 — maxi<p<n P(||Sn —
Skl > u) daje teze lematu. O

Twierdzenie 3.6 (Nier6wnosé Levy’ego-Ottavianiego). Zaldzmy, zZe X; sq niezaleznymi
wektorami losowymi w F. Wowczas dla t > 0,

> < > t).
P(lrgggnusku 3t)\3lf£]§§nP(HSkH ) (9)
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Dowdd. Szacujemy

P([[Sn = Skl > 2¢) <P([[Sall > 1) + P([[Sk[| > 1) <2 max P([|S]| > 1),

zatem

max P([|S, — Sgll > 2t) < 2 max P([|S[| >

1<\ \\

Oczywiscie, by udowodni¢ (9) mozemy zatozy¢, ze maxi<r<n P(||Sk|| > t) < 1/3. Ktadac
u =2t w (8) dostajemy

> >
(s I50] > 3) < JEAED . P(Sl| > 1
1<k<n 1-— maxlgkgnP(HSn — Sk“ > 2t) 1-— ZmaxlgkgnP(HSkH > t)

<3P([[Su]l = ).

[
Uwaga 3.7. Nieréwnosé (9) mozna nieco polepszy¢. Zbigniew Szewczak wykazal niedawno,
ze

< >t).
P (gg,gx B ) <2 max (ISl > 1)

Dowaod. Ustalmy t,u > 01 okreslmy dla 1 < k < n,
By :={||Sh — Sn—jl| <t+udlal<j<k—1, ||Sy, — Shil >t +u}.

Wéwezas zbiory By sa roztaczne oraz

U 5= { s 15— Suell > 0 = { e 18, = il > 0+
k=1

1<k

Nieréwnos¢ trojkata implikuje, ze {[|Sy| < t, ||Sn — Sn—kl|l = t + u} C {||Sn—k|| > u},
ponadto zdarzenie By jest niezalezne od zmiennej S, _x, stad

- > n = n
P(Jgggﬂ\l& Sl =t +u, [|Sal <t) > PByN{[Sall < t})

k=1
n n
< ST P(B N {||Snil > u Z P([[Sp—k| > u)
k=1 k=1
n
< < ikl > w).
1@}32{ P(||Sn—k| = kgl gl]ggnf’(llsn kll = w)

Powyzsza nieréwnos$é oraz zawieranie

{mase 1561 > 2+ wf € (150> 6} U { o 15, - Sl > £+, S <}
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implikuja

p > 2t <P >t P > ).
(pm 154l > 2+ ) < PS> )+ s PS4l > w)

Biorac u =t dostajemy teze. O

3.2 Nieréwnosci dla sum zmiennych o jednakowym rozkladzie

W tym paragrafie bedziemy dodatkowo zaktadaé, ze
Niezalezne zmienne X; o wartoéciach w F' maja jednakowy rozktad. (10)
Dla wektora losowego X o wartosciach w F' i s > 0 okre$lmy
A(X,t) = ég%P(HX —z| > t).
Lemat 3.8. Jesli X 1Y sq niezalezne, to
AX +Y,t) > A(X,t) dlat>D0.
Dowdd. Dla dowolego = € F' dostajemy

P X4+Y —z|[|[>2t) =EyPx(|X — (. =Y)|| > t) > EyA(X,t) = A(X, t).

Lemat 3.9. Zalézmy, ze zachodzi (10) oraz P(||S,]| > t) < 1/4. Wéwczas

P >5t) <P >1).
max P[] > 56) < P(IS.| >
Dowdd. Ustalmy liczbe a taka, ze 1/4 > a > P(||S,|| > t). Wéwczas oczywiscie A(Sp,t) <
a, czyli na mocy Lematu 3.8, A(Sk,t) < a dla k = 1,

T1,...,Tp—1 € F dla ktérych

...,n. Mozemy zatem wybraé

P(|Sk —zkl| 2 t) <o, k=1,...,n—1.

Wybierzmy ¢ < n — 1 takie, ze ||z;|| = maxigj<n—1 ||z;||. Wiemy, ze P(||S; — z;]| > t) < «
oraz P(||Sn|| > t) < a, stad

P([[Sn—i + zil > 2t) = P(|Sn — (Si — zi)|| > 2t) <P([|Si — zil| > ) + P([|Snll > 1) < 20

Rozpatrzymy trzy przypadki.
Przypadek I. ¢ = n — . Mamy

P{|IS; — zil| >t} U {||Sni + 2] > 2t}) < a + 20 < 1,
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wiec istnieje zdarzenie elementarne w dla ktorego ||Si(w) — z;|| < t oraz ||S;(w) + =] =
1Sh—i(w) + x;|| < 2t. Na mocy nieréwnosci trojkata dostajemy ||2z;|| < 3t.
Przypadek 1I. i > n —i. Mamy
P([[S2i-n — 2xil| > 3t) = P(||(Si — xi) = (Si = S2in + 24)|| > 3t)
<SPS — il > t) + P([|Si — Sai—n + @il > 2¢)
< a+P(||Sn—i + x| > 2t) < 3a.
Zatem
P({[|S2i—n — 2x;|| = 3t} U{[|S2i—n — x2i—nl|| > t}) < 4da <1,
czyli istnieje w takie, ze || Sai—n(w) —2x;|| < 3t oraz ||S2i—n(w) —x2i_n|| < t. Zatem ||xg;_pn —
22, || < 4t. Stad ||zi]| > |x2i—nl| = 2||z:|| — 4¢, czyli w tym przypadku ||z;|| < 4t.
Przypadek I11. ¢ < n — i. Dostajemy
P([[Sn—2i + 2zi]| > 3t) = P(||(Sn—i + %) — (Sn—i — Sn—2i — )| = 3t)
SP([[Sn—i + zil| > 2t) + P([[Sn—i — Sn—2i — zil| > 1)
<2a+P(||S; — x| > t) < 3a.
Tak samo jak w poprzednim przypadku pokazujemy, ze ||z,—2; + 2x;|| < 4t oraz ||z;|| < 4¢.
Udowodnilismy zatem, ze maxi<j<n—1 ||z < 4t, stad

> < — >
max P(||Sk]| > 5t) < max P([|S; — 2k > 1) <o,

co, z dowolnosci a € (P(||Sn|| > t),1/4), dowodzi tezy. O
Twierdzenie 3.10 (Montgomery-Smith). Przy zaloZeniu (10),
P( max [ Syl > 6t) <4P(|S,] >t) dlat>0.

1<k<n

Dowdd. Oczywiscie mozemy zakladac, ze P(||Sy,| > t) < 1/4. Wéwcezas na mocy Lematu
3.9, maxi<i<n P(||Sk|| > 5t) < P(||Sn|| > t) < 1/4. Z nieréwnosci (8) (z u = 5t),

P(||Sn] >t
P ( max ||Sk| > 675) < USall >
1<k<n 1-— maXlgkgnP(”Sn — Sk“ > 5t)
P(||Sn] >t 4
_ (1Sall > (s > 0.
1— maxlgkgn P(”Sn—kH > 5t) 3
O]
Whiosek 3.11. Zalézmy, zZe zachodzi (10) oraz 0 < a; < 1. Wowczas
n
P ( Z%‘Xz‘ > 6t> <AP(||Sp||>t)  dlat> 0.
i=1
Dowdd. Mozemy zakladaé, ze a1 > a2 > ... > a, i wtedy, tak jak we Wniosku 3.3,
dostajemy || D1 a; X;|| < maxi<r<n ||Sk|| 1 teza tatwo wynika z Twierdzenia 3.10. O
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4 Mocne prawa wielkich liczb

W trakcie tego wyktadu, jesli nie powiemy inaczej, bedziemy zaktadali, ze X, X1, Xo,... sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha (F, || ||).
Tradycyjnie tez S, = X1+ ... + Xa.

4.1 Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa

Okazuje sie, ze przeniesienie tradycyjnego sformutowania mocnego prawa wielkich na przy-
padek przestrzeni Banacha jest tatwe. Dzieje sie tak dzieki nastepujacemu lematowi.

Lemat 4.1. Zalozmy, Ze X jest zmienng losowq o wartosciach w osrodkowej przestrzeni
Banacha F takq, ze E|| X|| < co. Wéwczas dla dowolnego € > 0 istnieje funkcja ¢: F — F,
przyjmugjaca tylko skoriczenie wiele wartosci, taka, ze E|| X — p(X)|| < e.

Dowdéd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.
Twierdzenie 4.2. Jesli E|| X|| < oo, to lim, oo 52 = EX p.n..

Dowdd. Na mocy klasycznego Prawa Wielkich Liczb twierdzenie zachodzi dla F' = R,
a wiec réwniez dla F = RF. Stad latwo pokazujemy teze dla zmiennych przyjmujacych
warto$ci w pewnej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni F'.

Przejdzmy do dowodu twierdzenia w ogélnym przypadku. Oczywiscie mozemy zaktadaé,
ze EX = 0. Niech ¢ > 0 — wéwczas, na mocy Lematu 4.1, istnieja niezalezne zmienne
losowe o jednakowym rozktadzie Y; = ¢(X;), przyjmujace tylko skoniczenie wiele wartosci,
spelniajace E||X; — Y;|| < e. Niech T}, := Y7 + ... + Y}, wéwczas

S, T, 2L X =Y
limsupM < limsupM + lim sup ==L I = Yill = |[|EY|| + E||X = Y|
n—oo n n—oo n n—oo n
< JEX|| 4+ 2E[| X — Y| < 2e.
7 dowolnosci € > 0 dostajemy teze. ]

4.2 Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda
Okazuje sie, ze dla regularnych przestrzeni Banacha tradycyjne prawo wielkich liczb da sie
uogolnié. Zacznijmy od dwoch prostych lematéw.

[[Snl

nl/p

A= {w: lim sup [Sn ()l < oo}

n—00 nl/il’

Lemat 4.3. Jesli E|| X ||P = oo, to limsup,, = 00 P.N..

Dowdd. Niech
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Dla w € A, dostajemy || X,,(w)| < [|Sn(w)]| + |Sn-1(w)| < C(w)n'/P dla n > 1 i pewnego
C(w) < 00. Zatem A C g2, Ak, gdzie

Ap = {| X < knMP dlan =1,2,...}.

Jesli P(A;) > 0, to P(limsup{||X,| > kn'/P}) < 1, czyli na mocy Lematu Borela-
Cantelliego,

(o) [e¢] Xp Xp
00 > Y P(| X, > kn'/P) = Z (' | >>E||kp|| —1.

n=1 n=1
Zatem P(Ay) = 0 dla wszystkich k, czyli P(A) = 0. O
Lemat 4.4. Zalozmy, Ze cigg normugjgcy liczb dodatnich (Vn)n>1 spelnia warunek

You < Cyi dlal <k <2l

Wowczas, jesli

Z (I1S2n|| = ey2n) < 00 dla wszystkich € > 0,

to lim,, .o 5—: =0 p.n..

Dowdéd. Szacujemy dla € > 0,

[[Sm -
P| sup —— >¢| < Z P sup  ||Sml| = ’}’Qn
m>2k—1  Tm 2n—lamg2n
Z 1P (520> S ) =0 pray k= o
gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z Twierdzenia 3.10. O

Twierdzenie 4.5 (Prawo wielkich liczb Marcinkiewicza-Zygmunda). Zalézmy, ze F jest
o$rodkowq przestrzenig Hilberta oraz 0 < p < 2. Wowczas nastepujoce warunki s¢ rowno-
wazne.

i) limy, o0 ”?/p =0 p.n.

ii) B| X||P < oo oraz jeslip > 1, to EX = 0.

Dowdd. ii)=1). Wpierw udowodnimy, ze warunek ii) implikuje

hm ’I’Ll_l/pE |:X:H_{HX||<n1/p}:| = 0 (11)

n—oo
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Dla p > 1, wobec EX = 0 szacujemy
1-1/ — pl-1/
B[ X1y cnm ||| = 07 B [X x|

<E [IX[[ (") sty
S E [HXHp]l{Hx\pnl/p}} — 0 przy n — oo,

na mocy skonczonosci E|| X ||P. Dla 0 < p < 1 dostajemy dla dowolnego m,

' V7B (| XL e | < 0t PE [IXIL g xgemy ]+ B [IXN0P L g xcnin

< VPR [ X Tgxcmy] + B [IXIPLgxyomy | = T+ IT.

Sktadnik II mozna zrobié¢ dowolnie matym dobierajac odpowiednio duze m, za$ przy usta-
lonym m, sktadnik I dazy do zera przy n dazacym do nieskonczonosci. Czyli (11) zostalo
wykazane.

Na mocy Lematu 4.4, by wykazaé i) wystarczy, iz udowodnimy

STP(||Son || > 2e2"P) < 00 dlae > 0.

Z (11) wynika, ze ||2"E[X 1y x| <on/n ]l < £2™/? dla duzych n, wiec wystarczy, iz udowod-
nimy, ze
n

Okreslmy
2”

S 1= 3 Xilyx,j<ansvy
=1
wowczas
P (||San = 2°E [X 1 conm ||| > £27/7) <P (Son # S5n) + P(|Son — BSpn]| > £27/7)
< 2"P(|| X || > 27P) + e 7227 2/PE||Syn — ESon |2

Mamy

(o) o0

S 2"P(| X > 2MP) =3 2"P (| X|P > 2") < 2E[|X P < o0

n=1 n=1
oraz

S 2 PR Sy — ESon |2 < Y 2n-HPE [||X||211{”X”§2n/p}}

n=1 n=1

=E [HXH2 > 2"(12/p)ﬂ{||m<2n}]

n=1

< GE[IXP(IX|P)'~*%] = GE| X < co.
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i)= ii). Z Lematu 4.3, dostajemy E| X ||” < co. W szczegdlnosci, gdy p > 1, to E|| X || <
oo 1 na mocy zwyklego Mocnego Prawa Wielkich Liczb (albo udowodnionej juz implikacji
ii)=1) z p = 1 zastosowanej do S, — nEX), % — EX. Stad EX = 0. O

Uwaga 4.6. Dla p > 2 jesli P(X # 0) > 0, to limsup,,_, nfﬁ = o0 p.n.. Istotnie, tak
jest na mocy Lematu 4.3, jesli EX? = co. W przypadku za$, gdy EX? < oo, to implikacja
tatwo wynika z centralnego twierdzenia granicznego.

Uwaga 4.7. Dokladna analiza dowodu Twierdzenia 4.5 pokazuje, ze implikacja 1)=-ii) za-

chodzi dla dowolnych o$rodkowych przestrzeni Banacha F. Jedyna wlasnoécia F', ktora
potrzebujemy do dowodu implikacji ii)=1), jest nieréwnosé

n 2

37

=1

E

n
<CY E|Zi|?
i=1

dla niezaleznych, ograniczonych zmiennych losowych Z; o wartosciach w F' i éredniej 0.
Przestrzenie z taka wlasnodcia nazywamy przestrzeniami typu 2 (naleza do nich np. prze-
strzenie LP, 2 < p < o0).

4.3 Przypadek niejednakowych rozkladow.

W poprzednich twierdzeniach zaktadaliémy wspolny rozklad zmiennych X;. Jest wiele sfor-
mutowan mocnego prawa wielkich liczb, ktére nie zakladaja tego warunku — udowodnimy
jedno z nich, sformutowane dla p = 2 przez Kolmogorowa, a dla p > 2 przez Brunka.

Twierdzenie 4.8 (Mocne Prawo Wielkich Liczb Brunka). Zaldzmy, Ze p > 2 oraz X; sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero takimi, ze

o~ EJXGP

Z piarl S

=1

Wéwczas zachodzi mocne prawo wielkich liczb, tzn. S, /n — 0 p.n..

Dowdd. Niech (X!) bedzie niezalezna kopia ciagu (X;) oraz Y; = X;—X/. Ponadto przez (g;)
oznaczmy niezalezny od (Y;) ciag Bernoulliego, tzn. ciag niezaleznych zmiennych losowych
taki, ze P(g; = £1) = 1/2. Mamy

Xi— ) X]
1 =1

Z&‘z‘Y%
i= i=1
n p/2 n
< Eycp (Z ‘Y;2> < CpE (np/Q—l Z D/;‘p>
=1

i=1

P
<E

P
=E

n p

>x

=1

n

v

i=1

p
E =EyE.

n
< 2°CnP Py ELXP,
=1
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gdzie kolejne nieréwnosci wynikaja z nieréwnosci Jensena, nieréwnosci Chinczyna, nie-
réwnoéci Holdera oraz oszacowania [|Yjll, < [ X, + | X/l = 2[|Xillp. Stad, na mocy
Twierdzenia 3.6,

P >t) < P(|Sk| > t/3) < t/3) PE|S,|?
<1Ig§§ | S| ) 3 max (1Sl = t/3) 3121;?§n(/3) | S|

~ \n
n
< Ol BIXG)P,
i=1
gdzie C), = 2P3PT1C,,. Zatem

P(max |S— ) ZP( _max ’Sk‘ ) iP(maﬂSk 21 )

E>20-1 2i—1< k20 = k<2i

o0
ZC;? (27 1e)~P(27)P/2~ 1ZE‘X P
j=l 1=1

o~

= Cp(2/e)? Z EX;[? > (27!
i=1 =l 20>
St E|x.|p
I _—p
< Cpe Z max{z 2U\p/2+1

— 0 przy [ — oo.
O

Uwaga 4.9. Twierdzenie Brunka (z tym samym dowodem) zachodzi tez dla przestrzeni
Hilberta oraz ogdlniej dla przestrzeni Banacha typu 2.

5 Prawo Iterowanego Logarytmu

Podczas tego wyktadu bedziemy najczesciej zaktadaé, ze X, Xy, Xo,... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie o Sredniej zero i skoficzonej, niezerowej wa-
riancji 02. Na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego n~'/2S,, zbiega wéwczas wedlug
rozktadu do zmiennej gaussowskiej A'(0, 02). Jednak, jak widzieliémy w czasie poprzedniego
wyktadu, z prawdopodobiefistwem jeden lim sup,, . |n_1/ 28,| = 0o. Mozna wiec zapytaé
jak duze musi by¢ a,, by limsup,, ., |Sn/an| < 0o p.n..

5.1 Przypadek jednowymiarowy

Twierdzenie 5.1 (Prawo Iterowanego Logarytmu Hartmana i Wintnera). Dla niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie ze $redniq zero i wariancjg o zachodzi

S,
lim sup 2 = —liminf —2—— =0 p.n..

n—oo V2nlnlnn n—oo /2nlnlnn
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Dowdéd twierdzenia podzielimy na szereg prostszych lematéw. Dla uproszczenia notacji
przyjmiemy 7(z) := y/2z Inln(z Vv 10).

Lemat 5.2. Dla dowolnego t > 0,

P <1max 1S4l > ¢ + J\/2n> < 2P(|S,] > 1).

v

Dowdd. 7 Lematu 3.5 dostajemy

P(|S,| >t
P(maX ISk|>t+0\/2n) < (5] > 1) :
1<k<n 1— maxigk<n P(‘Sn — Sk| > O'\/%)

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa,

— Var(S, — Si n—keo? 1
P (S = Skl = ov2n) < (2n02 ! 2'rw3 S

Lemat 5.3. Zaldzmy, Ze dla B > 1,a > 0 zachodzi warunek

NE

P(|Sgn | = av(B")) < oo.

S
Il
—_

|Sn|

Wowczas lim SupP,— 00 m aﬂl/Q p.n..

N

Dowdd. Ustalmy ¢ > a3Y/? i oszacujmy,

P su —_— P —_— > C
<n>ﬁ}n)—l vV2n1ln lnn Z Bk— 1<n<5k vV2nlnlnn

k=m

i P <max Su| > ey(B% 1))

k=m

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych k, ey(351) > ay(8%) + o(26%)1/2, czyli na mocy
Lematu 5.2,

P (max|5’ | > ey(BFh ) P ax|S | > ay(B%) + o\/26% >

2P(’Smkj\ av(B*)).

Stad,
lim P sup L >c| =0
m=—00 n>pm-1 V2nlnlnn
dla dowolnego ¢ > a'/? i latwo otrzymujemy teze. O
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Lemat 5.4. Mamy limsup,,_, \/% < 420 p.n..

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze zmienne X; sa symetryczne i niech (¢;) bedzie ciaggiem Ber-
noulliego niezaleznym od (X;). Wéwczas ciag (X;) ma ten sam rozklad co (£;X;), zatem

P(|Sn|>t):P< i>t>.
=1

Z EiX

Z Wniosku 2.3 otrzymujemy dla t, a > 0,

P(|S,|>t) <P (; X?> a) + 2exp <_2a> .

Niech T;, = 31, X2. Na mocy Mocnego Prawa Wielkich Liczb T},/n — o2 p.n., czyli
réwniez 27" (Tynt1 — Ton) — 02 p.n.. Zatem na mocy Lematu Borela-Cantelliego,

00 > Z P(27"(Tyn+1 — Tin) Z P (Z X7 > 2"“02) :

n=1

Szacujemy;,

2m 2 _29n+1 n
a“o“2 Inln 2
P(|Sn| > ay(2")o) < P <§ X7 > 2"+1a2> + 2exp (— TR )

i=1

2’I’L
P (Z X7 > 2"+1a2> +2(nln2)" /2.

=1

Stad dla symetrycznych zmiennych losowych,
ZP |Son| > 27(2")0) < oo. (12)

W przypadku gdy X; sa dowolne oznaczmy przez (X/) niezalezna kopie (X;) oraz niech
Syoi= Y7, X!I. Na mocy nieréwnosci Czebyszewa, P(|S)| > v2no) < 1/2, wiec z nieza-
leznosci,

P(|Sy| = t) < 2P(|Su] = t,159,] < V2no) < 2P(|S, — S)| >t — V2no).
Zatem dla duzych n,
P(|Sa] > 4y(n)o) < 2P(|S, — S| > 2v27(n)o).
Zauwazmy, ze S, — S, = Y. Y;, gdzie Y; = X; — X/ sa niezaleznymi, symetrycznymi

zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z wariancja 202, czyli na mocy (12),

> P(|Sn] > 47(2")0) <2 ) P(|San — Sha| = 29(2")oy) < oo

n>no n>no

Mozemy wiec stosowaé Lemat 5.3 za =401 3 = 2. O
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A
V2nlnlnn g p-n..

Dowdd. Zalézmy, ze || X || < a, wéwczas na mocy nieréwnosci Bernsteina (Wniosek 2.8),

Lemat 5.5. Jesli zmienne X; sqg ograniczone, to limsup,, .,

t2
P(|Sn] > 1) < 2exp [~ |.
(1Sa] > #) eXp( 2n02+2at/3>

Zatem dla 8 > 11i e > 0 oraz dostatecznie duzych n,

. 14 ¢)%20%26" Inln "
P([S|gn)| > (L +)oy(6")) < Zexp <2Lﬁ”j02(+ 25()115)60\;%#@/9

< 2exp(—(14&)Inlng") = 2(nln g)~1+e.

Mozemy wiec stosowaé Lemat 5.3 (z a = (1 + ¢)o) i dostajemy

lim sup || <(1+¢)VBo pn..

n—oo \/ 2nlnlnn

Z dowolnosci B > 1 i e > 0 wynika teza. O

Whiosek 5.6. Dla dowolnych zmiennych o sredniej 0 i wariancji o2,

) S0l
im sup

———— <O .M.
n—oo V2nlnlnn b
Dowdd. Ustalmy M > 0 i roztézmy X; =Y; + Z;, gdzie
Yii= Xilgxgemy = BXilgxcay, - Zii= Xilgxsay — BXilgx s my-

Okre$lmy T,, :==Y1 + ...+ Y,, R, :=Z1+ ...+ Z,. Na mocy Lematéw 5.4 i 5.5,

S, T, R
lim sup [ < lim sup 7| + lim sup | B <oy +4vV20; pn.

n—oo V2nlnlnn n—oo V2nlnlnn n—oo V2nlnlnn

Mamy jednak 032/ < EX2]l{|X‘<M} < EX? = 02 oraz O’% < EXQIL{‘X|>M} — 0 przy
M — oo. O

Lemat 5.7. Zaldzmy, ze dla liczby naturalnej C > 1 oraz a > 0 zachodzi

ZP(SCn_Cnfl > ay(C" — C" 1)) = 0.

Wowczas limsup,,_, o \/ﬁ >a(l— 0_1)1/2 —oC~ Y2 pon.
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Dowéd. Zdarzenia {Scn — Sem—1 > ay(C™ — C™" 1}, n = 1,2,... sa niezalezne, zatem na
mocy Lematu Borela-Cantelliego,

. — . SC” - SCn—l )
1=P(l n— Scn-1 > T HH <P (1 U >a).
(lim sup{Scn — Sgn-1 > ay(C" = C"7)}) (151_,80%1) (G = o a

Stad na podstawie Wniosku 5.6,

_ . n _ n—1
limsupM > lim sup Son = Sgn lim (@ )

n—o00 ’Y(Cn) n—o00 ’}/(Cn — C’n—l) n—00 ’Y(Cn)
o n—1
— lim sup 750”71 i LC )

im
n—oo Y(C771) n=oe 4(CM)
>a(1-C Y2 —6C™2 pa.

Lemat 5.8. Jesli zmienne X; sqg ograniczone, to limsup,, .o \/ﬁ >0 p.n..

Dowdd. Oszacujemy P(S,, > (1+¢)~1/2y(n)o) stosujac odwrotna nieréwnosé wykladnicza
Kolmogorowa (Twierdzenie 2.10) z s = (14 &)~ /2~(n)o i no? zamiast o2. Zauwazmy, ze
dla duzych n > n(e) jego zalozenia sa spelnione, bo

smax || X;floo < | X|loc¥(n)o < 8(e)no?

s=(1+e) ' y(n)o > K(e)Vno.

Zatem dla n > n(e),

P (Sn > (1+ 5)71/27(71)0) > exp <— (1+e)d+ 6)_172(71)02) = (Inn)~L.

2no?

Zatem

S P (Sca_cn1 = (142 Poy(C" = ")) = 3 (n((C— 1)) 7 = o

Czyli, na mocy Lematu 5.7,

lim sup = >(1+e) Y201 —-CcH2—6Cc™V2 pa.

n—oo \/ 2nlnlnn

Biorac C — oo oraz € — 0+ dostajemy teze. O
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Whiosek 5.9. Dla dowolnych zmiennych o sredniej 0 i wariancji o2,

. n
lim sup

—_— > N..
n—oo V2nlnlnn 7P
Dowdd. Jak w dowodzie Wniosku 5.6 dla M > 0 rozkladamy X; = Y;+7; oraz S,, = R,+1,

i szacujemy uzywajac Lematu 5.8 w Wniosku 5.6,

T, -R
lim sup ————— > limsup ———— — limsup ——— > oy — 0oz p.0..
n—»oop Vv2ninlnn g n—»oop V2ninlnn n—>oop V2ninlnn - P
By zakoniczyé dowdd wystarczy zauwazyé, ze oy — o oraz oz — 0 przy M — oc. 0

Dowéd Twierdzenia 5.1. . Wnioski 5.6 1 5.9 implikuja

limsup ———— =0 p.n.

n—oo 2nInlnn
Poniewaz —S, = > i, (—X;), wiec
Sn _Sn

lim inf = —limsup

n—oo \/2nlnlnn n—oo v2nlnlnn

=—0_x =—0 p.n.

O]

Okazuje sie, ze jesli spetnione jest prawo iterowanego logarytmu, to zmienna musi mie¢
Srednia zero i skonczona wariancje.

Twierdzenie 5.10. Zalozmy, Ze

P ( lim sup L
n—oo \/ 2nlnlnn

woéwezas EX = 0 oraz EX? < oc.

<oo>>0,

Dowdd. Na mocy zalozen istnieje M < oo takie, ze

P (lim sup L
n—oo 1/ 2nlnlnn

ale na mocy prawa 0-1, powyzsze prawdopodobienstwo wynosi 0 lub 1. Stad

<M>>O,

) S0l
im sup

n—oo \/ 2nlnlnn

Zaltézmy najpierw dodatkowo, ze zmienne X; sa symetryczne. Dla t > 0 zdefinujmy

<M pn.

X = Xalx, <0 — Xnl{ix,|>1)
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oraz S! := YT, X!. Zmienne (X!) maja ten sam rozklad co zmienne X,,, zatem

St
lim sup _ ISl

n—oo v2nlnlnn

<M pn.,

czyli
lim sup M
n—oo \/ 2nlnlnn
Ale S, + St =Y, 2X;1yx,/<ty- Zmienne X;1y x, < maja Srednig zero i skoficzona
wariancje, wiec na mocy Twierdzenia 5.1,

<2M pan.

Sn+ St
lim sup [ + S

n—oo V2nlnlnn

Stad EX?I x|<yy < 2M? i z dowolnosci ¢ > 0 dostajemy EX? < oo.
W przypadku, gdy rozklad X; nie jest symetryczny, niech (X)) bedzie niezalezna kopia
(Xn), Sl = >, X! Wéwczas

= (Var(QX]lﬂth}))l/Q = (2EX2IL{|X|<t})1/2 p.n.

: [Sn — Sy
limsup ——2= < 2M ..
n—>oop vV 2nlnlnn P
Mamy jednak S,, — S/, = >i"1(X; — X]), stad na mocy rozwazanego wczesniej przypadku,

E(X — X)? < o0, a wigc réwniez EX? < oo.
By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze na mocy mocnego prawa wielkich liczb

V2nlnlnn _ 0

EX = lim & = lim sup Sn lim =

n—oo n, n—oo /2nlnlnn n—oo n

5.2 Zbiér graniczny

Okazuje sie, ze nie tylko jesteémy w stanie podaé¢ granice gérng i dolng ciagu ale

Sn
V2nlInlnn’
réwniez okresli¢ zbiér wszystkich mozliwych granic jego podciagdéw. Wprowadzmy najpierw
definicje.

Definicja 5.11. Dla ciagu liczbowego (lub ogdlniej ciagu o wartosciach w przestrzeni
metrycznej) ay, przez C(a,) oznaczamy zbiér wszystkich punktéw skupienia ciagu ay,, czyli

z € Clay) & I, an, — .

Twierdzenie 5.12. Zaléimy, e EX =0 oraz EX? = 02 < co. Wéwczas

i) dist(\/ﬁ, [—o,0]) — 0 p.n.,

ii) C(\/ﬁ) = [—0,0] p.n..
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Dowdd opiera sie na nastepujacym prostym lemacie.

Lemat 5.13. Zaldimy, Ze ay jest ciggiem liczbowym takim, Ze b = liminf,, . a, > —o0,
¢ = limsup,,_, . a, < 00 oraz lim, o (an+1 — an) = 0. Wowczas
i) dist(an, [b,c]) — 0,
ii) C(an) = [b,¢].
Dowdd. 1) Z definicji granicy dolnej i gérnej wynika, ze dla € > 0 dla dostatecznie duzych
n, b—e < x, < c+ ¢, co pociaga dist(an, [b,c]) < e.

ii) Oczywiscie {b,c} C C(ay), ustalmy d € (b,c). Mozemy skonstruowaé¢ podciag n
taki, ze an,, , < d < an,,. Zdefiniujmy

my, = sup{n < nok: a, < d},

WOWCZAS Uy, < d < Ay41, zatem |d — am, | < |@my+1 — am,, | — 0, czyli d € C(ay). O
Dowéd Twierdzenia 5.12.. Na mocy Lematu 5.13 oraz Twierdzenia 5.1 wystarczy wykazac,
ze

lim < Sn — Sn—1 >:0 p.n

n=\y(n) y(n—1) ’
gdzie ’y(ns) = V2nInlnn. Zauwazmy, ze y(n)™' — y(n — )™t = o(y(n — 1)7') oraz

lim sup ]7(;::11)| = 0 < 00 p.n., wigc wystarczy udowodnié, ze
lim — =0 pn
n—o0 y(n)

Szacujemy,

Y P(Xal > e7(n) =EY L{xiser(m) < ED xisevam

n

X
< EZ ]1{2n§|X|2€*2} < E 922 < 00,
n
zatem na podstawie Lematu Borela-Cantelliego, lim sup Xal ¢ p-n.. O

v(n)

5.3 Przypadek wektorowy

W tej czesci bedziemy rozwazaé¢ Prawo Iterowanego Logarytmu dla wektoréw losowych.
Dla x € R? przez |z| bedziemy oznaczaé euklidesowa dhugoéé wektora .

Twierdzenie 5.14. Zaloimy, Ze X, X1,... sq¢ niezaleznymi wektorami losowymsi o jedna-
kowym rozkladzie o wartosciach w R%. Jesli EX = 0 oraz E|X|? < oo, to

. [Sul 21/2 _ 1/2

lim sup = sup (E(X,t)*)"/* = sup ((Ct,1)) p.n.,

n—o0 2nlnlnn [t<1 [t]<1

gdzie C' oznacza macierz kowariancyi X .
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Dowéd. Ustalmy t € R? 7 |t| < 1, wéwezas |z| > (,t) dla dowolnego x € R? i

lim sup |5 > limsupM = (E(X,t)>)"/? p.n.,

n—oo 2nlnlnn n—oo \/m

stad dostajemy

. .Sl 2\1/2
lim sup —————— > sup(E{(X,t q..
n—»oop V2ninlnn ~ |t\<p1( X1 P

By udowodnié¢ nieréwnos$¢ w druga strone, ustalmy € > 0 i wybierzmy skonczony pod-
zbiér T kuli domknietej B(0, 1) taki, ze

B(0,1) c | J B(t,e).

teT

Dla z € R?, istnieje |s| = 1 takie, ze (s,z) = |z|, wybierajac t € T takie, ze |s —t| < e
dostajemy (t,z) = (s,x) — (s — t,x) > |z| — e|z|. Zatem

VIER" r?ez"llz(@’ 'I> > (1 - E)’IE‘,

w szczegbdlnosci

S| 1 (Sn, 1)
< max ———-*
V2nlnlnn 1—¢€ teT /2nlnlnn

Zatem ze skonczonosci zbioru 7' dostajemy

llm sup ‘Sn‘ < 1 maXllm SHPM

n—ooo V2nlnlnn 1—¢€ t€T n—oo 2nlnlnn
1 2\1/2
=1 I&&jg{(E(X, t)%) p.n..

7 dowolnosci € > 0,

S
lim sup [Snl < sup(B(X, )2 pan..

n—oo \2nlnlnn [t]<1
O

Podobnie jak w przypadku skalarnym, réwniez dla d-wymiarowych wektoréw losowych
warunki EX = 0 oraz E|X|? < oo sa konieczne dla zachodzenia Prawa Iterowanego Lo-
gaytmu.

Twierdzenie 5.15. Zalozmy, Ze X, X1,... sq niezaleznymi wektorami losowymi o jedna-
kowym rozkladzie o wartosciach w R®. Jesli

P ( lim sup [nl

— < o0 >0,
n—oo v2nlnlnn )

to EX =0 oraz E|X|? < oco.

42



Dowéd. Szacowanie (x,t) < |z||t| oraz Twierdzenie 5.10 implikuja, ze dla dowolnego t € R?,
E(X,t) = 0 oraz E(X,t)? < co. O

Dla wektora losowego X o wartosciach w R takiego, ze E|X|? < oo definiujemy
Kx :={E(X): €€ L*(Q), E€ <1}

Jedli Cov(X) = C = UDUT, gdzie UT = U~ oraz D jest macierza diagonalna, to kladzie-
my CV/2 .= UDYV2UT.

Lemat 5.16. Mamy
Kx ={Ct: (Ct,t) <1} ={C"%s: |s| <1},
czyli Kx jest elipsoidg.
Dowdd. Wezmy ¢ € L*(Q) wowezas € = Y0, ;X (i) + n, gdzie E(nX(i)) = 0 dla i =

1,...,d. Mamy
2

d
E¢2=E (Z tp((i)) + En? = (Ct,t) + Erp?
=1

oraz . J
E(X(j)) = th’EX(i)X(j) = Zticji = (Ct)y,
i=1 i=1
skad wynika pierwsza réwno$é. Druga jest konsekwencja tozsamosci (Ct,t) = |C1/ 242 i
Ct = CV/2CY/?%, O

Twierdzenie 5.17. Zaloimy, Ze spelnione sq zalozenia Twierdzenia 5.14. Wowczas
Cl) dlSt(\/ﬁ,Kx) — 0 p.n.,

Dowdd. Zacznijmy od rozpatrzenia przypadku C' = Cov(X) = Id. Wowczas Kx = B(0,1)

i punkt a) wynika stad, ze limsup,,_, [Snl — 1 p.n. (Twierdzenie 5.14).

v(n
By udowodni¢ b) dla C = Id wezmy najpierw t € S9! wéwczas E(t, X)? = 11 z
Twierdzenia 5.1 z prawdopodobienstwem 1 istnieje podciag nj taki, ze f&k? — 1, ale
wtedy
S, 2 S, 2 Snyst
limsup‘ "k t| = limsup (M> + [t]* = 2 lim (Sne t) =0
k—oo |V(10k) k—oo V(1) koo y(nk)
Zatem dla [t| =1, P(t € C’(VS(YZ)) =1.
Jedli |t| < 1, to rozpatrzmy (g;) ciag Bernoulliego niezalezny od ciagu (X;) i polézmy
Y; == X; + egieqr1. Wowcezas (Y;) jest ciggiem niezaleznych wektoréw losowych w R4*!

43



o Sredniej zero i macierzy kowariancji Id. Jesli potozymy S, := >, Y;, to na mocy
poprzednich rozwazan,

v(n)

co w szczegblnosei implikuje ¢t € C(«,STZ) p.n.. A zatem dla dowolnego t € B(0,1), P(t €

C (7*?2))) = 1, skad tatwo wynika (z domknietosci C(a,) i osrodkowosci kuli) P(B(0,1) C

CO(Sm)) = 1.

v(n)
Jedli X dowolne takie, ze C' # 0, to istnieje k < d oraz przeksztalcenia liniowe A: R% —
R* i B: RF — RY takie, ze Y := AX jest zmienng o éredniej zero i macierzy kowariancji

Id oraz X = BY p.n. Woéwezas Kx = BKy = BB(0,1), S, = BT, p.n., gdzie T,, =
Zlgn AX’L) CZyll

t+(1—tH)Y2%e44q € C ( Sn ) p.n.,

n . T ) T,
dist (S,KX) = dist (B,BKy> < || BJ|dist ( Ky) —0 pn

v(n) v(n) v(n)’
oraz
C <Sn) = BC (Tn> = BKy =Kx p.n.
v(n) v(n)
Dla C =0, X =0 p.n. oraz Kx = {0} i teza twierdzenia jest oczywista. O

W przypadku wektoréw losowych o wartosciach w przestrzeni Banacha warunki koniecz-
ne i dostateczne dla zachodzenia prawa iterowanego logarytmu sa bardziej skomplikowane.
Ich znalezienie zajeto dlugi okres czasu, ostateczny wynik podali Ledoux i Talagrand w
1988 roku, wykorzystujac subtelne wyniki Talagranda dotyczace koncentracji miary.

Zauwazmy, ze dla dowolnego funkcjonalu ¢ o normie 1,

lim sup M > lim sup M
= .
n—oo V2nlnlnn n—oo V2nlnlnn
W szczegdlnodei, jedli P(X = 0) < 1, to limsup,_, [|[Sn]l/V2nInlnn > 0 p.n.. Zanim
sformutujemy twierdzenie podajace warunki réwnowazne skonczonosci tej granicy, przypo-
mnimy definicje stochastycznej ograniczonodci.

Definicja 5.18. Méwimy, ze rodzina wektorow losowych (Y;);er o wartoSciach w przestrze-
ni Banacha (F\ || ||) jest stochastycznie ograniczona, jesli

Ves03m<ooVier P(||Yill > M) <e.

W przypadku zmiennych o warto$ciach w R? stochastyczna ograniczonoéé jest réwno-
wazna ciasnoéci, dla przestrzeni Banacha nieskoniczonego wymiaru tak juz nie jest.

Dla uproszczenia notacji bedziemy uzywaé oznaczenia LLt := loglog(max{t,10}) dla
t>0.
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Twierdzenie 5.19 (Ledoux-Talagrand). Zaldzmy, Ze X, X1,... sq niezaleznymi wekto-
rami losowymi o jednakowym rozkladzie o wartosciach w oSrodkowej przestrzeni Banacha
(E, || 1I). Wowcezas spelnione jest Prawo Iterowanego Logarytmu, tzn.

lim sup 7”&1”
n—00 \/m
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnione sqg nastepujgce trzy warunki:
i) B(|X|?/LL|X]) < o,
ii) dla dowolnego funkcjonatu o € F*, E¢(X) =0 oraz E¢(X)? < oo,
i) cigg (||Snll/vVnLLn) jest stochastycznie ograniczony.

<00 p.n.

Konieczno$¢ warunkéw i)-iii) jest dos$é latwa do wykazania, jednak udowodnienie ich
dostatecznosci jest trudne. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do rozdzialu 8 monografii
[7].

Okazuje sie, ze w przestrzeniach Hilberta (ogélniej w przestrzeniach typu 2) mozna sie
pozby¢ warunku iii).

Fakt 5.20. Zalézmy, Ze spelnione sq¢ zalozZenia Twierdzenia 5.19 oraz przestrzen Banacha
F ma typ 2. Wowczas, jesli E(| X ||?/LL||X||) < oo oraz EX =0, to ||S,||/vnInlnn zbiega
do 0 wedtug prawdopodobienstwa.

Uwaga 5.21. 7Z prawa 0-1 latwo wynika, ze jesli zachodza warunki i)-iii) Twierdzenia
5.19, to istnieje stala ¢ = ¢(X) > 0 (zalezna tylko od rozkladu zmiennej X) taka, ze
limsup,, . [|Sx]|/v2n1nlnn = ¢ p.n.. Ogdlnie identyfikacja stalej ¢ jest problemem otwar-
tym. Wiadomo jednak, ze jesli warunek iii) zastapimy silniejszym warunkiem zbieznosci
wedlug prawdopodobienstwa [|.S,||/vnLLn do zera, to

. [l
limsup ——— = sup Ep(X)2.
n—oo V2nInlnn  gep+ o<1 #lX)

W szczegblnoéci umiemy zidentyfikowaé¢ granice w Prawie Iterowanego Logarytmu dla prze-
strzeni Banacha typu 2.

6 Btladzenia losowe
W tym wyktadzie bedziemy analizowaé¢ zachowanie btadzen losowych, tzn. proceséw postaci
Spn=X14+...+X,, n=>0,

gdzie X, X1, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi (jedno badZ wielowymiarowymi).
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6.1 Twierdzenie Hewitta-Savage’a. Mocna wtasnos¢ Markowa.

Przy badaniu bladzen losowych czesto pojawiaja sie zdarzenia postaci limsup{S, € B} =
{S,, € B dla nieskonczenie wielu n}. Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo takich zdarzen
jest réwne 0 albo 1, wynika to z ogdlniejszego wyniku — prawa 0-1 Hewitta-Savage’a. Zanim
je sformutujemy i udowodnimy bedziemy potrzebowali kilku definicji.

Definicja 6.1. Méwimy, ze przeksztalcenie 7 na liczbach catkowitych dodatnich jest skon-
czong permutacjq, jesli w(n) = n dla duzych n.

Dla przestrzeni mierzalnej (S,S) przez (S°°,S*°) oznaczamy jej nieskonczony produkt.
Kazda permutacja skonczona m indukuje przeksztalcenie T z S°° w S°, dane wzorem
Tr((7:)iz1) := (7r(;))iz1 oraz przeksztalcenie T-1 72 8 w 8% okreélone jako
T_l(A> = {l’ € S5>: Tﬁ<$) = (l"ﬂ.(i))i>1 € A}

™

Méwimy, ze zbidér A € S jest permutowalny badz niezmienniczy na skonczone permu-
tacje, jesli T—1(A) = A dla dowolnej skoficzonej permutacji .

Twierdzenie 6.2 (Prawo 0-1 Hewitta-Savage’a). Zaldimy, Ze X; sq niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkladzie i wartosciach w przestrzeni (S,S), zas A € S
jest zdarzeniem permutowalnym. Wéwczas

P((X1,Xs,...) € A) € {0,1}.
Dowdéd bedzie korzystal z prostego lematu o o-ciatach.

Lemat 6.3. Zaloimy, Ze (Fpn)n>1 jest wstepujgcym ciggiem o-ciat oraz F = 0(U,>1 Fn)-
Wowczas dla dowolnego € > 0 i A € F istniejg n oraz A, € Fy, takie, ze P(AAA,) < €.

Dowdd. Nietrudno sprawdzié, ze zbiér A zdarzen A takich, ze dla kazdego € > 0 istnieja n
i A, € F, speliajace P(AAA,,) < € tworzy o-cialo. Oczywiscie wszystkie F,, sa zawarte
w A, wiec F C A. O

Dowdd Twierdzenia 6.2. Niech F,, = 8™ x §°°, czyli F,, to o-cialo mierzalnych podzbio-
row S zaleznych tylko od pierwszych n wspdtrzednych. Wowczas, oczywiscie S =
o(Uy>1 Fn)- Niech p oznacza miarg probabilistyczna na (5°°,8°°), ktéra jest rozkladem
zmiennej (X1, Xa2...).

Niech A bedzie permutowalnym zdarzeniem z S*°. Na mocy Lematu 6.3 istnieja A, €
Fn, takie, ze u(AAA,) — 0. W szczegdlnosci u(Ay,) — p(A).

Niech m, oznacza permutacje skoficzong przeprowadzajaca i nan+¢dlat=1,...,n
oraz A}, := T, 1(Ay). Wowczas, na mocy permutowalnosci, u(AAA}) = p(AAAy). Mamy
wiec p(AA(A, NAL)) < u(AAAL) + n(AAA,) — 0.

Zdarzenie A] zalezy tylko od wspdlrzednych n+ 1,...,2n, wiec wzgledem g jest nie-
zalezne od A,. Stad

p(A) = lim p(A, N A7) = lim (A u(A}) = p(A)?,
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czyli P((X1, X2,...) € A) = u(A) € {0,1}.
O

Whniosek 6.4. Zalozmy, ze S, jest blgdzeniem losowym, wéwczas dla dowolnego zbioru
borelowskiego B, P(limsup{S,, € B}) jest réwne 0 lub 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli 7 jest taka permutacje, ze (k) = k dla k > ng, oraz A, =
{30, z; € B}, to T Y(Ay) = A, dlan > ng. Stad zdarzenie lim sup 4,, jest permutowalne.
O

Bedziemy tez czesto korzystali z tego, ze btadzenie losowe ma mocng wtasno$¢ Markowa,
tzn. jesli zatrzymamy je w losowym momencie, a nastepnie znowu wystartujemy, to bedzie
sie zachowywaé tak jak przesuniete bladzenie losowe.

Twierdzenie 6.5. Zalozmy, ze S, = X1 + ...+ X, jest blgdzeniem losowym oraz Fy, =
o(X1,...,Xp). Wowczas dla dowolnego momentu zatrzymania 7 takiego, zZe P(T < 00) > 0,
ci¢g (Srin — Sr)n>0, warunkowany zdarzeniem T < oo, jest blgdzeniem losowym, niezalez-
nym od Fr, o takim samy rozkladzie co (Sy).

Dowdd. Ustalmy A € F., woéwczas AN {1 = k} € Fj i jest niezalezne od (X, )n>k. Stad
dla dowolnego zbioru B € (B(R%))>

P({(Sr+n — Sr)nz0 € BfNAN{T =k}) = P({(Sk+n — Sk)nz0 € BN AN{T = k})
((Sktn — Sk)nz0 € B)P(AN{T = k})
((Sn)nz0 € B)P(AN{T = k}).

Sumujac powyzsza tozsamosé po k otrzymujemy

P
P

P({(Srin — Sr)uso € B} NAN {1 < 00}) = P((Sn)ns0 € B)P(AN {1 < c0}).

6.2 Bladzenia chwilowe i powracajace

Dla bladzenia losowego S,,, o wartosciach w R?, okre§lmy miare 7 liczaca ile razy bladzenie
losowe odwiedza dany zbiér wzorem

T](B) = Z ]]-{SnEB}’ B € B(Rd)

n>0

Zauwazmy, ze
En(B) =Y P(S. €B), BeBRY.

n>0
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Okreslmy tez zbiory
A:={z € R?: En(B(zx,7)) > 0 dla wszystkich r > 0},

M := {z € R?: En(B(z,r)) = oo dla wszystkich r > 0}

oraz
R:={z e R%: n(B(z,r)) = co p.n. dla wszystkich r > 0}.

Twierdzenie 6.6. Dla dowolnego blgdzenia losowego S, o wartosciach w R zachodzi
dokladnie jeden z dwdéch warunkéw

i) P(|Sy| — 00) =0, A = M = R oraz zbidr ten jest domknietq podgrupg R%;

ii) M = R =10 oraz |S,| — oo p.n..

Bladzenie spelniajace warunek i) nazywamy powracajgcym, zas warunek ii) chwilowym.

Dowdd. Zauwazy, ze zawsze R C M C A. Latwo tez widaé, ze A jest domknieta pdtgrupa.
Rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek I. P(|S,| — o0) < 1.

Woéwezas oczywiscie istnieje V' < oo takie, ze P(limsup{|S,| < V}) > 0. Ustalmy r > 0,
poniewaz kule B(0, V) mozna pokryé¢ skonczona liczba kul B(z;,r/2), i =1,..., N, wiec
dla pewnego k, P(limsup{S,, € B(zk,r/2)}) > 0. Na mocy twierdzenia Hewitta-Savage’a,
P(limsup{S, € B(z,7r/2)}) =1, czyli 7 := inf{n: S, € B(zy,7/2)} < co p.n.. Na mocy
mocnej wlasnosci Markowa dostajemy

1 =P(limsup{S, € B(zk,r/2)}) < P(limsup{|S;4+, — S| < r}) = P(limsup{|S,| < r}),

stad dostajemy, ze 0 € R.
Pokazemy teraz, ze A C R, w tym celu ustalmy = € A oraz r > 0. Niech o :=
inf{n: |S, —z| <r/2}. Mamy, na mocy mocnej wtasnosci Markowa,
P(limsup{|S, — z| < r}) > P(o < oo, limsup{|Sy4n — S»| < 7/2})
= P(0 < 00)P(limsup{|S,| < r/2}) > 0.
Stad z prawa 0-1 Hewitta-Savage’a i dowolnosci r dostajemy = € R.

By zakonczyé dowdd w tym przypadku wystarczy wykaza¢ —z € A. Wiemy, ze 0 < 00
p.-n., wiec na podstawie mocnej wlasnosci Markowa,

P(limsup{|S, + z| < r}) = P(limsup{|Sy4+n — So + 2| <1})
> P(limsup{|So+n| < r/2}) = P(limsup{|S,| < r/2}).

Przypadek II. |S,| — oo p.n..
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Ustalmy liczby naturalne m, k, wtedy
P <|sm| < 1, inf | S| > r) >P (|smy < 1, i | Sy — Son| > 27‘)
n>k n=>k
— P(|S,| < )P (inf 15| > 2r) .
n>k

Zdarzenie {|Sy,| < r,inf, >k [Sm4n| > r} moze si¢ powtdrzy¢ tylko k razy, wiec

(1nf|S | > 27“) ZP |Sm| < 7) <k < o0.
m=0
Poniewaz P (inf, > [S,| > 2r) dazy do 1 przy k — oo, to Y oo_q P(|Sm| < 7) < oo. Stad
otrzymujemy, ze M N B(0,r7) = § i z dowolnosci r > 0, M = (), co implikuje tez, ze
R=1. O

Wykazemy teraz uzyteczny Lemat.

Lemat 6.7. Dla dowolnego blgdzenia losowego (S,) w RY,
ZP]S!<T€) (57) ZP\S\<€) r>1,e>0.
n=0

Dowdd. Niech x1, ...,z oznacza maksymalny zbiér punktéw w kuli B(0, re) z ktérych kaz-
de dwa maja odleglos$¢ przynajmniej £ /2. Wtedy kule B(xz;,e/4) sa roztaczne i sa zawarte w
kuli B(O, 5(7"+1/4)). Stad z poréwnania objetosci wynika, ze m(re/4)4 < (e(r+1/4))%, czyli
< (4r 4+ 1)? < (5r)4. Zatem kule B(O re) mozna pokry¢ kulami otwartymi B, ..., By,
o promieniu 5/2 przy czym m < (5r)%.
Niech 74 := inf{n: S,, € By}, na podstawie mocnej wlasnosci Markowa dostajemy

ZP|S|<7~5 YD P(Sn€By) <)Y P(ISntr, — Sr | <&, < 00)

k=1n=0 k=1n=0

m
=>'P Tk<OOZP|S|<€) (57) ZP]S]<5)
k=1 n=0 n=0

O]

Whiosek 6.8. Blgdzenie losowe (Sy,) jest powracalne wtedy i tylko wiedy, gdy dla pewnego
e >0 (réwnowaznie dowolnego € >0) > > P(|S,| <¢) =

Dowaod. Jedli btadzenie jest powracalne, to z Twierdzenia 6.6 wiemy, ze 0 € M, czyli
> o P(|Sh| < €) = oo dla kazdego ¢ > 0.

Jesli Y02 P(]Sn] < €) = oo dla pewnego € > 0, to z Lematu 6.7 wynika, ze tak jest

dla wszystkich € > 0, a zatem 0 € M. O
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Twierdzenie 6.9. Nastepujgce warunki sq wystarczajoce na to, by blgdzenie losowe Sy
bylo powracajgce:

i)d=1 oraz %Sn — 0 wedlug prawdopodobienstwa;

i) d < 2, EX =0 oraz E|X|? < .

Dowdd. i) Dla e > 01r > 1 mamy z Lematu 6.7,

o 1 & 1 [o°
nz_%P(ysny <o) > ggpqsﬂy <re)= 5/0 P(|Sy| < re)dt.

Na mocy Lematu Fatou

0 1 0o 0o
SOP(IS,] <€) > 5/ lim inf P(|S)¢)| <r5)dt:/ 1dt = .
n=0 0 0

r—00

ii) Analogicznie jak w i) dostajemy
S P(IS)] <) >~ S P(S] < re) = = /Oo P(|S),00| < re)dL.
o 2512 25 Jo Lr#t]

Na mocy CTG n~1/2S,, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej G o rozkladzie normalnym
(by¢ moze zdegenerowanym). Latwo widaé, ze istnieje ¢, § > 0 takie, ze P(|G| < t) > ct?
dla 0 < t < 4. Stad z Lematu Fatou,

Y P(Sa <e) > —/ lim inf P(|S,2| < re)dt = 7/ PG| < et~ /2)dt
n=0 25 0 25 0

r—00
ce? [

> t~1dt = oo.
25 J(e/6)2

O]

Twierdzenie 6.10 (Chung-Fuchs). Zalézimy, zZe p jest funkcjg charakterystyczng zmiennej
X. Wéwczas blgdzenie S, jest powracajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego (réwno-
waznie dla kazdego) € > 0,

1
su Re| —F— ) dt = 0.
0<7‘I<)1 /|tgs (1 — 7"90(15)>

Lemat 6.11. Dla dowolnych miar probabilistycznych u,v na RY,

/R pudy = /R L pwdp.
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Dowdd. Na mocy Twierdzenia Fubiniego

Loeavy= [ [ e apepave = [ [ eaveans) = [ us)duts).

O]

Dowdéd Twierdzenia 6.10. . Miara v o gestoéci g(x) = (1 — |z|)+ ma funkcje charaktery-
styczna §(t) = ¢, (t) = 2t72(1 — cost). Zatem miara produktowa o gestoéci ag®?(az) =
a®T1¢_, g(azi) ma funkcje charakterystyczna §®%(t/a) = 1%, §(tx/a). Z Lematu 6.11
otrzymujemy dla a > 0,

/ §%(x/a)dus, (x) = a’ | o(t)"g%(at)dt.
Rd o

Twierdzenie Fubiniego implikuje, ze dla dowolnego r € (0, 1),

00 d
/Rd §®d(x/a)§::0r"dusn =a / Zr yrg®d at)dt—ad/ g7 (at) 4, (13)

rd 1 —rp(t)

Ustalmy ¢ > 0 i zalézmy, ze supy.,.q f|t\gs Re(ﬁwm)dt < 0o. Zauwazmy, ze § jest
ciagte i nie zeruje si¢ na [—1,1] zatem §(t) > ¢ > 0 dla |t| < 1, stad

> P(ISn| <8) = sup > r"us,(B(0,6) < sup ¢ / §%4(x/8) Zr"dusn

n>0 0<r<1 n>0 0<r<1
®d 5t
= (6/e) sup / #dt
o<r<1JRd 1 — 7“90( )

Zauwazmy, ze g©%(5t) sie zeruje poza kostka [—6~1, 6~ 1" ¢ B(0,d'/?6~1). Stad przyjmujac
6 = d'2e~1 dostajemy

1
Z P(|S,| < 6) < C(d,e) sup / ———dt < oo,

730 0<r<1JB(0,c) 1 —1¢(t)

czyli bladzenie losowe jest chwilowe na mocy Wniosku 6.8.

By udowodnié przeciwng implikacje zauwazmy, ze (na mocy twierdzenia o odwraca-
niu transformaty Fouriera) miara z gestoécia (27)~?G®%(x) ma funkcje charakterystyczna
g®4(t), wicc analogicznie jak (13) dowodzimy, ze

o §°(at)
/o) 3 s, () = (/o) [ 50
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Stad, jesli S, jest chwilowy, to

1 G2 (t
sup / — = dt<c? sup / Mdt
0<r<1JB(0,c) 1 —1(t) o<r<1Jrd 1 —rp(t)

= re/o)! swp [ g%(en) S s, (a)
0<r<1JRd n—0

_ d ®d - n
— (2re/c)? sup /M/%g (ex) Y r"dps, ()

0<r<1 n—0

< (27T5/c)d Z ns, (B(O,dl/QE_l) < 0.
n=0

Whniosek 6.12. Ustalmy € > 0. Wowczas blgdzenie (Sy,) jest powracalne, jesli

/|t<ERe (1—190(t)> dt = 0

1
/m T Re(p() " <

W szczegolnosci blgdzenie symetryczne jest powracalne wtedy i tylko wtedy, gdy

1
/ ———dt = o0.
t)<e 1 — (1)
Whiosek 6.13. Niech (S],) oznacza niezalezng kopie bladzenia losowego (Sy,). Wowczas,

jesli (Sy) jest powracajgce, to (S, — S),) tez jest powracajgce.

oraz chwilowe, jesli

Dowody obu wnioskéw pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Twierdzenie 6.14. Jesli nosnik zmiennej X jest wiecej niz dwuwymiarowy, to blgdzenie
Sy jest chwilowe.

Dowadd. Zalézmy wpierw, ze X jest symetryczny i ma nosnik wymiaru k£ > 2. Ewentualnie
obcinajac btadzenie do odpowiedniej podprzestrzeni liniowej wymiaru k, mozemy zaktadaé,
ze k = d. Wowczas dla odpowiednio duzego M zmienna ograniczona Xy := X1 x|<y tez
ma noénik pelnowymiarowy, czyli ma niezdegenerowang macierz kowariancji Cj;. Zatem
przy t — 0

1= x(t) = E(1 = cos((t, X))) > E(1 — cos({t, Xm))) = 1 = px,, (1) = %<CMt,t> +o([t]),
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stad istnieje & > 0 takie, ze 1 — px(t) > 6|t|? dla t odpowiednio matych. Dostajemy

/ L < / I qi< / L g <
su S ———— x D E—— X T 1o OO7
0oret Ji<e 1= r(t) < 1 — (1) ltl<e O[]

a zatem bladzenie jest chwilowe.

W przypadku ogélnym zalézmy, ze (S,) jest powracajace, wowczas (S, — S),) tez jest
powracajace, zatem X — X’ ma no$nik wymiaru conajwyzej dwa. Wynika stad, ze X zawiera
si¢ w pewnej przestrzeni afinicznej wymiaru 2. Jesli ta przestrzen nie zawiera 0, to istnieje
t € R? takie, ze (t, X) = 1, co tatwo przeczy powracalnoéci (Sy,). O

6.3 Punkty drabinowe. Faktoryzacja Wienera-Hopfa

W tej czedci bedziemy rozpatrywali bladzenia jednowymiarowe. Zacznijmy od uzytecznej
definicji punktéw drabinowych.

Definicja 6.15. Zalézmy, ze (S,,) jest jednowymiarowym bladzeniem losowym. Okreslamy
indukcyjnie ciag (7x)k>0 wzorem 79 = 0 oraz

T 1= mf{n > T 1+ 1: Sn > S’l’k_l}‘ (14)

Moment zatrzymania 7, nazywamy k-tym (wstepujgcym) momentem drabinowym Zmienna
S;, nazywamy k-tg (wstepujgca) wysokoscig drabinowgq, a pare (7%, Sr,) — k-tym (wstepu-
jacym) punktem drabinowym. Zamieniajac w (14) nieréwnos¢ > na < otrzymujemy k—te
zstepujgce momenty drabinowe 7, i odpowiadajace im zstepujgce wysokosci drabinowe STk—
i zstepujace punkty drabinowe (T, , STk—). Podobnie, zamieniajac w (14) > na > (odp. <)
dostajemy stabe wstepujgce momenty drabinowe o, stabe wstepujgce wysokosci drabino-
we Sy, oraz stabe wstepujgce punkty drabinowe (oy, Sy, ) (odp. stabe zstepujgce momenty
drabinowe o,,, stabe zstepujgce wysokosci drabinowe SU; oraz stabe zstepujgce punkty dra-
binowe (o, S,-)).

Uwaga 6.16. Mamy P(7,, < c0) = P(1; < 00)™. Ponadto, jesli 71 < oo p.n., to na podstawie
mocnej wlasnosci Markowa wstepujace punkty drabinowe (7, S7,) tworza dwuwymiarowe
btadzenie losowe. Podobne fakty zachodza dla punktéow zstepujacych i stabych punktéw
wstepujacych/zstepujacych.

Nastepny lemat o dualnosci méwi, ze miary czasu przebywania dla proceséw (Sz, )n>0
(odp. (Ss,)n>0) maja takie same wartosci oczekiwane jak miary czasu przebywania dla

procesu (.Sy,) odp. (Sy)

on<o; ( osn<r, )
1 1

Lemat 6.17. Dla dowolnego zbioru borelowskiego B

> P(Sr, €B, n<x)=> P(S,€B, n<oy)

n=0 n=0
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oraz . -
ZP(S% €B, o, <) = ZP(Sn €B, n<T).
n=0 n=0

Dowdd. Udowodnimy pierwszy ze wzoréw, drugi dowodzi si¢ analogicznie. Na mocy defini-
¢ji momentéw drabinowych wystarczy go oczywiscie sprawdzi¢ dla B € B(0, 00). Zauwazmy,
ze

(S1,...,S,) ma ten sam rozklad co (S, — Sp—1,...,5, — So), (15)
zatem dla B € B(0,00),

P(min{Si,...,S,-1} > 0,5, € B) = P(max{5S1,...,S,-1} < Sn,Sn € B)

= Z:P(Tk:n,sf,c € B). (16)
k>0
Sumujac po n > 1 otrzymujemy pierwszy ze wzorow. O

Fakt 6.18. Dla niezdegenerowanego jednowymiarowego blgdzenia losowego (Sy,) zachodzi
doktadnie jeden z trzech warunkéw:

i) Sp, — o0 p.n., Eoy < Em < 00 oraz Eo] = Ery = o0,

ii) Sp — —oo p.n., Eoy = ETy = 00 oraz Eo; <E1 < o0,

iii) limsup +£5,, = 0o p.n. oraz Eoy = Ery = Eo] = Er] = o0.

Dowdd. Istnieje takie A > —oo, ze P(limsup{S, < A}) < 1 lub istnieje takie A < oo, ze
P(limsup{S,, > A}) < 1 lub limsup +5,, = co p.n.. W pierwszym przypadku, R C [A, c0),
stad btadzenie jest chwilowe, czyli |S,| — oo p.n.. Poniewaz, z prawa 0-1, P(lim sup{S,, <
A}) =0, wigc S,, — oo p.n.. Analogicznie, w drugim przypadku S,, — —o0 p.n..

Zalézmy, ze zachodzi drugi przypadek, czyli S, — —oo p.n.. Niech

Z =inf{n: o, = co}.

Oczywiscie Z < oo p.n., ponadto Z ma rozklad geometryczny z parametrem p = P07 <

o0) < 1. Stosujac druga réwnosé Lematu 6.17 do B = R otrzymujemy co > EZ = E7 .
Jesli limsup+S,, = oo p.n., to 7, < oo p.n. i 7, < oo p.n. dla wszystkich n, wiec

stosujac Lemat 6.17 do B = R dostajemy Eoy = Eo; = oo. O

W kolejnym fakcie uzywamy konwencji, ze EX = EX; — EX_ mozna okresli¢, jesli
przynajmniej jedna z wielkosci EX, EX_ jest skoficzona

Fakt 6.19. Niech (S),) bedzie niezdegenerowanym, jednowymiarowym blgdzeniem losowym
generowanym przez zmienng X .

i) jesli EX = 0, to limsup +S,, = oo p.n.;

i) jesli 0 < EX < o0, to Sy, — oo p.n. oraz ES; = EnEX;

i11) jesli EXy = EX_ = oo, to ES;, = —ESTf = 0.
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Dowdd. 1) Z symetrii i Faktu 6.18 mozemy zakladaé, ze limsup S,, = co. Gdyby Em < oo,
to na mocy tozsamosci Walda ES;, = EXET = 0, co przeczy temu, ze S;, > 0 p.n.. Zatem

E7 = 00, co na mocy Faktu 6.18 implikuje, ze liminf S, = —oc.
ii) S, — oo na mocy MPWL, a druga réwnosé¢ wynika z tozsamosci Walda.
iii) Wystarczy zauwazy¢, ze Sy, > (X1)4 oraz ST; < —(X1)-. O

Zanim sformutujemy bardzo wazne twierdzenie Wienera-Hopfa, bedziemy potrzebowali
kolejnej definicji.

Definicja 6.20. Przez x™ (odp. x~, ¥, ¥™~) oznaczamy (by¢ moze zdegenerowany) roz-
ktad punktu drabinowego (71,57 ) (odp. (Tl_,ST;), (01,S6,), (0’1_,501—)), tzn. dla B €
B(N x R),

xT(B) =P(r < 00, (11,5,) € B),
\"(B) = P(r <o, (1,5, ) € B),
Y (B) =P(01 < o0, (01,55,) € B),
Y (B) =P(o] < o0, (af,Sol—) € B).

Definiujemy tez miary x;= i 1;F wzorem
E(A) = xE({n} x A), GE(A) = ({n} x A), n>1, A€ BR).
Wreszcie okreslamy miare x na N* = N\ {0} jako
X’ ({n}) := P(min{Sy,...,S,_1) > 0,5, = 0) = P(max{Si,...,5,_1) < 0,5, =0),

gdzie druga réwnosé wynika z (15). Miare x° bedziemy tez traktowaé jako miare na N x R

(skoncentrowang na N* x {0}), za$ przez X! bedziemy oznaczaé zaréwno miare na R réwna

X°({n})do jak i liczbe x°({n}).

Uwaga 6.21. 7 mocnej wlasnosci Markowa tatwo wynika, ze k-ty wstepujacy punkt dra-
binowy (7%, S7,) ma (by¢ moze zdegenerowany) rozklad Xj‘f. Podobne fakty zachodza dla
pozostatych rodzajow punktéw drabinowych.

Twierdzenie 6.22 (Faktoryzacja Wienera-Hopfa). Dla dowolnego jednowymiarowego blg-
dzenia losowego zachodzqg nastepujgce tozsamosci dotyczgce miar na N x R:

do—01@p= 00— x")*(Go—v") = (60— v")* (o —x), (17)
o — ¥ = (5o — x*) * (3o — X°). (18)

Dowdd. Okreslmy miare p = (pn)n>0 na N X R wzorem py = dy oraz

pn(B) = P(min{S4,...,S,} >0, S, € B).
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Zauwazmy, ze py zeruje si¢ na (—oo, 0], ponadto dla n > 1,
(pn + ¥, )(B) = P(min{Sy,...,S,-1} >0, Sp—1+ X, € B) = pp—1 * u(B).
Stad
pnt Uy =poorkp=(p* (1 @), n>1,
zatem (po rozpatrzeniu co si¢ dzieje dla n = 0)
p+Uv” =d0+px(01@p), czyli px(dp—01 @ p) =d — .
Zauwazmy, ze ze wzoru (16) dostajemy dla n > 1

n
Pnzz *kn_zle +)rk=1) fZZZX Z “(k=1)y
=1 k>1

k>1 k>11=1

Z * Ppn—l = X *p)n

Rozpatrujac dodatkowo n = 0 dostajemy
p=200+x"*p, czyli (5o —xT)*p=do.
Mamy zatem
So— 01 @u=200(0o— 6 ®@p)=(5—xT)xpx(o—di@u) =o—x")*(0o—v).

Druga czesé réwnoscei (17) wynika z pierwszej oraz symetrii.
By udowodnié (18) zauwazmy, ze dla B € B(0,00) in > 1,

(xz—wzwﬁ)(B):P(({n:n}\{al:n})m{sneB}):P<max S, =0, S, eB)

1<k<n
n—1
= o Sp<0=S5 S — S, S,—S €B
Z (112]2( k< L lg}gax( k 1) <0, Sy 1€ )
n—1
—ZP<maXSk<O—Sl) (max5k<0, Sn_ZGB)
1<k k<n—l

= Z XX_(B) = (= xn(B).

Latwo sprawdzié, ze dla B C (—o00,0] (x;t — ¢, + x0)(B) = 0 = (x° * x")n(B). Stad
— 1t +xY = x" % xT, co dowodzi ,,plusowej” czesci (18). Czeéé ,minusowa” dowodzimy
podobnie. O

o6



Twierdzenie 6.23. Jesli (S,,) jest niezdegenerowanym, jednowymiarowym blgdzeniem lo-
sowym, to dla |s| <1 iu>0

E [sn exp(—uSn)ﬂ{TKOO}} =1—exp <— i %E {e_usnﬂ{sn>0}}> :
n=1

Analogiczny wzor zachodzi dla stabego punktu drabinowego (o1,S5,) — zdarzenie S, > 0
nalezy zastgpi¢ zdarzeniem Sy > 0.

Dowdd. Okredlmy
F(s,t):=E [STI exp(itSTl)ll{TKoo}} , G(s,t):=E [s”f exp(itSU;)]l{U;<oo}} .
Calkujac funkcje N x R 5 (n,z) — s™exp(itx) wzgledem obu stron (17) dostajemy
1—spu(t)=(1—-F(s,t))(1-G(s,t)), dlals|<1, teR.
Logarytmujac obie strony i rozwijajac w szereg Taylora otrzymujemy
S Lspu) = 3 L Fs 0"+ Y Las on
n

n>1 n n>1 n>1

Ustalmy s € (=1, 1), wéwczas zauwazamy, ze obie strony powyzszej réwnosci sa transfor-
matami Fouriera miar (ze znakiem dla s < 0) na R, stad te miary musza si¢ pokrywacd,
tzn.

*n *n
1 1 1
P D (Z Skﬁ) +> (Z 5’“%) :
n>1 nz=1 k>1 n=1 k>1

Zauwazmy, ze pierwsza z miar po prawej stronie réwnosci ma nosnik w (0,00) a druga w
(—00,0]. Ustalajac u > 0 i calkujac funckje R 3 ¢ — exp(—ut)1;~¢ wzgledem obu stron
dostajemy

Z %E [e—usnﬂ{sn>0}} - Z % (ESTI exp(—uSTl)ll{TKoo})n

n=>1 n>1
=—In (1 —Es™ exp(—uSTl)]l{Tl@o}) .
Wzor dla stabego punktu drabinowego dowodzimy analogicznie. O

Whniosek 6.24. Dla dowolnego jednowymiarowego blgdzenia losowego (Sy),

P(r = 0) = Ei_ = exp (— Z %P(Sn > 0)) ,

1 n>1
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1

P(UIZOO)ZF
1

1
—exp (=Y —P(S,20) |,

n>1

Ponadto, kazdy z nastepujgcych warunkow jest rownowazny temu, Ze S, — —o0 p.n.:

1 1
— — > .
> nP(Sn >0)<oo, Y nP(Sn 0) < oo

n>1 n>1

Dowdd. Biorac w Lemacie 6.17 B = R i korzystajac z tego, ze P (7, < o0) = P(1; < 00)"
oraz P (o, < 00) = P(01 < 00)™ dostajemy pierwsze z réwnosci z obu wzoréw.
Przyjmujac w Twierdzeniu 6.23 © = 0 i biorac s — 1— dostajemy drugie czeéci wzorow
na P(m = o0) i P(01 = o0). Stad tez mamy, ze zbiezno$¢ szeregéw z ostatniej czesci
Twierdzenia jest réwnowazna P(m; = oco) > 0 badz P(o1 = c0) > 0, a oba te fakty sa
rownowazne temu, ze S, — —o0 p.n.. ]

7 Elementy teorii odnowienia

W tej czesci bedziemy rozwazaé jednowymiarowe btadzenia losowe z niekoniecznie zerowym
warunkiem poczatkowym, tzn. bladzenia postaci

Sp=S8Sy+X1+...+ X, n>0,

gdzie Sp, X1, . .. sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienne X; maja jednako-
wy rozklad. Rozklad (Sy)n>0 zalezy wtedy od dwdch parametréw - rozktadu poczatkowego
zmiennej Sy i rozktadu zmiennych X;, ktore bedziemy dalej oznaczaé przez v i u.

Przez n oznaczamy proces czasu przebywania, tzn. miare losowa na R dana jako

n= Z Js,, -

n=0

W przypadku, gdy btadzenie jest nieujemne, n nazywa si¢ réwniez procesem odnowienia.
Miare (deterministyczna) En nazywamy intensywnoscig procesu czasu przebywania/miarg
czasu przebywania (miarg odnowienia w przypadku nieujemnym). Mamy

En(B) = Z P(S,€B) oraz En=vx Z W

n=0 n=0

Bedziemy rozwazali chwilowe bladzenia losowe. Wowczas, jak wiemy z poprzednich
rozwazan, |S,| — oo p.n., n jest z prawdopodobienistwem 1 lokalnie skoniczona miara na R,
za$ En lokalnie skoficzona miara na R.
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7.1 Stacjonarne procesy odnowienia

Definicja 7.1. Dla miary a na R it > 0 przez 0;a bedziemy oznaczali miare « przesunieta
ot iobcieta do Ry, tzn.

Oia(B) :=a(B+t) dla B e B(R,).

Powiemy, ze proces czasu przebywania 7 jest stacjonarny na Ry, je$li 6;n ma ten sam
rozktad, co Ogn dla dowolnego t > 0.

Uwaga 7.2. 1) Zauwazmy, ze Oy« to obciecie o do Ry
ii) Dla t > 0 oznaczmy o(t) := inf{n: S, > t}. Wowczas 01 ma ten sam rozkltad co Oyn,
gdzie 7, jest miara czasu przebywania dla btadzenia losowego (Sy(y4n — t)-

Szczegdblnie istotna jest druga cze$¢ powyzszej uwagi. Wiaze sie ona z nazwa teorii
odnowienia — wielokrotnie bedziemy bowiem rozwazali momenty zatrzymania 7 i nowe
(odnowione) bladzenia losowe (Sr4pn)n>0, ktdre, na mocy mocnej wlasnosci Markowa, tez
sa bladzeniami losowymi, o takim samym rozkladzie przyrostéw co (Sy).

Przez )\ bedziemy oznacza¢ miare Lebesgue’a na R, . Latwo udowodnié, ze jesli a jest
lokalnie skonczona miara na R, niezmiennicza na przesuniecia z Ry, to a = aA dla
pewnego a > 0.

Fakt 7.3. Zalozmy, zZe blgdzenie losowe ma przyrosty nieujemne o rozkiadzie p na Ry
1 Sredniej c. Wowczas istnieje rozkiad poczgtkowy v na Ry taki, zZe proces odnowienia n
jest stacjonarny witedy ¢ tylko wtedy, gdy 0 < ¢ < co. Ponadto, gdy n jest stacjonarny, to
En=c\orazv=c"1(0y— p) * \, cayli

t
v[0,t] = c_l/ w(s,00)ds, t=>0. (19)
0
Dowdd. Mamy
En= Zy*,u*":y—i—,u*Zy*u*”:y—{—u*En,
n>0 n>0

stad
v = (00— p) = En. (20)
Jesli n jest stacjonarny, to En jest niezmiennicza na przesuniecia, lokalnie skonczona
miarg na R, zatem En = a) dla pewnego a > 0. Zatem v = a(dp — u) * A, skad wynika, ze
zachodzi réwno$é (19) z ¢! zastapionym przez a. Biorac t — oo dostajemy 1 = ac, czyli
a = c !, w szczegdlnodci ¢ < oo.
Na odwrét zatdzmy, ze 0 < ¢ < oo i v =c 1(dp — p) * A (tzn. zachodzi (19)). Mamy

Enzy*Zu*":cfl(ég—u)*)\*zlu*”:cfl*)\* (ZM"—ZM”) =c 1A

n=0 n>0 n>0 n>1
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W szczegélnosci 6, En = En. Ustalmy ¢ > 0, niech o(t) := inf{n: S,, > t}. Na mocy mocnej
wtasnosci Markowa, (S(,(t)+n — t)n>0 jest bladzeniem losowym o rozkladzie przyrostéow pu
i pewnym rozkladzie poczatkowym 1, ponadto proces odnowienia dla tego bladzenia to
0. Z wzoru (20) dostajemy

vy = (00 — p) * EOyn = (8o — ) x 0, En = (69 — ) x En = v,

co oznacza, ze (Sy(t)+n — t)n>0 ma ten sam rozktad, co (Sy)n>0, zatem proces odnowienia
7 jest niezmienniczy. O

Kolejny wynik jest uogdlnieniem drugiej czeéci poprzedniego faktu na przypadek bta-
dzen dla ktérych p ma dodatnig warto$é oczekiwang, ale nie musi mieé¢ nosnika w R .

Fakt 7.4. Zalézmy, ze miara probabilistyczna p na R ma Srednig ¢ € (0,00). Niech i bedzie
rozkladem pierwszej wysokosci drabinowej dla blgdzenia startujgcego z zera o przyrostach
z rozkltadem p, zas ¢ oznacza Srednig fi. Okreslmy miare probabilistyczng v na Ry wzorem

t
7[0,t] = 5*1/ fi(s,00)ds, t=0.
0

Wéwczas blgdzenie losowe (Sy) o rozkladzie poczgtkowym v i rozkladzie przyrostéw p ma
stacjonarny proces czasu przebywania 1, ponadto En = ¢\,

Dowéd. Na mocy MPWL S% := S, — Sy — oo p.n., stad na mocy Faktéw 6.18 i 6.19
czasy drabinowe 7, oraz wysoko$ci drabinowe S[T)n = S,, — So dla bladzenia (S) maja
skonczone wartosci oczekiwane. Niech H, = S, , wéwczas H, jest bladzeniem losowym
o nieujemnych przyrostach i rozktadzie poczatkowym o — zatem z Faktu 7.3 wynika, ze
proces odnowy dla tego bladzenia £ = ), dn, jest stacjonarny. Ustalmy ¢ > 0 i niech
o(t) == inf{n: S, > t} oraz 7(¢t) := inf{n: H, > t}. Wowczas ze stacjonarnosci i wzoru
(20) wynika, ze S,y —t = Hr(;) —t ma tez rozktad 77, a stad i z mocnej whasnosci Markowa
dostajemy, ze bladzenie (S, (;)+n — t)n ma ten sam rozklad co (S,). Stad otrzymujemy 61
ma ten sam rozktad co 6gn, czyli postulowana stacjonarnosé 7.

By zidentyfikowa¢ En, niech 7, := ;’:Tl?:l 05, —m, bedzie procesem czasu przebywania
dla ciagu (S — Hp)r, <k<rny, - WoWczas, na mocy mocnej wlasnosci Markowa, zmienna H,
jest niezalezna od procesu 7, i wszystkie 1, maja ten sam rozklad. Zatem

En=E) n,*0n, = Eny+«Edy, =En*EY 0y, =Eny*EE.
n n

n

Na mocy Faktu 7.3 E¢ = ¢~ '). Ponadto Eng(0,00) = 0i ¢ = cE7y. Stad dla dowolnego
B e B(R-l-):

En(B) = /(_OO ) EINB = t)dEn(t) = e '"ANB)Eny(R_) = ¢ 'A(B)Er, = ¢ '\(B).
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7.2 Twierdzenie odnowienia

Przejdziemy teraz do analizy zachowania asymptotycznego 6;n i 6;En przy t — oco. By
moc sformutowaé stosowne twierdzenie bedziemy musieli wprowadzi¢ odpowiednie pojecia
zbieznosci miar lokalnie skonczonych (losowych badZ deterministycznych).

Definicja 7.5. Zalézmy, ze v, 11, s, . . . sa lokalnie skoniczonymi miarami na R . Powiemy,
ze v, zbiega stabo do v (ozn. v, — v), jedli [ fdv, zbiega do [ fdv dla dowolnej funkcji
ciagltej f na Ry o nosniku zwartym.

Podobnie, jesli n,7m1,n2, . .. sa losowymi lokalnie skoficzonymi miarami na R, to méwi-

my, ze 1, zbiega wedlug rozkladu do n (ozn. n, <, n) , jesli [ fdn, zbiega wedlug rozkltadu
do [ fdn dla dowolnej funkcji ciaglej f na R4 o no$niku zwartym.

Uwaga 7.6. Dla miar probabilistycznych stabg zbieznosé definiuje sie jako zbiezno$é catek
funkeji ciaglych ograniczonych, bez zalozenia o zwartosci no$nika (taka zbieznosé bedziemy
oznaczaé przez —). Jedli v, i v sa miarami probabilistycznymi, to v, — v wtedy i tylko
wtedy, gdy v, — v, co upowaznia nas do uzycia tej samej nazwy (w jezyku angielskim
uzywa sie czasem poje¢ vague oraz weak convergence). Zauwazmy, ze w sensie wprowadzonej
powyzej definicji granica miar probabilistycznych nie musi by¢ probabilistyczna, np. 6, —
0.

Definicja 7.7. Méwimy, ze miara p na R jest niearytmetyczna, jesli grupa addytywna
generowana przez supp(u) jest gesta w R.

Uzywamy tez konwencji, ze zmienna X (badz jej rozklad) ma érednia ¢ € [—o0, 00],
jesli przynajmniej jedna z wielkoSci EX,, EX_ jest skoficzona oraz ¢ = EX; — EX_.

Twierdzenie 7.8 (Dwustronne twierdzenie odnowienia - Blackwell, Feller, Orey). Za-
tozmy, ze n jest procesem czasu przebywania dla jednowymiarowego blgdzenia losowego o
rozkladzie poczgtkowym v i rozkladzie przyrostow p oraz, zZe p jest niearytmetyczny o Sred-
niej ¢ € [—o00,00] \ {0}. Dla 0 < ¢ < 0o oznaczmy przez 1 stacjonarny proces przebywania
dla blgdzenia z rozkladem przyrostow u i rozkladem poczgtkowym U zadanym przez Fakt
7.4, zas dla innych ¢ przyjmigmy, ze 1 = 0. Wowczas przy t — oo,

7’) 9t77 i ﬁ;

ii) 0;En = Ef = max{c™!, 0} \.

Dowdéd bedzie oparty na dwoch lematach. Pierwszy jest prostym ogdélnym faktem dla
btadzen chwilowych.

Lemat 7.9. Niech n bedzie miarg czasu przebywania dla chwilowego blgdzenia losowego
(Sp) na R z dowolnym rozkladem poczqtkowym, za$ B bedzie ograniczonym zbiorem bo-
relowskim w R, Wéwczas rodzina zmiennych losowych (n(B + x)),cra jest jednostajnie
catkowalna.
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Dowdd. Ustalmy x € R? i okreélmy 7 := inf{t > 0: S,, € B+x}. Niech 19 bedzie procesem
czasu przebywania dla niezaleznego btadzenia losowego o tym samym rozktadzie przyrostéw
co Sy, ale startujacego z zera. Z mocnej wlasnosci Markowa wynika, ze (B + x) ma ten
sam rozklad co 1o(B +x — S7)1{; <o}, @ ta ostatnia zmienna si¢ szacuje przez 1o(B — B). Z
chwilowosci bladzenia i ograniczonosci B — B wynika, ze Eng(B — B) < co (Wniosek 6.8),
co tatwo implikuje jednostajng catkowalno$é¢ rozwazanej rodziny. O

Zanim sformutujemy drugi lemat, przywolajmy pojawiajacy sie w dowodzie stacjonar-
nosci procesu czasu przebywania rozklad v; zmiennej S,y —t, gdzie o(t) := inf{n: S, > t}.
Okazuje sie, ze, przy odpowiednich zalozeniach, rozktad ten zbiega stabo do rozktadu o
okreélonego w Fakcie 7.4.

Lemat 7.10. Jesli miara p przyrostow blgdzenia losowego jest niearytmetyczna i ma $red-
nig ¢ € (0,00), to vy — U pray t — oo.

Dowdéd lematu opiera sie na idei parowania (ang. coupling) bladzen losowych, a poza
tym wymaga pewnych dodatkowych pomystéw, ktére moga nieco utrudnié jego zrozumie-
nie. Dlatego najpierw wykazemy go przy nieco mocniejszym zatozeniu o niearytmetycznoéci

rozkladu X; — Xs.

Dowaod lematu 7.10 przy zalozeniu niearytmetycznosci rozktadu X1 — Xo. Wybierzmy nie-
zalezne zmienne Sy, Sy, X1, X1, Xo, X5, ... takie, ze X; oraz X| maja rozklad u, Sy rozklad
v, a S}, rozklad . Polézmy

n n
Sn="S0+> Xi S,=5+> X|, oraz S,:=85),— S,
i=1 i=1

Wéwezas przyrosty bladzenia (Sy,) maja srednig zero oraz (zgodnie z naszym zaloZzeniem)
rozklad niearytmetyczny. Na mocy Twierdzen 6.6 i 6.91) ciag S, jest zatem z prawdopo-
dobienstwem 1 gesty w R. Ustalmy ¢ > 0 i okreslmy moment zatrzymania

7 :=inf{n: S, € [0,e]},

ktory jest skoniczony p.n.. Na mocy mocnej wlasnosci Markowa bladzenia (S;i, — S;) i
(S5, —S7) maja ten sam rozklad, ponadto oba sa niezalezne od (S} 1ir<ry). Zatem, jesli
okreslimy

S;z, = S;z]l{n<7'} + [Sf,r + (Sn - ST)]H{nZT}a

to otrzymamy bladzenie (S)/) o tym samym rozkladzie co (S),). Ponadto

(Sp = Sn)lgnsry = (S — S7)lgnsry € [0,e], czyli S, <S) < Sp+edlan>r,
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Miara 1 jest rozkladem S, ;) — ¢, zas ze wzgledu na stacjonarnos¢ v = v jest rozkladem
dla S’g,,(t) —t, gdzie o”(t) := inf{n: S} > t}. Niech Z := maxy<, max{S, S} }, czyli
{Z <t} ={o(t),0"(t) > 7}. Mamy zatem dla z > 0,

ul0,2] —P(Z > t)

N

P(Sa(t) —te(0,z],Z <t}

<P(Syp) —te0,z],S) <t+edak<o(t), Sg(t) €0,z +¢))
< P(Sg’/(t) S [0, T + 5]) = 17[0,1: + 5]
oraz
e, a] =P(Z > t) <P(Synyy —t € [e,2], Z < t}
< P(Sg//(t) -t € [6,1’],Sk; <tdlak< O'”(t), So‘”(t) S [O,ZE])
< P(Sa(t) € [va]) = Vt[07$]'
Stad
ve,x] —P(Z > t) < 1y]0,2] < 0[]0,z +¢] + P(Z > t).
Zatem
Ve, x] < litm inf 140, z] < limsup 14]0, z] < P[0, z + €].
—00 t—o00
Biorac € — 0 i korzystajac z tego, ze v{0} = 0 dostajemy 1[0, z] — [0, z]. O

Dowdd Lematu 7.10 w pelnej ogdlnosci. Niech Sp, Sj), X1,e1, Xo,€2,... beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze Sp ma rozklad v, Sj rozklad o, zmienne X}, rozklad p oraz
P(er, = £1) = 1/2. Rozwazmy bladzenie losowe

n
gn256—SO—Z€ka, n:O,l,....
k=1

Wéwezas przyrost bladzenia (S, ) ma rozklad niearytmetyczny o Sredniej zero, stad na mocy
Twierdzen 6.6 i 6.91) ciag S, jest z prawdopodobienstwem 1 gesty w R. W szczegdlnoei
dla dowolnego £ > 0 moment zatrzymania 7 := inf{n: S, € [0,&]} jest p.n. skoficzony.

Okreslmy ¢), = (—1)ttr<rrey. Sprawdzamy, ze cigg (€},) jest tak jak (ef) ciagiem nie-
zaleznych symetrycznych zmiennych losowych o warto$ciach +1, niezaleznych od Sp, Sj i
Xi. Niech k1 < kg < ... bedag kolejnymi wartoéciami k dla ktorych €, = 1, podobnie
zdefiniujmy ciag k] < k4 < ... poprzez zmienne €. Latwo zauwazy¢, ze ciagi

Sn="S0+> X, Sh=St+> Xu

Jsn Jj<n

sa bladzeniami losowymi o rozkladzie przyrostéw p i rozktadzie poczatkowym réwnym
odpowiednio v i . Okreslmy
e =2 L=y

k<t
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Jak tatwo sprawdzié¢ :
S = Sriin=25-€0,¢].

Poniewaz vy jest rozktadem pierwszej nieujemnej wartosci S,, — ¢, zas ze wzgledu na sta-
cjonarnos$¢ 7 = v jest podobnym rozkladem dla S/, — ¢, wiec, podobnie jak w poprzednim
dowodzie,

Ve, 2] —P(Z > t) < ]0,2] < 0[]0,z + ] + P(Z > t)

gdzie Z := max{maxy<, S}, maxp<,, Si}. Biorac € — 0 i korzystajac z tego, ze #{0} =0
dostajemy 1[0, x] — [0, z]. O

Dowdd Twierdzenia 7.8. Przypadek I. ¢ < oo. Zauwazmy, ze z Lematu 7.9 wynika, ze
zmienne X;(f) = [ fdv, sa jednostajnie caltkowalne dla dowolnej funkcji ciaglej o nosniku
zwartym. Stad zbieznosé X;(f) wedlug rozkladu implikuje zbiezno$é wartosci oczekiwa-
nych, zatem wystarczy udowodnié i).

Jedli ¢ < 0, to S,, — —o0 p.n., czyli sup .S, < oo p.n., ponadto 6;n = 0 dla t > sup S,,
wiec i) jest w tym przypadku oczywista. Jesli 0 < ¢ < oo, to z Lematu 7.10 vy 2 ¥, mozemy
zatem skonstruowaé¢ zmienne Y; i Y o rozkltadzie réwnym odpowiednio v i U, takie, ze Y;
zbiega do Y punktowo. Niech 7y bedzie procesem czasu przebywania dla, niezaleznego od
Y 1Y, bladzenia losowego (S),) o przyrostach u startujacego z 0.

Ustalmy funkcje ciagla f na R4 o nosniku zwartym i przedtuzmy ja na R kladac
f(z) = 0 dla x < 0. Zauwazmy, ze f(Y; + ) — f(Y + z) poza zbiorem {z = —Y}.
Ponadto Eno({—Y}) = >_,50 P(Y = —8,,) = 0, gdyz rozktad Y jest bezatomowy, zad S},
jest niezalezne od Y. Stad no({—Y}) = 0 p.n.. Z mocnej wlasnosci Markowa dostajemy

[ 1a0m L [ 1+ a)dm(w) — [ £+ a)dmo(a) £ [ fai,

gdzie zbieznosé na zbiorze no({—Y}) = 0 wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
ZMajoryzowanej.

Przypadek II. ¢ = oo. Tu wystarczy udowodnié ii) (zbieznoéé érednich zmiennych nieujem-
nych do zera implikuje zbiezno$¢ tych zmiennych do 0 wg prawdopodobienstwa, a wiec i
wg rozkladu).

Zalézmy wpierw, ze miara p jest nieujemna i v = dg, czyli bladzenie staruje z zera.
Ustalmy u > 0 i polézmy I = [0,u]. Na mocy Lematu 7.9, a := supEn(l +t) < oc.
Okreslmy b := limsup, . En(I 4+ t) i wybierzmy t;, — oo takie, ze En(I + tx) — b.
Zauwazmy, ze dla ustalonego m > 0, (I + t;) — 0 przy k — oo, wiec

m

' x En(I 4+ tr) = En(I + ty) —ZM*Z(I—i—tk) —b dlam=0,1,....
=0
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Dla dowolnego B € B(R,) mamy
likm inf En(I — B + ty)u"™(B) > lign inf [ En(I —x + tp)dp™ ™ (z)
—00 —oco JB
= lign inf <,u*m « En(l + tg) — / En(l —x+ tk)d,u*m(a:))
—00 Be

=b—lim sup/ En(I —z + tg)dp™ (x)

k—o0

>b— | limsupEn(I —x + tg)dp™ ™ (z)
B¢ k—oo

>t— [ bdpm(z) = b (B).
BC

gdzie przedostatnia nier6wno$¢ wynika z Lematu Fatou (zastosowanego do fukeji nieujem-
nych a — En(I — z + t)). Dodajac stronami po wszystkich m > 0 dostajemy

likm inf En(I — B +t) > b, jesli En(B) > 0. (21)

Ustalmy teraz hy > he > 0 takie, ze u(hg, he) > 0, wtedy dla dowolnego r > 0,

En(r,r +h1] = Z P(S, € (r,r+ h1]) > P(X € (ho,h1) dla1 <k <1+ [r/ha]) >0

n>1
Niech J = [0, s) oraz s = u + hy, stosujac (21) dla B = (r — hy,r] dostajemy dla r > hy,

liminf En(J 4+t —r) > b.
k—o0
Z tozsamosci dyg = (09 — ) * En wynika

Z /t u(tk — x,00)dEn(x)

n>1 [tr—ns,tp—

L= 8000t = | plte ~ w.00)dEn(a
[Ovtk]

> p(ns, 00)En(J + t — ns).
n>1

Biorac k — oo dostajemy 1 > b}, pu(ns,00). Z zalozenia o nieskoficzonej $redniej p
dostajemy b = 0, czyli 6;En([0,u]) — 0, co oznacza, ze 0;En - 0.

W przypadku, gdy v jest dowolne, a p niekoniecznie jest skoncentrowane na R, na mo-
cy mocnej wlasnosci Markowa mamy En = v« E£ x Ex, gdzie k jest procesem przebywania
dla wysokosci drabinowych bladzenia (S, — Sp), a £ procesem przebywania dla bladzenia
(S, — So) przed pierwsza wysokoscig drabinowa 71. Zauwazmy, ze pierwsza wysokosé dra-
binowa (S, — Sp) ma nieskonczona warto$¢ oczekiwana, stad z rozpatrzonego poprzednio
przypadku 6;Ex — 0. Ponadto E¢(R) = ET; < oo, wiec v * E€ jest miara skonczong i
dostajemy tatwo 6;En = 0.

O
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7.3 Roéwnanie odnowienia. Asymptotyka rozwigzania

Definicja 7.11. Funkcje f na Ry nazywamy regularng funkcjqg schodkowg, jedli ma postaé

f="ailiG_nnn

J=1

dla pewnego h > 01iay,as,--- € R. Méwimy, ze funkcja mierzalna f na R, jest bezposrednio
catkowalna w sensie Riemanna, jesli [°|f(z)|dz < oo oraz istnieja ciagi () regularnych
funkcji schodkowych takie, ze

fr<f<[F ora /0°°<fx<x>—f;<x>>dw0-

Uwaga 7.12. i) Funkcje ciaglte o zwartym nosniku, funkcje monotoniczne z L;(R;) sa
bezpoérednio catkowalne w sensie Riemanna.

ii) Funkcje o nos$niku zawartym w przedziale skonczonym [0, x] sa bezposrednio catkowalne
w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy sa catkowalne w sensie Riemanna na [0, z]|.

Whiosek 7.13. Zalézmy, Ze p # do jest miarq probabilistyczng na Ry, = 37, 5o pu™,
zas f jest lokalnie ograniczong mierzalng funkcjg na Ry. Wowczas rownanie F' = f+ Fxp
ma jednoznaczne lokalnie ograniczone rozwigzanie dane wzorem F = f x . Ponadto, jesli
f jest bezposrednio catkowalna w sensie Riemanna oraz p jest niearytmetyczne ze Srednig
c € (0,00], to F(t) — ¢ [7° fd\ pray t — oo.

Dowdd. Tterujac rownanie odnowienia F' = f 4+ F * y dostajemy
n
F=Y fsp™+Fxp™, n=12,.... (22)
k=0

Ze stabego prawa wielkich liczb wynika, ze dla t > 0, ©*"[0,¢] — 0 przy n — oo. Stad dla
lokalnie ograniczonej funkcji F' dostajemy, ze F' * u*" zbiega punktowo do 0. Jedli F'i f sa
lokalnie ograniczone, to przechodzac w (22) z n — oo i korzystajac z twierdzenia Fubiniego
dostajemy

o0 o
F=Y fxp*=fx> p*=fxp
k=0 k=0

Na odwroét zauwazmy, ze jeSli f jest lokalnie ograniczone, to f * [i tez takie jest oraz
o
frfrprp=f+f+d u*=fxp
k=1

czyli F'= f * i jest rozwigzaniem réwnania odnowy.
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Zalézmy teraz, ze rozktad p jest niearytmetyczny. Jesli f = ZJO-’;I a; Ly _1)n jn) Jest
regularna, catkowalng funkcja schodkowa, to z Twierdzenia 7.8 i twierdzenia Lebesgue’a o

zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

¢
F(t) = / f(t = s)di(s) = 3 aia((0, h] + t — jh) — 3 ajeth = ¢! /fd)\.
0 i>1 i>1
W przypadku, gdy f jest bezposrednio calkowalna w sensie Riemanna to na mocy definicji
istnieja regularne, catkowalne funkcje schodkowe fF takie, ze f; < f < fi oraz [(ff(x)—
f (x))dA — 0. Mamy oczywiscie

(fr*xn)®) <F@) < (fiF*p)t), t=>0n=12,....

Biorac wpierw ¢ — oo a potem n — oo dostajemy F(t) — ¢! [ fd. O

7.4 Rozklady arytmetyczne

Formulujac powyzej twierdzenie odnowienia oraz twierdzenie o asymptotyce rozwigzania
rownania odnowienia zakladaliSmy niearytmetycznosé rozktadéw. Oba twierdzenia mozna
przeformulowaé na przypadek rozkladow niearytmetycznych, dowody sg nawet w pewnym
sensie prostsze - gdyz rozpatrywane btadzenia losowe sg wowczas tancuchami Markowa z
dyskretng przestrzenig stanéw.

Jedli rozklad p jest arytmetyczny, to grupa addytywna generowana przez jego nosnik
jest dyskretna, zatem musi mie¢ posta¢ hZ dla pewnego h > 0.

Definicja 7.14. Méwimy, ze rozklad p jest arytmetyczny ze skokiem h > 0, jedli grupa
addytywna generowana przez nosnik u jest réwna hZ.

Dla bladzen losowych na hZ nie ma sensu moéwic¢ o stacjonarnosci na R, ale o stacjo-
narnosci na hN.

Definicja 7.15. Powiemy, ze proces czasu przebywania 7 jest stacjonarny na hN, jesli
Orrm ma ten sam rozktad, co pgn dla h =10,1,....

Przez Apn bedziemy oznaczali miare liczaca na hN. Z dokladnoscia do stalej to jedyna
miara na hN niezmiennicza na przesuniecia.

Ponizej formutujemy tylko odpowiednie wyniki dla btadzen o arytmetycznych przyro-
stach - ich dowody sa analogiczne jak w przypadku rozkladéw niearytmetycznych.

Fakt 7.16. Zalozmy, ze blgdzenie losowe ma przyrosty nieujemne o rozkladzie arytmetycz-

nym p o skoku h i sredniej c. Wowczas istnieje rozklad poczgtkowy v na hN taki, Ze proces

odnowienia n jest stacjonarny na hN wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < ¢ < co. Ponadto, gdy n
h

jest stacjonarny na hN, to En = %)\hN oraz v = 2(0p — ) ¥ Apn, czyli

v{kh} = %,u(kh, o), k=0,1,....
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Fakt 7.17. Zaloimy, zZe rozklad arytmetyczny u o skoku h ma Srednig ¢ € (0,00). Niech [i
bedzie rozkladem pierwszej wysokosci drabinowej dla blgdzenia startujgcego z zera o przy-
rostach z rozkltadem p, zas ¢ oznacza Srednig [i. Okreslmy miare probabilistyczng v na hN
wzorem

h
p{kh} = ~ji(kh,co)ds, k=0,12,....

Wowczas bladzenie losowe (Sy) o rozkladzie poczgtkowym v i rozkladzie przyrostow p ma
stacjonarny na hN proces czasu przebywania 1, ponadto En = %)\hN.

Twierdzenie 7.18 (Dwustronne twierdzenie odnowienia dla rozktadéw arytmetycznych).
Zatozmy, ze n jest procesem czasu przebywania dla blgdzenia losowego na hZ o rozkladzie
poczgtkowym v i rozkladzie przyrostow p oraz, Ze pu jest arytmetyczny o skoku h i $redniej
¢ € [-00,00] \ {0}. Dla 0 < ¢ < 00 oznaczmy przez 1) stacjonarny proces przebywania dla
blgdzenia z rozkladem przyrostow p @ rozkladem poczgtkowym U zadanym przez Fokt 7.17,
za$ dla innych c przyjmigmy, ze n = 0. Wowczas przy k — oo,

i) O = 7,

i) O En 2 B = max{hc™!, 0}\.

Uwaga 7.19. Punkt ii) dla méwi po prostu, ze En{kh} — max{hc~!,0} przy k — oo.

Zauwazmy, ze kazda funkcja na hZ jest lokalnie ograniczona oraz mozna ja przedstawic¢
jako przeliczalng sume delt Diraca. Zatem dla rozktadéw arytmetycznych na hZ réwnanie
F = f+ F *x p ma zawsze rozwigzanie, a jego asymptotyka jest dana przez nastepujacy
wniosek.

Whniosek 7.20. Zatozmy, ze h > 0, u # oo jest miarg probabilistyczng na hN ze $rednig
¢ € (0,00) oraz grupa generowana przez nosnik p jest réwna hZ. Niech f bedzie funkcjg na
hN takq, Ze > p~o | f(kh)| < oco. Wowczas rozwigzanie rownania F' = f + F % ju spelnia

hOO
F(kh - h k .
(k) = 2 3 fuh) - pray k= oo
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