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1 Wielkie Odchylenia

W tej czedci, jesli nie napiszemy inaczej bedziemy zakladac, ze X, X1, Xo, ... jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowym o jednakowym rozktadzie. Definiujemy
5 Sn
S,LZ=X1+X2—|—...—|—XTL, Sn:?
Ze stabego prawa wielkich liczb wiemy, ze P(|S, — EX| > ¢) — 0 przy
n — o0o. Mozemy zapytaé jak szybka jest zbieznos$¢. Z nieréwnosci Czebyszewa

dostajemy Var(X)
- ar
P(|S, —EX|>¢) < Sy

Jednak oszacowanie to jest dalekie od optymalnego dla ,porzadnych” zmien-
nych X. Przykladowo, gdy X ~ N(0,1), to S, ~ N(0,1/n) ~ X/\/n, zatem
wykorzystujac oszacowanie z ponizej sformutowanego Faktu 1.1,

2

P(|Sy| > ) = 2P(X > ev/n) ~ Tomre

exp(—ne?/2).

Fakt 1.1. Dla dowolnego t > 0,
(fl o t73)67t2/2 < / 6782/2618 < t7167t2/2'
t

Dowdéd. Mamy (s~ !exp(—s?/2)) = —(1 + s72)exp(—s%/2) oraz ((s7 —
s73) exp(—52/2)) = —(1 — 3s7%) exp(—s?/2), stad

O If_g)e_tz/2 = / (1- 35_4)6_52/2ds < / e~ /2ds
t t
o0 2 2
< / (1+s52)e s 2ds=t"1e t /2. O
t

Mozemy wiec postawié pytania:
1) Czy oszacowanie P(|S,, — EX| > ¢) rzedu exp(—nf(e)) zachodzi dla szerszej
klasy zmiennych?
2) Czy istnieje granica lim,, o, n~*logP(S, € A) dla ogélnej klasy zmiennych
X i zbioréw A?

Na te pytania poszukamy odpowiedzi w kolejnych sekcjach.

1.1 Podstawowe definicje. Nieré6wnos¢ Chernoffa

Definicja 1.1. Funkcje tworzaca momenty (transformate Laplace’a) zmiennej
X definiujemy wzorem

Mx(t) :=Ee!*, teR.

Przyktlady.
a) Dla X ~ N(a,0?), Mx(t) = exp(at + 0t?/2).
b) Dla X = ¢3, gdzie g ~ N(0,1), Mx(t) =oco dlat#0i Mx(0) = 1.



Fakt 1.2. Jesli X i Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, to Mxiy =
Mx My . W szczegdlnosci, Mg, = (Mx)".

Dowdéd. Oczywisty. O
FLatwe szacowanie z nieréwnosci Czebyszewa daje dla ¢t > 0,

P(S, > s) = P(tS, > stn) < e " Ee'™" = =" (Mx (t))"
= exp(—n(st —log Mx(t))).

Biorac infimum lewej strony po wszystkich ¢ > 0 dostajemy

P(S, > s) < exp ( - n§1>110)(st —log Mx(t))) (1)

Motywuje to nastepujaca definicje

Definicja 1.2. Dla zmiennej losowej X okreslamy

Ax(t) :=log Mx(t), Dy, :={teR: Ax(t) < oo}

oraz
A% (s) :==sup{st — Ax(t): t € R}.

Przyklady

a) Dla X ~ N(a,0?), Ax(t) = at + 0%t?/2, Dp, = R oraz A% (t) = (t —
0)2/(20%).

b) Dla X = g3, g ~ N(0,1), Dy, = {0} oraz A% = 0.

Lemat 1.3. Funkcje Ax: R — (—o0,00], A% : R — [0,00) sq wypukle.

Dowdéd. Wypukloéé funkeji A wynika z nieréwnoséci Héldera. Funkcja A%
jest wypukla jako supremum funkcji wypuklych (linjowych). Ponadto A% (¢) >
0t — Ax (0) = 0. O

Przed sformutowaniem kolejnego lematu przypomnijmy konwencje, ze war-
tos¢ oczekiwana X da sie okredli¢c za pomoca wzoru EX = EX, — EX_ | jedli
tylko EX| < oo lub EX_ < c0.

Lemat 1.4. i) Jesli Dy, = {0}, to A% = 0. Jesli Ax(t) < oo dla pewnego
t>0, to EXy < o0, ajesli Ax(t) < co dla pewnego t <0, to EX_ < co.

i) Jesli EX4 < oo lub EX_ < 00, to st — Ax(t) < 0 dlas > EX,t <0 lub
s<EX,t > 0. W szczegolnosci,

A% (s) =sup{st — Ax(t): t > 0} dla s > EX

oraz
A% (s) = sup{st — Ax(t): t <0} dla s <EX.

iii) Jesli E|X| < oo, to A% (EX) = 0. Ponadto, dla dowolnego X, inf, A% (t) =
0.



Dowéd. i) Dla t > 0 mamy e > tx,, wiec skoficzonoéé Ee!™X implikuje
EX, < co. Podobnie dla t < 0, e!* > —tx_, a zatem EX_ < oo, jesli Ee!X <
0.

ii) Z nieréwnosci Jensena,

Ax(t) = logEe'™ > Eloge'™ = tEX,

zatem st —Ax (1) < (s —EX)t<0dlas>EX,t<0lubs<EX,t>0.

iii) Jesli E|X| < oo, to z udowodnionego wyzej oszacowania Ax (t) > tEX i

0 < A% (EX) < sup(tEX —tEX) = 0.
t
Przypadek E|X| = oo podzielimy na trzy podprzypadki:
a) EX, = EX_ = co. Wéwczas Dy, = {0} i A% =0.
b) EX; < oo =EX_. Dla s € R dostajemy
logP(X > s) < t1r>1£ logEexp(t(X —s)) = tigg(AX(t) —ts) = =A% (s),

czyli 0 < A% (s) < —logP(X > s) — 0 przy s — oc.
c) EX; =00 >EX_. Jak w b) dowodzimy, ze A% (s) — 0 przy s — —co. O

Twierdzenie 1.5 (Nieréwnosé Chernoffa). Jesli EX, < oo lub EX_ < oo, to
P(S, > s) < exp(—nA%(s)) dla s > EX

oraz )
P(S, < s) < exp(—nA%(s)) dla s < EX.

Dowdd. Pierwsza nieréwnos¢ wynika z (1) i Lematu 1.4 ii). Druga nieréw-
no$¢ dowodzimy analogicznie. O

Przyktady.
a) Dla X ~ N(a,o?) nieréwnosé Chernoffa daje

n(t — a)?

P(Sn > t) < eXp(_ 2 2
ag

Ydlat > a

oraz
n(t — a)?
2

P(S, <t) <exp(— ) dlat < a.

W rzeczywistosci mamy S, ~ N(a,0%/n) ~ a + og/\/n, gdzie g ~ N(0,1),
zatem np dla t > a

n(t — a)?

o
exp(—
V2mn(t — a) p( 202

N(0,1), nier6wno$¢ Chernoffa daje tylko trywialne oszaco-
1.

|5

P(S, > 1) =P(g> Y (t—a)) ~ ).

b) Dla X = ¢*
wanie P(S,, >

<

9
)



1.2 Oszacowania z dolu

Widzielismy, ze bez dodatkowych zalozen, nie mozemy liczy¢ na odwrdcenie nie-
réwnosci Chernoffa. Daje sie to jednak (w pewnym stopniu) zrobié przy zaloze-
niach o skoniczonosci funkcji tworzacej momenty. Dlatego w tej czesci bedziemy
zazwyczaj dodatkowo zaktadaé, ze

Ee'* < oo dla wszystkich ¢ € R. (2)

Lemat 1.6. Przy zalozeniu (2) funkcja Mx przedluza sie do funkcji analitycznej
na calej plaszczysnie zespolonej. Ponadto M)((n)(t) =E(X"e!X) dlan=1,2,....
Dowdd. Funkcja f(z) := Eexp(zX) jest dobrze okreglona dla z € C, bo
E|exp(2X)| = Eexp(Re(2)X) < o0o. Oczywiscie f jest przedluzeniem My,
nietrudno tez wykazaé (korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zma-
joryzowanej), ze f jest rézniczkowalna i f'(z) = E(X exp(2X)). Podobnie in-
dukeyjnie dowodzimy, ze f(™(2) = B(X" exp(2X)). O
Definicja 1.3. Dla t € R definiujemy miare probabilistyczng p; na R wzorem

du(z) = Mx (t) " tet®dux (z), ten.

1
A) =

,u‘t( ) MX (t)

E(e" Tixeay)-
Lemat 1.7. Miara probabilistyczna p; spetnia warunki

E,,(z) = / wdp () = Ny (1),

Var,, (z) = / Py (x) — ( / wdpn(2))? = N (1),

Dowéd. Zauwazmy, ze z Lematu 1.6, M (t) = My (t)E,, (z"), wiec
Ay (t) = Mx (t) ' M (t) = E,, (2)

Ny (t) = Mx ()7 MX (8) = Mx (t) 72 (M (1))* = Ey,, (2°) (B, (2))* = Vary, ().
O
Okreslmy

a = essinfX = inf{t: P(X <t) > 0},
B = esssupX = sup{t: P(X >t)) > 0}.
Lemat 1.8. Dla dowolnej zmiennej losowej X,
A% (t) =00 dlat ¢ [a,f],
P(X = a) = exp(~ Ak (a)
P(X = ) = exp(=A% (B)

) jesli o > —o0,
)

jesli B < oo.



Dowdd. Dla t > 0 mamy Ax(t) < at, stad dla s > a,
A% (s) = sup{st —at: t > 0} = oco.
Podobnie Ax(t) < ftdlat <0idla S < g,
A% (s) > sup{st — ft: t < 0} = oc.
Dla dowolnego t € R, Ax(t) > log(e!’P(X = 3)), czyli
P(X =) < infexp(—10 + Ax(f)) = exp(—sup(tf — Ax(t)) = exp(~A% (5)).
7 drugiej strony,
exp(~A%(8)) < exp(Ax (1) — 1) = Bexp(t(X — §) — P(X = §) dla t — oo,

Zatem P(X = ) = exp(—A% (). Tozsamosé¢ P(X = a) = exp(—A%(a))
dowodzimy analogicznie. O

Lemat 1.9. Zalézmy, Ze zachodzi warunek (2) oraz o < 3. Wowczas Ny jest
funkcjq $cisle rosngcg 2z R na (o, 8). Przeksztatcenie © := (A )™t (o, B) = R
spetnia

A% (s) = sO(s) — Ax(©(s)) dla s € (o, B).

Dowdéd. Miara px jest niezdegenerowana, tzn. px ({z}) # 1 dla z € R, wiec
miary p; tez sa niezdegenerowane. Zatem Var,, () > 0 iz Lematu 1.7, A% (t) >
0 czyli A’y jest Scisle rosnaca i funkcja © = (A’y)~! jest dobrze okreslona na
Ay (R). Oczywiscie dla dowolnego ¢,

, fﬁ zet®dux (x)
Ao (1) = Ja =0 TEXT)
X( ) ff etrdux(x)

wiec Ay (R) C («, 3). Wykazemy, ze zachodzi tez odwrotna inkluzja.
Ustalmy ¢ € [EX, 3) oraz u € (¢, 3). Dla dowolnego s > 0,

€ (o, 0),

Ax(s) 2 log(e®P(X > u)) = su+logP(X > u),

zatem

—logP(X > u)

st—Ax(s) <s(t—u)—logP(X >u) <0dlas> p—

Z Lematu 1.4 ii), st — Ax(s) < 0 dla s < 0, zatem supremum funkeji f(s) =
st — Ax(s) jest osiagane w pewnym punkcie s € [0, —(u — )"t log P(X > u)].
W szczegblnosci f'(so) = 0 czyli t = Ay (s0). WykazaliSmy wiec, ze A'(R) D
[EX, 3) oraz A% (t) =tO(t) — Ax(O(t)) dlat € [EX, 3).

Przypadek t € (o, EX] rozwazamy analogicznie. O



Twierdzenie 1.10. Zaldimy, zZe zachodzi (2). Wéwczas dla a € (a,3) oraz
e >0,

A% (©(a))

P(|S, — > (1-—
(1S, —al <) > (1- =X

) exp(—n(Ax (a) +£|0(a)])),

gdzie © := (Ay)71.

Dowéd. Zdefiniujmy t := ©(a), woéwczas z Lematu 1.9, A% (a) = at —
Ax(t). Niech Y, Y7, ...,Y,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
zadanym przez miare probabilistyczna p,. Na mocy Lematu 1.7, EY = A (¢) =
a i Var(Y) = A% (t). Zauwazmy, ze dla dowolnej nieujemnej funkeji f na R™,

Ef(Y1,...,Y,) = (Mx(t) "Ee f(X1,...,X,).
Zatem
1< .
P(Iﬁ ZYi —a|l <e)=(Mx(t)) Eets"ll{\s,ﬁake}

< (Mx(t))mentatltlElp(|S, —a| < e).

7Z nieréwnoéci Czebyszewa

|fzy Cal> o< YO _ K40

ne2 ’
zatem
P(|S, —a| <e) > \fZY—a|<€)eXp( n(ta — Ax (t) + [t|e))
s (1= 50, i+ )

ne?

1.3 Twierdzenie Cramera na R

JestesSmy wreszcie gotowi do sformulowania twierdzenia o wielkich odchylen w
przypadku jednowymiarowym. W odréznieniu od poprzedniego paragrafu nie
stawiamy zadnych wstepnych zalozen o rozkladzie X.

Twierdzenie 1.11 (Prawo Wielkich Odchyleni Cramera).
i) Dla dowolnego zbioru domkm'@tego F CR,

lim sup log P(S, e F)< - ing A% (2).
n— o0 BAS
it) Dla dowolnego zbioru otwartego G C R,
hmlnf log P(S,€qG)> - ingA}(m).
xTE

n—oo



iii) Dla dowolnego zbioru T’ € B(R),

— inf A% (z) <lim infl logP(S, €T

x€int(I) n—oo n

< limsup 1 logP(S, €T) < — inf A% (z).
n—oo N zecl(T)

Dowdd. i) Niech I := infep A% (x). Jedli Ir = 0, to teza jest oczywista,
mozemy zatem zakladaé, ze Ir > 0. Wtedy Dy, # {0}, czyli EX; < oo lub
EX_ < co. Rozwazymy trzy przypadki.

a) E|X| < co. Poniewaz A% (EX) = 0 wigc EX ¢ F. Niech (a,b) bedzie skia-
dowa R\ F' zawierajaca EX. Jesli a > —o0, to a € F', A% (a) > Ip, podobnie
jesli b < o0, to b € F, A% (b) > Ir. Mamy zatem z nieréwnosci Chernoffa,

P(S, € F) <P(S, <a) + P(S, > b) < e 5@ 4 o750 L gemnir,

skad n=tlog P(S, € F) < —Irp + n~tlog2 — —Ip przy n — oo.

b) EX = —oo, wéwczas A% jest niemalejaca, A% (x) — 0 przy z — —o0, a
zatem warunek Ir > 0 implikuje b = inf F' > —oo. Z domknigtosci b € F, czyli
A% (b) > I oraz

P(S, € F) <P(S, >b) < e ™x) L emnlr,

¢) EX = co. Rozumujemy analogicznie jak w b).

ii) Musimy, ze warunek = € G implikuje lim inf n~log P(S,, € G) > —A% ().
Zmienna Y = X — z spelnia Ay (t) = Ax(t) — xt, A} (s) = A% (s + z). Zatem
rozpatrujac X —z i G — x zamiast X i G widzimy, ze mozemy zaktadaé, iz
x = 0. Z otwartoséci G, mamy (—d,0) C G dla pewnego 6 > 0. Wystarczy zatem
wykazaé

nnniiogf%mg P(5, € (~0,)) > ~A%(0) = inf Ax (1) (3)
Dowdd (3) rozbijemy na kilka przypadkéw.

Przypadek I. X > 0 p.n. Mamy wéwczas z twierdzenia Lebesgue’a o zbiez-

nosci zmajoryzowanej,

inf Ax(t) < lim Ax(t) =log lim Ee™ =logP(X =0).
t t——o00 t——00

Ponadto P(S,, € (—4,6)) > P(S, = 0) = P(X = 0)" i natychmiast dostajemy
(3).

Przypadek II. X < 0 p.n. Dowodzimy w taki sam sposéb jak w przypadku
I.

Przypadek III. essinfX < 0 < esssupX oraz Dy, = R. Z Twierdzenia 1.10
(z a =0) dostajemy dla 0 < e < ¢,

1 ~ 1 _
liminf — log P(S,, € (—4,9)) > liminf — log P(|S,,| < &) > —A%(0) —e.

n—oo N n—oo N

Biorac ¢ — 0+ dostajemy (3).



Przypadek IV. essinf X < 0 < esssupX 1 X dowolne. Wybierzmy M > 0 na
tyle duze by P(X € [-M,0)),P(X € (0,M]) > 0. Niech Y bedzie mialo taki
rozklad jak zmienna X pod warunkiem |X| < M, tzn.

P(Y € A)=P(X € A, |X| < M)/P(|X| < M),

za$ Y1,Ys, ... beda niezaleznymi kopiami Y oraz T, = (Y1 + ... + Y,,)/n. Za-
uwazmy, ze dla dowolnej funkeji mierzalnej f: R™ — [0, 00) mamy

Ef(X1,...,X0) 2 Ef(X1,.. ., Xo) Ly x, <0, X0 | <MY
=P(X|<M)"Ef(Y1,...,Y,).

W szczegdlnosdcei,
P(S, € (=6.6)) > P(IX| < M)"P(T,, € (—3.5)).

Zmienna Y jest ograniczona, wiec na mocy przypadku III,

n—oo M n—oo

lim inf 1 log P(S,, € (=§,9)) > logP(|X| < M) + lim inf 1log P(T, € (-4,0))
n
> log P(IX| < M) + inf Ay (t) = inf Ay (1),

gdzie Aps(t) := log EetX]l{‘XKM}. Zauwazmy, ze funkcje Ay rosnie po M, wiec
inf; Ay (t) zbiega przy M — oo do pewnego a. WykazalisSmy, ze

lim infl log P(S,, € (=4,9)) > a,

n—oo N

wiec wystarczy wykazaé, ze a > inf; Ax (t). Rozpatrzmy zbiory
K]V[ = {t: AM(t) < a}.

Funkcja Aps(t) zbiega do nieskoniczonosci przy t — oo, wiec zbiory Ky tworza
zstepujaca rodzine zbiorow zwartych, niepustych. Istnieje wiec punkt ¢y nalezacy
do ich przeciecia, ale wtedy Aps(tg) < a dla wszystkich M czyli, z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej, Ax (tg) = limyr—o0 Apr(to) < a. O

Uwaga 1.1 Analiza pierwszej czeéci dowodu pokazuje, ze wykazalidémy

P(S, €T) < 2exp(—n ir}fr) A% (x)) dla dowolnego I' € B(R).
TEeC

1.4 Twierdzenie Cramera na R¢

W tej czesci bedziemy zakladaé, ze X, X,... sa niezaleznymi d-wymiarowymi
wektorami losowymi o jednakowym rozktadzie.



Definicja 1.4. Dla d-wymiarowego wektora losowego X okreslamy dla t € R,
Mx(t) == Ee™X) | Ax(t) :=log Mx(t)
oraz dla s € R?,
A% (s) :=sup{(s,t) — Ax(t): t € R}

Wspéhrzedne wektoréw X (odp. X;) bedziemy oznaczaé X @) (odp. X)) i
definiujemy S = pt P Xi(]).
Bedziemy zakladaé, ze

M (t) < oo dla wszystkich ¢t € RY. (4)

Lemat 1.12. Przy zaloZeniu warunku (4),
i) Funkcja Ax: R? — R jest wypukla, klasy C™ oraz
iA(t) = BE(XWetX),
ot;
ii) Funkcja A% : RY — [0, 00] jest wypukia.
i) Jesli s = VAx(t) dla pewnych s,t € R, to A% (s) = (t,s) — A(t).

Dowdd. i) Wypukloéé Ax wynika z nieréwnosci Holdera jak w przypadku
jednowymiarowym. By udowodnié gltadkos$é, indukeyjnie po |a] = a1 +... 4+ ag,
dowodzimy, ze dla a € Zi,

o 9o
oS oty

Ax(t) = B((XW)or ... (X (D)aaeltXD),

ii) Funkcja A% jest wypukla jako supremum funkcji liniowych. Nieujemnosé
A% wynika z szacowania A% (t) > (0,t) — Ax(0) = 0.
iii) Ustalmy u € R? i okreslmy
gla) =alu—t,s) — Ax(t+alu—1t)+{ts), acR.

Wypuklosé Ax implikuje wklestosé g, zatem
=({u—t,s) —(u—1t,VAx(t)) =0.

Dostalismy wiec ¢g(1) < g(0), czyli (u, s) — Ax (u) < (¢, s) — Ax(t), co po wzieciu
supremum po u € R% daje teze. O
Twierdzenie 1.13. Zaldimy, ze Mx(t) < oo dla wszystkich t € R?. Wowczas
i) Dla dowolnego zbioru domknigtego F C R?,

1 _
limsup —log P(S,, € F) < — inf A% (z).

n—oo N relF

10



ii) Dla dowolnego zbioru otwartego G C R?,

hmlnf—logP(S € G) > — inf A% (x).

n— oo zeG

i) Dla dowolnego zbioru T' € B(R?),

— inf A% (z) < hmlnf—logP(S el)

z€int(T) n— 00

< limsupflogP(S'n el) < — inf A%(z).

n—oo N zecl(T)

Dowdéd. i) Zauwazmy, ze 20 — infsep (A% (s) A M) — —infsep A% (s) pray
0 — 04, M — oo, wiec wystarczy iz wykazemy

lunsupflogP(S eF)<2)— 11€1£(A}(5)AM) dlad>0,M<oo. (5)

n—oo

Ustalmy § > 01 M < oo, dowéd (5) podzielimy na dwa kroki.
Krok I. F C R? zwarty. Dla s € F niech t, € R? bedzie takie, ze

(s,t5) — Ax(ts) = N (s) A M —§

oraz rs > 0 takie, ze r4|ts| < d. Przez B(s,r) bedziemy oznaczaé kule otwarta o
érodku w s i promieniu 7. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru G € B(R?),

P(S,€G) = Elg, cey < Eexp((t,S,) — 122(7& x)).

Zauwazmy, ze

inf ts, = (ts, inf ts, T — = (ts, —rs|ts| = (ts, — 0.
zeér(ls,rs)< x> < S> +r€ér(ls,rs)< -'L' S> < S> " | ‘ < S>

Zatem

P(S, € B(s,rs)) < Eexp(n(ts, S,)) exp(— ér(lf )n(ts,x>)
rzeB(s,rs

< exp(n(Ax (ts) = (L5, 8) +0)) < exp(n(26 — Ax(s) A M)).

Zbioér F' jest zwarty wiec istnieje skonczony podzbiér S C F taki, ze F' C
Uses B(s,7s) 1 wowezas

P(S, € F) <Y P(S, € B(s,r,)) < Y _ exp(n(26 — Ay (s) A M)),

s€S sES

zatem

limsupllogP(S'n €EF)<20— mm(AX( JAM) <26 — inlfv(A}(s) A M).
s€

n—oo T sES
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Krok II. F dowolny zwarty. Dla p > 0 niech K, := [—p,p|?. Jedli p >
max; E|X ()|, to z nieréwnosci Chernoffa,

d d
P(S, ¢ K,) <> PSP > p) <> (exp(—nAi (p) + exp(—nA e (—p)))-
=1 j=1

Poniewaz A%, (s) — oo przy |s| — oo, wice dla odpowiednio duzego p, P(S, ¢
K,) < exp(—nM), czyli

P(S, € F)<P(S, € FNK,)+P(S, ¢ K,) <P(S, € FNK,) + exp(—nM).

Zbiér F'N K, jest zwarty, wiec na mocy Kroku I,

limsupllogP(Sn €EFNK, <20— inf (A%(s)AM),

n—oo N seFNK,

a poniewaz 20 — inf,cpnr, (A% (s) A M) > —M, wiec

1 _
li —logP(S, € F) <20 — inf (A%(s)AM) < 26— inf (A% (s) AM).
imsup - log (Sn € F) seganp( X(s) A M) inf (Ax (s) A M)

ii) Wystarczy iz wykazemy, ze liminf, .o +logP(S, € G) > —A%(s) dla
dowolnego s € G. Poniewaz B(s,d) C G dla pewnego § > 0, wiec musimy
jedynie wykazaé, ze

lim inf flogP(S € B(s,0)) > —A%(s) dla é > 0.

n—oo

Rozpatrzymy dwa przypadki.
Przypadek 1. s = VAx(t) dla pewnego ¢t € R
Okreélmy miare probabilistyczng p; na R? wzorem

dpue () = " dux (x),

MX(t)

czyli dux (v) = exp(—(z,t) + Ax (t))dus(x). Niech Y, Yy, Ys, ... beda niezalezny-
mi wektorami losowymi o rozkladzie u, 1), := (Y1 +...4+Y,) oraz T,, :=T,,/n.
Dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej f na R¢ mamy

Ef(Xla s aXn) = exp(nAX (t))Ef(Yh cey Yn) exp(7<t, Tn>)7

zatem
P(S, € B(s,9)) = eXp(nAx(t))EeXp( (&, Tn)) i, e B(s,0))
= exp(—n((t, s) — Ax (1)) Eexp(—n(t, T — 5))L{jz, —s|<5)}
> exp(—nA% (s) + nd)P(|T, — s| < 9).
Mamy jednak
1 X)) _ YMx () _ .
BY = gy B = S = Vax () =,

12



czyli ze stabego prawa wielkich liczb,
1 - 1 _
liminf —logP(S,, € B(s,d)) > —AX%(s) + d + liminf — log P(|T,, — s| < 4))
n—oo N n—oo N
= —A%(s)+ 0.

Otrzymujemy wiec

hmmf— log P(S,, € B(s,6)) > hm lim inf —logP(S € B(s,0)) = —A%(s).
n—oo ’'—0+ n—oo
Przypadek II. X dowolna zmienna spelniajaca (4). Niech G, G1, Ga, ... nie-
zalezne kanoniczne d-wymiarowe wektory gaussowskie (tzn. wspélrzedne G; sa
niezaleznymi zmiennymi N (0, 1)), niezalezne od X, X1, X, . ... Ustalmy M > 0
i zdefinujmy
Gi+...G,

1 1
Yi=X+—G, Y, =X,+—G;, R,:=
K3 n n /7M

VM T M
Wowezas My (t) = Mx (t)Mg(t/vVM) = Mx(t)exp(|t|?/(2M)), czyli Ay (t) =
Ax(t)+[t]2/(2M) > Ax(t) oraz A} (s) < A% (s) dla wszystkich s. Z nieréwnoéci
Jensena, Ax (t) = logEexp(<t,X>) E(t, X), czyli Ay (t) > [t|?/(2M)+(t, EX)

oraz
(s,t) — Ay (t) < —[t]*/(2M) + (t,s — EX) — —o0 przy |t| — oo,

a wiec funkcja t — (s,t) — Ay (t) osiaga swoje supremum czyli istnieje ¢ takie,
ze s = VAy (t). Mamy
Yi+...Y, -
y =5, + R,
n
na mocy przypadku I otrzymujemy

hmmfflogP(S + R, € B(5,0/2)) = —A}(s) > —A%(s).

n—oo

Zmienna R, ma ten sam rozklad, co G/vnM, wiec

) . ) nM§>
> (7 > < _
P(|R,| 2) P(G| > ;zlP (1GVY] nM?d) 2d exp( 32 ),

ostatnie szacowanie wynika stad, ze GU) ~ AN(0,1). Jedli przyjmiemy M :=
857 2d? (A% (s) + 1), to dostaniemy
P(|R,| > g) < 2dexp(—n(A%(s) +1)) < %P(S’n + R, € B(S, g))
dla dostatecznie duzych n. Zatem
) >

P(S, € B(S,6)) > P(S,+R,, € B(S, g))—Pan\ > P(S,+R, € B(s, g))

[NCRS)
w\»—t

dla duzych n, czyli
1 . 1 _
lim inf ﬁlogP(Sn € B(s,0)) > liminfﬁ logP (S, + Ry, € B(s,0/2)) = —A%(s).

O
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2 Nieréwnosci Wyktadnicze.

Nieréwno$é Chernoffa pokazuje, ze jesli S = Y ' | X; oraz X; sa niezalezne o
jednakowym rozkladzie, to P(S > s) < exp(—nA%(s/n)). Jednak stosowanie
tej nierownosci w praktyce natrafia na pewne ograniczenia:
i) Nie zawsze da si¢ doktadnie obliczy¢ Ax, a co za tym idzie A%;
ii) Zalozenie o jednakowym rozkladzie X; bywa czesto niewygodne.

By te trudnoéci obejé¢ zauwazmy, ze dowdd nieréwnosci Chernoffa pokazuje,
ze

P(S > s) <exp ( — sup(st — As(t))) dla s > 0.
>0

Ponadto jesli bedziemy umieli oszacowaé dla wszystkich 4, Ax, z gory, to da
nam to gérne ograniczenie Ag = > . | Ax, i za poSrednictwem powyzszej nie-
réwnosci ograniczymy tez P(S > s). Metode te bedziemy stosowaé w kolejnych
paragrafach.

Szacowania P(S > s) z dolu sa z reguly duzo trudniejsze, co juz wczesniej
widzieliSmy przy prébie odwrécenia nieréwnosci Chernoffa.

2.1 Nieréwnosci dla ograniczonych przyrostéow

W tym paragrafie pokazemy jakie szacowania mozna wyprowadzi¢, jesli potra-
fimy oszacowac¢ poszczegdlne zmienne z gory.

Lemat 2.1. Zalozmy, ze X jest zmienng losowq o $redniej zero takq, Ze d =
| X oo < 0. Wowczas

Ax (t) < exp((dt)?/2) dla wszystkich t.

Dowdd. Poniewaz Ax (t) = Ax/q(dt) mozemy zakladaé, ze d = 1. Dla |z] <
1 mamy 152¢ + 421 = ta, wiec z wypuklodci exp(z),

1-— 1
ST Tty %et = sinh(t) + z cosh(¢) dla |z] < 1.

et;v <

[\

Zatem, jesli || X || < 1, to
E exp(tX) < cosh(t) + sinh(t)EX = cosh(t) < exp(t?/2).
O

Twierdzenie 2.2. Zaldzmy, Ze X; sq niezaleznymi zmiennymi losowymsi o $red-
niej zero oraz || Xillso < d;. Wowczas

Eexp (tzn:Xi) < exp (idfg)
i=1

i=1

oraz
2

- s
P( Xv}S)Q(&Xp(TLi).
2% L
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Dowdd. Pierwsza nieréwnosé wynika natychmiast z Lematu 2.1. By uzyskaé
druga szacujemy dla S =Y | X,

n

P(S>s) <exp ( — sup(st — As(t))) < exp ( — sup (st — deg))

t>0 t>0 i—1
2

- ()
O

Whiosek 2.3. Zaldzmy, ze (g;) jest ciggiem Bernouliego tzn. ciggiem niezalez-
nych zmiennych losowych takim, zZe P(e; = £1) = 1/2. Wéwczas dla dowolnego
ciggu a; spelniajacego Y-, a? < co zachodzi

2

P(zi:aiai > s)) <exp(—2£7).

Dowdd. Prosty argument graniczny pokazuje, ze wystarczy rozwazaé przy-
padek skoniczony, ktory jest natychmiastowym wnioskiem z Twierdzenia 2.2. [

Uwaga 2.2 Mozna udowodnié¢ znacznie ogdlniejsze twierdzenie - nieréwnosé
Azumy. Dla dowolnego martyngatu (My, Fi)r_, takiego, ze | My — Mi_1|loo <
djy, zachodzi

2

S
P(Mn — Mo > 8) < exXp (m)

2.2 Nier6éwnosci typu Bernsteina

Nier6éwnosci z poprzedniego paragrafu sa malo precyzyjne, dzialaja dobrze tylko,
gdy wariancja zmiennych jest zblizona do kwadratu ich normy supremum. Jest
to zwiazane z tym, ze w zalozeniach wystepowala tylko norma L*°. W tym pa-
ragrafie pokazemy jak mozna jednoczesnie wykorzystywaé znajomos$é wariancji
i normy supremum.

Lemat 2.4. Zaloimy, Ze X jest zmienng losowq o Sredniej zero takq, Ze istniejg
%, M < oo spelniajgce

|
mxﬁg%ﬁ%ﬁﬁdezz&““

Wowezas -
t
Ax(t) < ; 7

TV e Mt < 1.
@ —an YoM
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Dowéd. Liczymy

— ¥ k — t* 22 rk—2 ?o? & k—2
Mx(t) =) GEBXN <14 )" S0 M2 = 14— 3 (i)
k=0 k=2 k=2
1+ o2t? < ( o2t? )
= —  Lexp(———).
21— Mty ~ P \a = M)

O

Twierdzenie 2.5 (Nieréwnos$¢é Bernsteina). Zaldzmy, ze X; sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi o Sredniej zero, za$ o2, M < oo sq takie, ze

k!
BIX;[* < SofM*? dlai>1, k>2. (6)

Wowczas

E (tiX) < (t22?:1‘7”2> dla Mlt| < 1
exp i) <exp | ——=——L a
2 201 = M)

oraz dla s > 0,
2

s
Xi > s) <exp<— 22?:1012+2Ms)’

NNgE

3

P(

=1
P(| "X > )<2 ( i )
i| Z S| SN 4€X - ) .
7 PAT oy o2+ oM

%

P . n n z .
Dowéd. Niech S := Y7 | X;, 02 1= >0 02, woéwezas Ag = >, Ax, i
pierwsze oszacowanie wynika z Lematu 2.4. Dalej szacujemy

202
P(S>s gexp(—supst—A5t><eXp(— sup st—7>
(523) sap(st — As(t)) I TR VT
<en (- g
ST 902 1 anrs )

gdzie ostatnia nieréwnoéé dostajemy przujmujac t = s(o? + Ms)~!. Poniewaz
zmienne —X; spelniaja te same zatozenia co X;, wiec dostajemy dla s < 0,

2
P(S<s)=P(-5 > —s) < (— 7)
(5 <s)=P( §) Sexp (g5
i z tozsamosci P(|S| > s) = P(S > s) + P(S < —s) wynika ostatnia cze$é
tezy. O

Uwaga 2.3 Na mocy centralnego twierdzenia granicznego oraz Faktu 1.1
nie mozemy si¢ spodziewaé lepszego oszacowania niz exp(—s2/(20?)). Ponad-
to zmienne X; o rozkladzie symetrycznym wykladniczym z parametrem 1 (tzn.
zmienne z gestoscia exp(—|z|)/2) spetniaja E|X;|? = k!, czyli dla takich zmien-
nych zachodza zaltozenia Twierdzenia 2.5 z 0‘1-2 = 2, M = 1. Pokazuje to, ze i nie
mozemy uzyskaé szacowania lepszego niz exp(—s/M).
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Whniosek 2.6. Zalozimy, Ze X; sq ograniczonymi niezaleznymi zmiennymsi lo-
sowymi o Sredniej zero, wowczas dla s > 0,

P(LXizs) <ewn (- o)
; Z8) S P 202 + 2as/3
gdzie 0> = Var(}._, X;) = > 1" | EX? oraz a = max; || X; |-
Dowéd. Mamy dla k > 2,
k!

E[X:|* < " 2EX? < 5‘(%)’“2@(5,
zatem warunek (6) jest spelniony z M = a/3 oraz o; = EX?. O

Uwaga 2.4 Nieréwno$¢ Bernsteina pokazuje, iz jesli s max; || Xl < 3¢ Y., EXZ,

to
2

P(;Xi 23) gcxp(—m).

Kolejny wynik pokazuje jak odwréci¢ szacowanie z powyzszej uwagi.

Twierdzenie 2.7 (Odwrotna nieréwnos¢ wyktadnicza Kolmogorowa). Dia e >
0 istniejg stale K () i §(e) takie, Ze dla ograniczonych niezaleznych zmiennych
losowych X; o $redniej zero oraz 0? = Var(>_1 | X;),

2

s s
P(ZXi 23) }exp(—(l—l—e)ﬁ),
i=1

o ile
smax || X ||oo < 6(¢)0? oraz s > K()o.

Dowdd. Ustalmy € > 0 i niech v = u(e) bedzie takg liczba dodatnia dla
ktorej

1—®(u) > 2exp(—v1 + eu?/2).

Wybranie u jest mozliwe na podstawie np. oszacowan Faktu 1.1.
Krok I. Istnieje stala v = (g) taka, ze jeSli ograniczone niezalezne zmienne
losowe X; o sredniej zero spelniaja

k N\ 1/2
Xilloo <) (DEXE)
max [ Xil|oo < 7() Z; ;

to

: - 2\1/2 1 u?
P(> X, >u(;EXZ-) ) > 5 (1= () >exp(—\/m3).

i=1
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Oczywiscie wystarczy rozpatrywaé przypadek Zle EX? = 1. Zalézmy, ze
takie v nie istnieje. Wéwczas dla kazdego n istniejg niezalezne zmienne losowe
Xn1s Xn2, ..., Xn g, odredniej zero takie, ze || X, illco <n7t, Zf;l EX%z =1

(me/ u) < (1f<1>( )).

Latwo sprawdzié, ze uklad tréjkatny (X, ;)n,; spelnia warunek Lindeberga, wigc
na mocy centralnego twierdzenia granicznego,

nlgr;OP(ZXm > ) =1 ®(u),

co daje sprzecznos¢ z poprzednig nieréwnoécia. Zatem teza Kroku I zostala
wykazana.

Krok II. Dowdd twierdzenia. Bez straty ogdlnosci mozemy zakladaé, ze
S EX? = 1. Zdefiniujmy no = 0 oraz indukeyjnie

n; = inf{m: Z EX2 }
i=nj_1+1 L+e
Konstrukcje przerywamy na takim ny dla kt(’)rego
> omae
1=ng+1 + 8

wtedy oczywidcie k < u™252\/1 + ¢. Okredlmy

nj
Sj= Y Xidlaj=1,... k-1
i:nj71+1

Sk = i Xi~

i=np_1+1

Wéwezas S1+ ...+ S, =Y., X; oraz Var(S;) > u?/(s?/1+ ¢). Ponadto
x| X < 5716() < (Var(s;))17?,

oraz

jesli 6(e) < wy(1 + &)~/4. Zatem na mocy kroku I,

P(s > ) SP(S; > u(Var(s;)/?) > it
(]/5\717?)/ (S; = u(Var(S;)) )/exp<— —1—55).
oraz

2 k 2 2

P<S> kt\/%) >j1:[1P(Sj > W%) > exp(—km%)

> exp(—(1 4 ¢)s%/2).
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Oszacujmy k z dotu. Mamy dla j =1, ...k,

i EX? < v +EX? < 1( v + 6%( ))
P 5 — n, X o €)),
i SVl+e P \VT+e
co daje
" k u? u?
1= EXZ-2<—( +525)+7,
; $2\V1+¢ ©) s2y/1+¢
czyli

2 .2 2

S s°y1l+e—u > im,
u? +/1+e62(e) ~ u?

o ile §(¢) jest odpowiednio male, a K(e) odpowiednio duze. I wtedy

2

P(S>s)>P(S> )}exp(—(l—i—s)%).

2
Y
tv1+e
O
Uwaga 2.5 Nieréwnos¢ z powyzszego twierdzenia mozna tez rownowaznie sfor-
mutowaé jako
P(

2

%23)> g (<0 + ).

n
i=1
oile R
max(s, o) max || X || o < d(g)o?.

3

2.3 Nier6é6wnosé¢ Bennetta

Szacowanie podane we Wniosku 2.6 jest z uwagi na centralne twierdzenie gra-
niczne bliskie optymalnego dla s matych. Jednak dla s duzych mozna je poprawié¢
o czynnik logarytmiczy.

Lemat 2.8. Zaléimy, ze X jest zmienng losowq o $redniej zero, wariancji o>

oraz || X;||eo < a. Wowczas

[\v)

g

ta
Ax(t) < ﬁ(e —ta—1).
Dowdéd. Liczymy
— t'"EX* >, thak—2 o2
tX 2 o ta
Ee —1+tEX+ZT <1+0°)° g =1t (et —ta—1)
k=2 k=2
i teza wynika latwo z nieréwnoéci In(1 + z) < z. O
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Twierdzenie 2.9 (nier6wno$é Bennetta). Zaldzmy, ze X; sq ograniczonymi
niezaleznymi zmiennymi losowymi o Sredniej zero, o = Var(y ., X;) = > EX?
oraz a > max; || X;||co. Wowezas dla t > 0,

n 2
Eexp (t E XZ-) < exp (U—z(em —ta — 1))
a
i=1

oraz dla s > 0,

- o sa S sa
P(ZXi > S) <exp(— ¥h<§)) <exp(— %ln (1—1—;)),
i=1

gdzie
hiz):=14+2z)In(l+z) — .

Dowdéd. Pierwsza czes¢ wynika natychmiast z Lematu 2.8. By pokazaé druga
zauwazamy, ze dla S =" | X;,
o2
P(S > s) <exp ( —sup Ag(t) — ts) < exp ( — sup <st — —Q(et“ —ta — 1)))
t>0 t>0 a

Prosty rachunek pokazuje, ze powyzsze supremum jest osiagane w punkcie

1
t=-mn(1+%)
a g

i wynosi
2 2
o sa sa sM o sa S sa
() w1+ 3) - 7] = 50 () > 5 1+ ).
gdzie ostatnie oszacowanie wynika z ponizszego lematu. O

Lemat 2.10. Dla dowolnego x > 0,
I+z)In(l+2)—z> gln(l—l—x).

Dowdd. Niech f(z) = (14+2z)In(142) —x—(z/2) In(1+2z) = (1+2/2) In(1+
r) — . Liczymy f'(x) = (In(1+2) — (1 + )71 /2, f"(z) = (1 +x) 2, zatem
f(0) = f(0) =0 oraz f’(z) > 0dlaz > 0. O

Uwaga 2.6 Jedli P(X,,; = 1) =1—-P(X,;) = 1/n oraz X,,; sa niezalezne,
to rozklad Y"1 | X; , zbiega do rozkladu Poissona z parametrem 1. Oczywidcie
>  EX?, =1 =max; || X;nlle. To pokazuje, ze przy zalozeniach Twierdzenia
2.9 nie mozna uzyska¢ przy s — oo oszacowania lepszego rzedu niz sln s.
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3 Nieréwnosci maksymalne

W tym rozdziale bedziemy zaktadaé, ze (F\,| - ||) jest oSrodkows przestrzenia
Banacha, a X; wektorami losowymi o wartosciach w F'. Tradycyjnie definiujemy

Sn = i Xi~
i=1

Przy dowodzeniu twierdzen granicznych przydaja sie nieréwnosci pozwalajace
szacowaé maxy, ||Sk|| przez pojedyncza zmienng Sy.
3.1 Nier6éwnosci Levy’ego i Levy’ego-Octavianiego

Twierdzenie 3.1 (Nieréwno$¢ Levy’ego). Zaldzmy, ze X; sq niezaleznymi sy-
metrycznymi wektorami losowymi w F. Wowczas dla s > 0,

P( max [|Sg|| > s) < 2P(||S, ] > 5).

\k\

Dowédd. Niech
A =151l < s, [1Sk-1ll < 8, [1Sk]l > s}

Zauwazmy, ze dla dowolnych z,y € F,

1 1
max(lz +yll, Iz = yl) > 3z + gl + 5l =yl > ),

zatem
A C (A NV {[ISk + (Sn = Sk)ll = s3) U (Ax N {I[Sk — (Sn — Sk)|| = s}).

Laczny rozklad zmiennych (Si,So,...,Sk, Sy — Sk) jest taki sam jak laczny
rozklad (51,52, ..., Sk, —(Sn—Sk)), wiec oba zbiory po prawej stronie powyzszej
inkluzji maja jednakowe prawdopodobienstwo, zatem

P(Ar) <2P(Ar N {|ISnll > s}),

czyli

n

P( max S > s) = 3 P(A) <2 ) P(AN{ISu] > s}) < 2P(ISa > 9).

Sk
k=1 k=1
O

Whiosek 3.2. Zaldzmy, ze zmienne X; sa niezaleine i symetryczne oraz |a;| <
1. Wowczas

P(| S aiXi]| > 1) < 2P(S, ] > ¢).
=1
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Dowéd. Mozemy zakladaé, ze a1 > as > ... > a, > 0, woéwczas

n n—1
> aiXi=anSn+ Y (ak — ar1)Sk,
i=1 k=1

czyli | Y0 a; X;|| < maxicren ||Sk|| 1 teza wniosku wynika z nieréwnosci Le-
vy’ego. O

Uwaga 3.7 Jedli zalozenia Wniosku 3.2 sa spelnione, to dla dowolnej funkcji
wypuktej f: FF — Ry,

n

EF(Enj a:X;) <EF(Y_ Xi),
i=1

i=1

w szezegdlnosdel || Y0 a; Xillp, < |27 Xillp- Nie jest jednak prawda, ze nie-
réwnosé z Wniosku 3.2 zachodzi ze stata 1.

Przejdzmy teraz do przypadku niesymetrycznego.

Lemat 3.3. Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X; oraz u,t > 0,

) < P([|Snll > w)
1 — maxipgn P(|[Sn — Skl > 1)

P( max ||Sk|| >t +u

max (7)
0ile P(||Sp, — Skl >t) <1dlal<k<n.
Dowéd. Zdefiniujmy
A ={IS1ll <t+u,...,|[|Sk—1l] <t+u,||Skl| >t +u}

zbiory Ay sa parami rozlaczne oraz

A= U A = {lmax I|Sk| = t—l—u}.
k=1

<k<n

Zauwazmy, ze ||Sn|| = [|Skll — ||Sn — Skll, zatem wykorzystujac zalozenie o
niezaleznosci,

P([[Sn = Skl < t)P(Ax) = P(Ax 0 {[|Sn = Skll <}) <P(Ax N {[[Snll > u}).

Otrzymujemy

n

min P(”Sn - Sk” < t)P(A) < ZP(”Sn - SkH < t)P(Ak)

1<k<n

>
Il
—

<

NE

P (A 0 {[[Snll = u}) < P([[Sh]| > ),

b
Il
_

co po podzieleniu stronami przez miny ¢ g<pn, P (]S, —Sk|| < t) = 1—-maxi<r<n P(||Sn—
Sk|l > t) daje teze lematu. O
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Twierdzenie 3.4 (Nieréwnosé Levy’ego-Octavianiego). . Zalézmy, Ze X; sq
niezaleznymi wektoramsi losowymi w F. Wéwczas dla s > 0,

> < >
P( max [Si > s) <3 max P(|Si] > s/3). (8)

1<k<n
Dowéd. Szacujemy

P(Sn = Skll > ) < P(ISll > £/2) + P(ISk] > £/2) < 2 max P(ISi] > ¢/2),

zatem

P(||S, — <2 P > t/2).
max. ([1Sn — Skl < t) max 1Skl = t/2)

Oczywiscie by udowodnié¢ (8) mozemy zalozyé, ze maxycr<n P(||Sk]| > s/3) <
1/3. Kladac u = s/3 oraz t = 2s/3 w (7) dostajemy

P(||Sn] > s/3)
— 2maxi<e<n P([[Sk]| = s/3)

p( max [|Sg|| > s) <s < 3P([|S,] = 5/3).

1<k<n

O

3.2 Nier6éwnosci dla sum zmiennych o jednakowym roz-
kladzie

W tym paragrafie bedziemy dodatkowo zakladaé, ze
Niezalezne zmienne X; o warto$ciach w F' maja jednakowy rozklad. (9)
Dla wektora losowego X o wartosciach w F'i s > 0 okreslmy
A(X,s) = ;rel%P(HX —z|| > s).
Lemat 3.5. Jesli X 1Y sq niezalezne, to
AX +Y,s) > A(X,s) dla s > 0.
Dowéd. Dla dowolego = € F' dostajemy
P(IX+Y —z|| >s) =EyPx (| X +Y —z|]| > s) > Ey A(X, s) = A(X, s).
O
Lemat 3.6. Zaldzmy, zZe zachodzi (9) oraz P(||S,|| > s/5) < 1/4. Wéwczas

max P(Se] > s) < P(ISa]l > 5/5).

1<k<n
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Dowdéd. Ustalmy liczbe o taka, ze 1/4 > o > P(||S,] > s/5). Wowczas
oczywiscie A(Sy,s/5) < «, czyli na mocy Lematu 3.5, A(Sg,s/5) < « dla
k=1,...,n. Mozemy zatem wybraé¢ z1,...,z,—1 € F dla ktérych

P(||Sk —xkl| >s/5) <, k=1,...,n—1.

Wybierzmy i < n — 1 takie, ze ||z;|| = maxigj<n—1 [|2;]. Wiemy, ze P(||.S; —
zi|| > s/5) < a oraz P(||Sy,|| > s/5) < «), stad

P(||Sn—i + || > 2s/5) = P(||S,, — (S; — x;)|| > 25/5) < 2a.

Rozpatrzymy trzy przypadki.
i) i =n —i. Mamy

P{||S: — x|l > s/5} U{||Sn—i + x| > 2s/5}) < 3a < 1,

wiec istnieje zdarzenie elementarne w dla ktérego ||S;(w) — z;]| < s/5 oraz
|Sn—i(w)+m;]| = ||S;(w)+z;]] < 2s/5. Na mocy nieréwnosci tréjkata dostajemy
[|22;]] < 3s/5.
ii) i > n —i. Mamy
P([[S2i—n = 2x4]| > 3s/5) = P(||(S; — x;) — (Si — S2i—n + ;)| > 35/5)
< P(HSz — LL’Z” > 8/5) + I’(HSz — Soin + LUZH > 28/5)
<a+P(||Sh—i + zi]| > 2s/5) < 3.

Zatem
P({“SQz_n — 2581” > 38/5} @] {HSQrL'_n — $2i—n|| > 28/5}) <da < 1,

czyli istnieje w takie, ze || Sa;—n(w) —2z;|| < 3s/5 and ||S2;—n(w) —z2i—n|| < s/5.
Zatem ||za;—pn — 22;]] < 4s/5. Stad ||z;|| > ||z2i—nl| = 2||l@;|| — 48/5, czyli w tym
przypadku ||z;|| < 4s/5.
iii) ¢ < n — 4. Dostajemy
P(HSn,gz + 2£L'ZH > 38/5) = P(”(Snfl + ZL’z) — (Snfl — Sp_o; — ZL’Z)” > 38/5)
S P([[Sn—i + xil| > 25/5) + P([|Sn—i — Sp—2i — x| > s/5)
<20+ P(||S; — xi]| > s/5) < 3a.
Tak samo jak w poprzednim przypadku pokazujemy, ze ||z,—2; + 22;] < 4s/5
oraz ||z;|| < 4s/5.
Udowodniliémy zatem, ze maxi<j<n—1 ||2;] < 4s/5, stad

< — <
1glg§nP(llSkH > s) < 1glg§nP(HSk x|l > s/5) < o,

co z dowolnosci a € (P(||Sn|| > s/5),1/4) dowodzi tezy. O

Twierdzenie 3.7. Przy zalozeniu (9),

< n .
P( max Skl > 5) < 4P(|S]| > 5/6)

VX
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Dowdéd. Oczywiscie mozemy zakladaé, ze P(||S,|| > s/6) < 1/4. Wowczas
na mocy Lematu 3.6, maxi<r<n P(||Sk|| > 5s/6) < P(||Sn| > s/6) < 1/4. Z
nieréwnosci (7) (z t = 5s/6,u = s/6),

P([[Snll > s/6)
p( Sull > s) <
2% 1Sl > s ) < 3= maxi<r<n P([[Sn — Skl > 55/6)
P([[Snll > /6) 4
= < S P([ISnll > 5/6).
1-— maxigi<n P(HSn_kH > 58/6) 3
O
Whniosek 3.8. Zaldimy, ze zachodzi (9) oraz 0 < a; < 1. Wowczas
P(H 3 axi| > s) < AP(||Snl| > 5/6).
i=1
Dowéd. Mozemy zakladaé, ze a1 > as > ... > a, i wtedy tak jak we
Whiosku 3.2 dostajemy || >0 a;X;|| < maxi<p<n [|Sk]- O
4 Mocne prawa wielkich liczb
Bedziemy zakladali, ze X, X7, X5,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o

wartosciach w oérodkowej przestrzeni Banacha (F, || ||).

4.1 Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa

Okazuje sie, ze przeniesienie tradycyjnego sformulowania mocnego prawa wiel-
kich na przypadek przestrzeni Banacha jest latwe. Dzieje si¢ tak dzigki naste-
pujacemu lematowi.

Lemat 4.1. Jesli X jest zmienng losowg o wartoSciach w osrodkowej przestrzeni
Banacha takq, ze E||X|| < co. Wéwczas dla dowolnego € > 0 istnieje funkcja
p: F — F przyymujgca tylko skoticzenie wiele wartodci taka, ze E|| X —p(X)]|| <
€.

Dowédd. Proste éwiczenie. ]

Twierdzenie 4.2. Zaloimy, ze F jest dowolng osrodkowq przestrzeniq Banacha
oraz E||X|| < co. Wowezas lim, o 52 = EX p.n..

n

Dowéd. Zauwazmy, ze twierdzenie zachodzi dla F' = R, a wigc réwniez dla
F =R*. Stad tatwo pokazujemy teze dla zmiennych przyjmujacych wartoéci w
pewnej skoficzenie wymiarowej podprzestrzeni F'.

Oczywiscie mozemy zaktadaé, ze EX = 0. Niech € > 0, wéwczas na mocy
Lematu 4.1 istnieja niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozkladzie Y; =
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»(X;) przyjmujace tylko skoriczenie wiele wartosci spelniajace E||X; — V|| < e
Niech T, :=Y1 + ...+ Y, woéwczas

Sn . n Tlf Xz - Y;
lim sup 1511 < lim sup I H + limsup iz [Xi = Yill =|EY|+E|X -Y||
n—o0 n n—>oo n—>:)o n
< [BX] + 2B|X - ¥] <
Z dowolnoéci € > 0 dostajemy teze. O

4.2 Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda

Okazuje sie, ze dla regularnych przestrzeni Banacha tradycyjne prawo wielkich
liczb da sie uogélnié. Zacznijmy od dwdch prostych lematéw.

ISnll _

Lemat 4.3. Jesli E|| X||? = oo, to limsup,, ., 77 = 00 p.n..

Dowéd. Niech

N T [Sn (W)
A= {w. llﬁsogpw < oo}.
Dla w € A, dostajemy || X, (w)|| < [|Sn(w)]| + [|Sn_1(w)| < C(w)n'/? dla pew-
nego C(w) < oco. Zatem A C (Jj- | Ay, gdzie

Ay = {|X,|| < kn'/?P dlan=1,2,...}.

Jesli P(Ag) > 0, to P(limsup{||X,|| > kn'/P}) < 1, czyli na mocy Lematu
Borela-Cantelliego,

oo oo
XIP [XP
P(||X.|| > kn'/?) (” )/E 1
o> S R(IX| > k') = 3 y
Zatem P(Ay) = 0 dla wszystkich k, czyli P(A) = 0. O
Lemat 4.4. Zalézmy, ze cigg normujgcy (Yn)n>1 liczb dodatnich spelnia waru-
nek
Yor < Cyg dlal < k < 2L.

Wowczas, jesl

Z (|San]| = ey2n) < 0o dla wszystkich € > 0,

to lim,, 7—" =0 p.n..

Dowéd. Szacujemy dla e > 0,

P( sup 15wl > E) < iP( sup  ||Swm| = s'ygn)

m>2k—1  TYm n—k 2n—lamg2n
< Z AP (|| San|| = C~'ev2n /6) — 0 przy k — oo,

gdzie ostatnia nierownos$¢ wynika z Twierdzenia 3.7. O
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Twierdzenie 4.5 (Prawo wielkich liczb Marcinkiewicza-Zygmunda). Zaldzmy,
ze F jest osrodkowq przestrzeniq Hilberta oraz 0 < p < 2. Wowczas nastepujgce
warunki sq rownowazne

i) limy, o = % =0 p.n.

it) E|| X||P < o0 oraz jeslip > 1, to EX = 0.

Dowdd. ii)=-1). Wpierw udowodnimy, ze warunek ii) implikuje

lim nl_l/pE[XI{HX‘|<nl/p}] =0. (10)

Dla p > 1, wobec EX = 0 szacujemy
' TVP|BIX T x cnvm]ll = 0T YPIEX T x5 nim |

n
E[”XH(nl/p)p 1I{|\X\|>n1/p}}
E[||X|[PI{)x|>n1/#}] — 0 pray n — oo,

NN

na mocy skonczonosci E|| X||P. Dla 0 < p < 1 dostajemy dla dowolnego m,
n' VP E(|X T x <nr/my|
< TVPE[| X I xy<my] + EIX (PP o x ) <nt/ny]
< o' TVPRIIX | x<my] + BUX P Ly smy] =: 1+ 11,
Sktadnik T mozna zrobi¢ dowolnie malym dobierajac odpowiednio duze m, zas
przy ustalonym m, sktadnik I dazy do zera przy n dazacym do nieskoficzonosci.
Czyli (10) zostalo wykazane.
Na mocy Lematu 4.4 by wykazaé i) wystarczy, iz wykazemy, ze dla ¢ > 0,

S, P(||San || > 2627/P) < 00. Z (10) wynika, ze 27 E[X I} x|<2n/ry] <277 dla
duzych n, wigc wystarczy, iz udowodnimy, ze

ZP(HSQ" — ZRE[XI{HX|\<2”/P}]|| > 52n/p) < 00.

Okresdlmy
2n
Szn = E XiI{HXiH<2n/p},
i=1
wowczas

P(||San — 2"E[XI{jx|<onny]]| > £2/7)
P(San # Son) + P(||Son — ESyal|| > £27/7)

<
< 2"P(|| X > 2"/P) + £72272/PE||Syn — ESon ||?

Mamy

(o)
Z 2"P(|| X[ > 2"/P) =) " 2"P(| X[ > 2") < 2E[| X|]” < o0

n=1
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oraz

> 2 PE||Syn — ESpu|? < > 2" PR X121 x i <on/ey
n=1

n=1

= B|IX]2 Y 20 Loy

n=1

< GE[IX|P(1X[7)~*7] = GEIIX]? < co.

i)= ii). Z Lematu 4.3, dostajemy E|X||? < co. W szczegblnosci, gdy p >
1, to E||X|| < oo i na mocy zwyklego Mocnego Prawa Wielkich Liczb (albo
udowodnionej juz implikacji ii)=i) z p = 1), 22 — EX. Stad EX = 0. O

7 on

Uwaga 4.8 Dla p > 2 jedli P(X # 0) > 0, to limsup,,_, % = oo p.n.
Istotnie tak jest na mocy Lematu 4.3, jesli EX? = oco. W przypadku zaé gdy
EX? < oo, to implikacja tatwo wynika z centralnego twierdzenia granicznego.

Uwaga 4.9 Dokladna analiza dowodu Twierdzenia 4.5 pokazuje, ze implika-
cja i)=ii) zachodzi dla dowolnych osrodkowych przestrzeni Banacha F. Jedyna
wlasnoscia F, ktora potrzebujemy do dowodu implikacji ii)=-1), jest nieréwnosé

=1

dla niezaleznych, ograniczonych zmiennych losowych Z; o wartosciach w F' i
sredniej 0. Przestrzenie z taka wlasnoscia nazywamy przestrzeniami typu 2 (na-
leza do nich np. przestrzenie LP, 2 < p < 00).

2 n
<C) E|zi?
i=1

4.3 Przypadek niejednakowych rozkladéw.

W poprzednich twierdzeniach zaktadaliSmy wspélny rozktad zmiennych X;. Jest
wiele sformutowan mocnego prawa wielkich liczb, ktore nie zakladaja tego wa-
runku - udowodnimy jedno z nich, sformulowane dla p = 2 przez Kolmogorowa,
a dla p > 2 przez Brunka.

Twierdzenie 4.6 (Mocne Prawo Wielkich Liczb Brunka). Zaldzmy, ze p > 2
oraz X; sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero takimi, Ze

— E|X;[?
Z ip/2+1 <00
i=1

Wéwezas zachodzi mocne prawo wielkich liczb, tzn S, /n — 0 p.n..

Dowdéd. Niech (X/) bedzie niezalezng kopig ciagu (X;) oraz V; = X; — X/.
Ponadto przez (g;) oznaczmy niezalezny od (Y;) ciag Bernoulliego, tzn. ciag
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niezaleznych zmiennych losowych taki, ze P(e; = £1) = 1/2. Mamy
n n p
< E‘ Soxi-S x| =
i=1 i=1 i= -
<EvG (D IVilP) T < GE@TY i)
i=1 i=1

<2°CynP*T1 Y CE[Y; PP,

i=1

p
il = EYEE

gdzie kolejne nieréwnoéci wynikaja z nieréwnosci Jensena, nieréwnosci Chinczy-
na, nieréwnosci Holdera oraz oszacowania ||Y;|, < | Xill, + | X/, = 2/ X:llp-
Stad na mocy Twierdzenia 3.4,

< >t/3) < “PE| Sk
P( max [Si| > 1) <3 max P(Si| > 1/3) <3 max (t/3) 7E|S,|

< CptPnPPTEY CE|XPP,
i=1
gdzie C), = 2P3°PH1Cy,. Zatem

P( max 4 s) < ( - s) <) P(max|Si| > 27 'e)
— k<27

k>2t-1 k 2i-1<kg2i k

i
av)

27
C;(Qj—lg)—p(gj)pﬂ—l Z E|X;|P
i=1

:o;,(z/g)pZE|Xi|p > @)y

Gl 20>

<

e

<
I

o0
- EIX\
i
= Ge ’ Z max(i, 2!)p/2+1 — 0 przy | — oo.

O

Uwaga 4.10 Twierdzenie Brunka (z tym samym dowodem) zachodzi tez dla
przestrzeni Hilberta oraz ogdlniej dla przestrzeni F' typu 2.

5 Prawo Iterowanego Logarytmu
W tej czesci, jedli nie zaznaczymy inaczej, bedziemy zaktadaé, ze X, X1, Xo, ...

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie o $redniej zero
i wariancji 2. Jak zwykle tez S = X1 + ... X}.
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Twierdzenie 5.1 (Prawo Iterowanego Logarytmu Hartmana i Wintnera). Dia
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie ze Srednig zero i wa-
riancjg o zachodzi

Sn

lim sup o = —liminf ———— =0 p.n..

n—oo V2nlnlnn n—oo \/2nlnlnn B

Dowdéd twierdzenia podzielimy na szereg prostszych lematéw. Dla uprosz-
czenia notacji przyjmiemy v(x) := y/2z Inln(z V 10).

Lemat 5.2. Dla dowolnego t > 0,
P(lxggg S| > t+ \/50\/5) < 2P (S| > 1).

Dowdd. Z lematu 3.3,

P(|S,| > 1)
1 — maxicpen P(|Sn — Sk| > V20yvn)
Mamy jednak na mocy nieréwnosci Czebyszewa,

n — k)o? 1
P15, — 54| > Vaoym) < YrEn =50 _ (n kot 1

202n 2no? 2

P( max |Sy| > t—l—\/§a\/ﬁ) <

1<k<n

Lemat 5.3. Zalozmy, zZe dla 8 > 1,a > 0 zachodzi warunek
> P(IS|gn| > av(8")) < oc.
n=1

Wowezas lim sup,, \/% < aB'? pon..

Dowéd. Ustalmy ¢ > a'/2 i oszacujmy,

P( sup L>0)<iP< max L>C)
n>pm-1v2nInlnn BE—t<n<pBk /2nlnlnn

k=m
<Y P(Trzg%gg 1Sal > ev(8°71)).
k=m =

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych k, ey(6*1) > ay(8*) + v206%/2, czyli
na mocy Lematu 5.2,

=1y « k k/2
P(ggg S| > ey (8 )) < P(gggg S| > ay(8%) + V203 )

<2P(|S 1) = ay(8)).

Stad,
lim P( sup ¢>c> =0
m—0o0 n>pm-1v2nInlnn
dla dowolnego ¢ > af'/? i latwo otrzymujemy teze. O
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Lemat 5.4. Mamy limsup,,_, \/% <420 p.n..

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze zmienne X; sa symetryczne i niech (g;) be-
dzie ciagiem Bernoulliego niezaleznym od (X;). Wéwczas ciag (X;) ma ten sam
rozklad co (g;X;), zatem

P(|S,| > t) :P(‘zn:.siXi >t).
i=1

Z Whniosku 2.3 otrzymujemy dla ¢, > 0,
2

- t
P(IS.| > 1) < P(X:Xi2 > a) +2€Xp(— %)
i=1

Niech T,, = >~ ; X?. Na mocy Silnego Prawa Wielkich Liczb T, /n — o2 p.n.,
czyli réwniez 27" (Tynt1 — Ton) — o2 p.n.. Zatem na mocy Lematu Borela-
Cantelliego,

oo oo 2m
50> S OPE (T — ) > 20%) = 3O P( 30X 5 2041%).
n=1 n=1  i=1l
Szacujemy,
2" 2 _29n+1 n
n n a“0°2" " Inln2
P(|Sa2n| =2 av(2™)0o) < P(ZXE > 92 +1g2) + 2exp ( - 12,2 )

i=1

2’”.
< P(ZXE > 2”+1a2) +2(nln2)"" /2,

i=1

Stad dla symetrycznych zmiennych losowych,
> P(|Sn| > 2y(2")0) < oo. (11)

/

W przypadku gdy X; sa dowolne oznaczmy przez (X!) niezalezna kopie

(X;) oraz niech S, := > | X/. Na mocy nieréwnosci Czebyszewa, P(|S},| >
2no) < 1/2, wiec z niezaleznosci,
P(|S,| > t) < 2P(|Sn| > t,]5,| < V2no) < 2P(|S, — S| >t — V2no).
Zatem dla duzych n,
P(|S,| > 4y(n)o) < 2P(|S, — S| > 2v2v(n)o).

Zauwazmy, ze S, — SI, = > | 'Y;, gdzie Y; = X; — X/ sa niezaleznymi, syme-
trycznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z wariancja 202, czyli
na mocy (11),

D P(IS2n| > 49(2")0) <2 ) PSan — Shu| > 27(2")oy) < oc.

n>ng n>no

Mozemy wiec stosowaé Lemat 5.3 za =41 = 2. O

31



g ) . S
Lemat 5.5. Jesli zmienne X; sq ograniczone, to limsup,,_, . \/% <o
nininn

p.M..

Dowdd. Zaltézmy, ze || X || < a, woéwczas na mocy nieréwnosci Bernsteina
(Wniosek 2.6),

t2
P(|S,| > 1) < 2 (—7)
(ISal = t) < 2exp( = 505073

Zatem dla $ > 11i e > 0 oraz dostatecznie duzych n,

1+ 2¢)o?B" Inln 5"
P(‘Smn“ > U\/m’Y(Bn)) < 2exp ( - QLﬁflJo—; j);l%/i%)

< 2exp(—(1+¢)Inln ") = (nln )1 7=.

Mozemy wiec stosowaé Lemat 5.3 (z a = oy/1 + 2¢) i dostajemy

lim sup || <oy (1+2¢)8 pn. .

n—oo V2nlnlnn

Z dowolnoéci B > 11ie > 0 wynika teza. O

Whiosek 5.6. Dla dowolnych zmiennych o $redniej 0 i wariancji o2,

N 4
im sup

n—oo V2nlnlnn
Dowéd. Ustalmy M > 0 i roztézmy X; =Y, + Z;, gdzie

<o p.n.

Yi = Xilgx,<my — EXilx, <y Zio = Xilgx,>my — EXil x>0y

Okre$§lmy T, :==Y1+...+Y,, R, := Z1+...+ Z,. Namocy Lematow 5.4 1 5.5,

S, T, R
lim sup [Sn] < lim sup [Tl +lim sup || < oy+4v20, poa..

n—oo 2n 111 lnn n—oo 2n ln lnn n— 00 \/m

Mamy jednak 03 < EX?Ijx<ay < EX? = 02 oraz 0% < EX?I{|x|sarp — 0
przy M — oo. -

Lemat 5.7. Zaldozmy, ze dla liczby naturalnej C' > 1 oraz a > 0 zachodzi

ZP(SCn7C1L71 2 a"y(Cn — Cnil)) = 0.

¢ ; Sy S _=1\1/2 _ o —1/2
Wowczas lim sup,, _, o T 2 a(l—C™1) aC p.n.
Dowéd. Zmienne Scn — Scn—1, n = 1,2, ... sg niezalezne oraz

> P(Scn — Scnr) > ay(C" = C"71) = oo,
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Zatem na mocy Lematu Borela-Cantelliego,

P ( lim sup Son = Sgn

2Ot PO 5 0) > Pl n—Scom-1 > n_cnmhH = 1.
S o o) a) P(limsup{Scn»—S¢c ay(C"-C"" )} =1

Stad na podstawie Wniosku 5.6,

lim sup 750” > lim sup Som = Sgns lim (e _Cn_l)
nooc Y(C") " nooe Y(CT—C" ) nmoe A (CM)
— lim sup Scn lim 7€)
n—oo Y(CTT1) noo y(CnY)

>a(1-C HY2 60" Y2 pn..

O
Lemat 5.8. Jesli zmienne X; sq ograniczone, to limsup,,_, . \/23# >
nininn

p.M..

Dowéd. Oszacujemy P(S,, > (1+¢)2v(n)o) stosujac odwrotna nieréwnosé
wykladnicza Kotmogorowa (Twierdzenie 2.7) z s = (1+¢)~2v(n)o i no? zamiast
o2, Zauwazmy, ze dla duzych n > n(e) jego zalozenia sa spetnione, bo

smax || Xiloo < [|X[[scoy(n) < 8(e)no”

oraz
s=(1+e)*y(n)o

V
=
o
B
3

Zatem dla n > n(e),

P(S, > (1+2) *1(n)o) > exp (- M) (Inm)~ /149,

Zatem
S P(See_ce) > (1+6) 2oy (C" — C"))

> 3 (log((C - DO V) — o,

n>n(e)

Czyli, na mocy Lematu 5.7,

lim sup S >(1+e)20(1-CHY2 _gC V2 p..

n—oo V2nlnlnn

Biorac C' — oo oraz € — 0+ dostajemy teze. O

Whiosek 5.9. Dia dowolnych zmiennych o $redniej 0 i wariancji o2,

. n
lim sup

—_— >0 p.n..
n—oo V2nlnlnn P
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Dowéd. Jak w dowodzie Wniosku 5.6 dla M > 0 rozkladamy X; =Y; + Z;
oraz S, = R, + T, i szacujemy uzywajac Lematu 5.8 w Wniosku 5.6,

lim sup z > limsup z — lim sup "

" L — ———— > 0y — OozD.1..
n—oo V2nlnlnn n—oo V2nlnlnn n—oo V2nlnlnn Y Zp

By zakoniczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze oy — o oraz oy — 0 przy M —
00. O
Dowé6d Twierdzenia 5.1. Wnioski 5.6 1 5.9 implikuja

lim sup ———— = o p.n..

n—oo V2nInlnn
Poniewaz —S, = > | (—X;), wiec

lim inf z = — limsup o

n—oo \/2nlnlnn n—oo V2nlnlnn

= —0_x = 0 p.n..

Twierdzenie 5.10. Zalozmy, ze

S,
P(limsu — < oo) > 0,
n—>oop V2ninlnn

wéwezas EX = 0 oraz EX? < 0.

Dowdéd. Na mocy zatozen istnieje M < oo takie, ze

P(lim sup i
n—oo V 2nlnlnn

ale na mocy prawa 0-1, powyzsze prawdopodobienstwo wynosi 0 lub 1. Stad

lim su [
p

n—oo V2nlnlnn

Zalézmy najpierw dodatkowo, ze zmienne X; sa symetryczne. Dla ¢ > 0
zdefinujmy

< M) > 0,
< M p.n..

X5 o= Xolx, 1< — Xnlgx, >0

oraz S! := > " | X!. Zmienne (X!) maja ten sam rozklad co zmienne X,,
t
zatem limsup,,_, \/% < M pan., czyli

lim sup M

n—oo V2nlnlnn
Ale S, + 88 = >, 2X;I; x,<ty- Zmienne X;Iy x,|<;y maja srednia zero i
skonczong wariancje, wiec na mocy Twierdzenia 5.1,

. ISy + St
lim sup

n—oo V2nlnlnn

< 2M pan..

(Var(QXI“X‘gt}))l/z p.n.
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Stad EX2I{|X‘<,5} < M? i z dowolnoéci t > 0 dostajemy EX? < oo.
W przypadku, gdy rozklad X; nie jest symetryczny, niech (X)) bedzie nie-
zalezng kopia (X,,), S, = > 1, X!. Wéwczas

. S — Sy
lim sup

n—oo V2nlnlnn

Mamy jednak S, — S, = >, (X; — X/), stad na mocy rozwazanego wczesnie]
przypadku, E(X — X’)? < 0o, a wiec réwniez EX? < co.
By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze na mocy mocnego prawa wielkich liczb

Sh . V2nInlnn 0

EX = lim & = lim sup im =

n—oo n n—oo V2nlnlnn n—oc n

< 2M pa..

5.1 Zbioér graniczny

Okazuje sie, ze nie tylko jesteSmy w stanie podaé granice gérna i dolna cig-
gu \/ﬁ, ale okredli¢ zbior wszystkich mozliwych granic jego podciagéw.
Wprowadzmy najpierw definicje.

Definicja 5.1. Dla ciggu liczbowego (lub ogdlniej o wartosciach w przestrzeni
metrycznej) a, okreslamy C(ay) 2bidr wszystkich punktéw skupienia ciggu a,,
czyli

z € Clap) & I, an, — T

Twierdzenie 5.11. Zaléimy, ze EX =0 oraz EX? = 02 < co. Wéwczas

Dowdéd opiera si¢ na nastepujacym prostym lemacie.

Lemat 5.12. Zalozmy, Ze a,, jest ciggiem liczbowym takim, Ze b = liminf,,_, o, a, >
—00, ¢ = limsup,,_, ., an < 0o oraz lim, o (an+1 — a,) = 0. Wowczas

i) dist(an, [b,c]) — 0,

ii) C(an) = [b,c].

Dowdd. i) Z definicji granicy dolnej i gérnej wynika, ze dla ¢ > 0 dla
dostatecznie duzych n, b — e < z,, < ¢+ ¢, co pociaga dist(an, [b,]) < e.

ii) Oczywiscie {b,c¢} C C(ay,), ustalmy d € (b,c). Mozemy skonstruowaé
podciag ny taki, ze an,, , < d < ap,, . Zdefiniujmy

my :=sup{n < ng: a, < d},

WOWCZAS Uy, < d < Ayt zatem |d — am, | < |Gmet1 — Am,| — 0, czyli
d e C(an). O
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Dowéd Twierdzenia 5.11. Na mocy Lematu 5.12 oraz Twierdzenia 5.1
wystarczy wykazaé, ze

lim

n—oo

(’i% — *y(in—ll)) =0pn,

gdzie y(n) := v2nInlnn. Zauwazmy, ze v(n)~! —y(n — 1)~ = o(y(n — 1)71)

oraz limsup | ngilﬂ = 0 < 00 p.n., wigc wystarczy udowodnié, ze

lim —~ =0 p.n..

w5 3(n)
Szacujemy,

D P(Xu| 2 ev(n) =EY  Ifxizermy SEY Ifjxisevam
X|?

< E;I{Qngpqzsfz} <E |2€2 < 00,
zatem na podstawie Lematu Borela-Cantelliego, lim sup l’y)((n)‘ < € p.n.. O
5.2 Przypadek wektorowy
Zalézmy, ze X, X1, ... sa niezaleznymi wektorami losowymi o jednakowym roz-

ktadzie o wartosciach w R<.
Dla z € R? przez |z| bedziemy oznaczaé euklidesowa dtugosé wektora .

Twierdzenie 5.13. Jesli EX = 0 oraz E|X|? < oo, to

. |Snl 211/2 1
limsup ————= = sup (E(X,t /2 = su Ct,t /2 N,
nﬂoop V2nlnlnn \t|gp1( 07 \t\gpl« N

gdzie C oznacza macierz kowariancji X .

Dowéd. Ustalmy t € R? 7 [t| < 1, wéwezas |z > (x,t) dla dowolnego = € R?

n . nyt
lim sup L > lim sup L = (E(X, t>2)1/2 p.n.,

n—00 \/m n—oo 2nlnlnn

stad dostajemy

lim sup [5n > sup (E(X, )22 p.n..

T
n—oo V2nlnlnn  |y<1

By udowodnié¢ nieréwnos¢ w druga strone, ustalmy £ > 0 i wybierzmy skon-
czony podzbiér T kuli domknietej B(0,1) taki, ze

B(0,1) ¢ | J B(t,e).

teT
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Dla z € R, istnieje |s| = 1 takie, ze (s,z) = |z|, wybierajac t € T takie, ze
|s —t| < e dostajemy (t,x) = (s,z) — (s — t,z) > |z| — ¢|z|. Zatem

Vpern r;leajg((t@ > (1—¢)|z,
w szczegdlnosci
|Snl < 1 (Sn,t)
< max .
V2nIlnlnn 1—¢ t€T \/2nlnlnn

Zatem ze skonczono$ci zbioru T' dostajemy

Y 1 Sn,t
lim sup || < max lim sup (S, )

n—oo V2nlnlnn S 1—¢ ter n—oo V2nlnlnn

1
= E(X,t)%)Y? p...
T max(E(X, £)°)"" pn

7 dowolnosci € > 0,

Sn
lim sup || < sup (E(X, t>2)1/2 p.n..

n—oo V2nlnlnn  |y<1

0
Twierdzenie 5.14. Zalozmy, ze
Sy
P<h71,,n_,solip 7% < oo) > 0,
wéwczas EX = 0 oraz E|X|? < oo.
Dowdéd. Szacowanie (x,t) < |z|[t| oraz Twierdzenie 5.10 implikuja E(X,t) =
0 oraz E(X, t)? < oo dla dowolnego t € R%. O

Dla wektora X takiego, ze E|X|? < oo definiujemy
Kx :={E(X): € € L*(Q),E& < 1}

Jedli Cov(X) = C =UDUT, gdzie UT = U~! oraz D jest macierza diagonalna,
to kltadziemy C'/2 := UD'/2UT.

Lemat 5.15. Mamy
Kx = {Ct: (Ct,t) <1} = {CV3s: |s] < 1},
czyli Kx jest elipsoidq.
Dowéd. Wezmy & € L2(Q) wéwezas € = ijl X; +n, gdzie EnX; = 0 dla
i=1,...,d. Mamy

d
E¢’ = E()_t;X;)* + En® = (Ct,t) + En
i=1
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oraz 4 J
E(fXJ) = thEXsz = Zticji = Ct,
1=1 =1

skad wynika pierwsza réwno$é. Druga jest konsekwencja tozsamosci (Ct,t) =
|CY2t2 i Ct = CM/2CY 2t O

Twierdzenie 5.16. Zaléimy, e EX = 0 oraz E|X|? < co. Wéwczas
a) dist(ﬁ,f(x) — 0 p.n.,

Dowdd. Przyjmijmy v(n) := v2nlnlnn i zacznijmy od rozpatrzenia przy-
padku C' = Cov(X) = Id. Wéwczas Kx = B(0,1) i punkt a) wynika stad, ze

L“?:lg =1 p.n. (Twierdzenie 5.13).

By udowodnié b) dla C' = Id wezmy najpierw t € S9!, wéwezas E(t, X)? =
1 i z Twierdzenia 5.1 z prawdopodobienstwem 1 istnieje podciag ny taki, ze

lim sup,,_,

<j&’;k§> — 1, ale wtedy
Sn 2. Sni| 2 . ASnt
lim sup -1 hmsup(| "l) +|t|272hm< k >:O
koo |Y(12k) koo \Y(Nk) koo y(nk)
Zatem dla |t| =1, P(t € C(,Y‘?Z))) =1
Jedli || < 1, to rozpatrzmy (g;) ciag Bernoulliego niezalezny od ciagu (X;)
i potézmy Y; = (X;,e;). Wowczas (Y;) jest ciagiem niezaleznych wektoréw

losowych w R*! o sredniej zero i macierzy kowariancji Id. Jesli polozymy
Sy = Zign Y;, to na mocy poprzednich rozwazan,

Sn
v(n)

t+ (1= [t1*)2eqrr € O( ) pn.,

co w szczegdlnosci implikuje ¢ € O WS(;;)

B(0,1), P(t € C(ﬁz))) =1, skad tatwo wynika (z domknietosci C(a,,) i oérod-
kowosci kuli) P(B(0,1) € C(57%)) = 1.

Jesli X dowolne takie, ze C' # 0, to istnieje k < d oraz przeksztalcenia liniowe
A:R? — RF i B: R¥ — R? takie, ze Y := AX jest zmienng o éredniej zero i
macierzy kowariancji Id oraz X = BY p.n. Wéwczas Kx = BKy = BB (0,1),
S, = BT,, pn., gdzie T,, = Zign AX;, czyli

) p.n.. A zatem dla dowolnego t €

dist(——=, Kx) = dist(B——, BKy) < || B||dist ,Ky)— 0 p.n.
(500 = dist(B s BEy) < | Bldist( 5. K6)

S0\ _ g T
2 = P5m

Dla C =0, X =0 p.n. oraz Kx = {0} i teza twierdzenia jest oczywista. [

oraz

C( ):BKY:KX p.n..
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6 Rozkltady nieskonczenie podzielne

Definicja 6.1. Rozklad probabilistyczny p na R nazywaemy nieskonczenie po-
dzielnym, jesli dla kazdego n = 1,2, ... istnieje rozktad iy, taki, ze p = ,u*f/’n
Mowimy, Ze zmienna losowa X jest nieskonczenie podzielna, jesli rozklad
X jest nieskorniczenie podzielny, czyli dla kaidego n = 1,2, ... istniejg zmienne
Xn,. ., Xnn 0 jednakowym rozkladzie takie, ze X ~ X1+ ...+ X, 1.

Klase wszystkich rozkladéw nieskonczenie podzielnych bedziemy oznaczaé

przez ID.

Przyktady.

1) n= 6&’ Hi/n = 6a/n

11) H= N(a702)7 Hi/m = N(a/n702/n)7
iii) p = Poiss(\), 1/, = Poiss(A/n),
iv) p=T(), p1/n =T(a/n).

Definicja 6.2. Dia A > 0 oraz v miary probabilistycznej na R definiujemy
zlozony rozktad Poissona 7y, wzorem

oo
_ AT
Ty 1= e E —'M*".
n!
n=0

Przez C P bedziemy oznaczaé klase wszystkich zlozonych rozktadéw Poisso-
na, czyli
CP :={my,: A > 0,v miara probabilistyczna na R}.

Domknigcie C'P w topologii zbieznosci wedlug rozkladu bedziemy oznaczac
przez CP czyli -
ne CP & 3/L,LEC'F’ Hn = [

Dla uproszczenia i ujednolicenia notacji wprowadzmy nastepujaca definicje.

Definicja 6.3. Dla miar skonczonych v na R definiujemy transformate Fouriera
vV wzorem

v(t) ::/eimdu(x).
R
Podobnie dla funkcji f € LY(R) okreslamy
Flt) == / e f(z)dx.
R

Oczywiscie gdy v jest miarg probabilistyczng, to 7 = ¢, jest funkcja cha-
rakterystyczna v.

Twierdzenie 6.1. Dowolny rozkiad nieskoriczenie podzielny jest granicg zlozo-
nych rozktadow Poissona, czyli ID C CP.
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Dowdéd. Wezmy p € ID oraz zdefiniujmy
S
k! 1/n7
k=

pokazemy, ze m, = pu. W tym celu wystarczy, ze wykazemy iz

/ pdm, — / wdp dla dowolnej ograniczonej funkcji Lipschitzowskiej .

Ustalmy wiec ograniczona funkcje Lipschitzowska ¢ ze stalg Lipschitza L i dla

R > 0 okreslmy

Ap(R):=e™" ‘/cpdul/n —/gpdu‘.

\anJR
Woweczas,
—n nk *k
‘ wdm, — cpdu’ <e Z ﬁ’ dpy'), — ‘Pd/i’
k>0
S An(R) +2[|¢llocen(R),
gdzie
n nk 1t 2
En(R) =€ Z ﬁginR26 Zﬁ(n—k)
|k—n|>v/nR k>0
1 1
?Var(Pmss(n)) = T
Wykazalismy wiec, ze
| [edn = [ edn| < a0(8)+ 202l

i by zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze
Vrso lim A,(R)=0.
n—oo

Szacujemy

AB <en Y swp | / ot — / oy,

‘kanIR |k n|<vnR

+1 *
< sup ’ / wdul s / eduiy, |-
0<I<v/nR,m>0
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Zauwazmy, ze dla miar probabilistycznych v; i vo,

| [eansva [van|=| [ [tetw+9) - la)dvaania)
<sup [ ot +3) = p(o)ldva(y),

ponadto dla dowolnego = na mocy Lipschitzowskosci ¢,

/ (@ + 1) — p(e)ldvaly /| /| oz + ) — o(2)|dva(y)
<L+ 2 pllocra(®\ [~ 7)),

Zatem by wykazaé¢ (12) pozostaje udowodnié, ze

VR,r >0 lim sup N1/n(R\ [—r,r]) = 0. (13)
n—00 0LI</nR

Udowodnijmy wpierw nastepujace oszacowanie.

Lemat 6.2. Dla |v| < 1/2 oraz a € [0,1], |e*1°804v) — 1] < 2a/v|, gdzie log()
oznacza kanoniczng galeZ logarytmu w kole |z — 1] < 1/2.

Dowdéd. Mamy
1 1
elos(1+v) _ 1 — / iea log(1+tv) gp — / av(1 + tv)*Ldt,
o dt 0

zatem L
o los(14) _ 1| < a|v|/ 11+ t0]°~L < 200,
0
gdzie ostatnia nieréwnos$é wynika stad, ze |1 +tv| > 1 — t|v| > 1/2 oraz 0 <

a—1< -1 O

~

Ustalmy ¢ > 0 takie, ze [fi(t) — 1| < 1/2 dla |¢] < é. Poniewaz fi1/," = [i,
wiec
1 (8) = TR = ex B dla Jt] < 6,

gdzie log oznacza standardowa galaZz logarytmu w kole |z — 1| < 1/2. Na pod-
stawie Lematu 6.2,

— l l
Yii<s b, (8) = 1] < 2-[at) =1 <

Dla miary v liczymy

1 6
5 ), (1 —Re(v (5/ / (1 — cos(tx))dv(x)dt

/ / (1 — cos(tx))dtdv(z) = /( Singg(s))dy(x)
V(R [=r,7]),
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gdzie

m(s):=1i f{l—w: ly| > s} >0dlas>0.
Zatem
@\ ) < ek [ <
Hifn nIS m(rd) 6 Jo Hifn = nm(rd)’
co latwo implikuje (13). O

Uwaga. Mozna udowodnié¢ bezposrednio, ze staba granica rozktadéw nie-
skonczenie podzielnych jest nieskonczenie podzielna, skad tatwo wynika, ze ID =
CP. My jednak péjdziemy bardziej skomplikowang droga, gdyz zalezy nam na
dobrym opisaniu klasy ID.

Lemat 6.3. Mamy

Taw(t) = exp (/(e““” - 1)d)\u(x)) =: o (t).

Dowéd. Liczymy

o)=Y %ﬁ”(t) = exp(—\ + AD()) = exp (/(em” - 1)d/\z/(x)).

n=0

U
By podaé klasyfikacje rozktadéw nieskonczenie podzielnych wprowadzimy
nastepujaca definicje.

Definicja 6.4. Niech
M = {miary nieujemne v na R\ {0}: /1 A z?dv(x) < oo}.

Elementy zbioru M nazywamy miarami Levy’ego. Klase £ ukladow Levy’ego
okreslamy jako

L:=Rx[0,00) x M ={(a,0,v):a € R0 >0,v € M}.
Dia (a,0,v) € L definujemy fq 52, = exp(lyo2,), gdzie

2 ite

o .
la o2y ‘= ita — 7t2 +/ <€th —1- 7)dl/(1‘)
T 2 R\{0} 1 + {L‘2

Twierdzenie 6.4. Dia (a,0,v) € L istnieje miara probabilistycznam, o2, € 1D
taka, Ze m = fa,020-

Dowdéd. Przeprowadzimy konstrukcje m, 2, W trzech krokach.
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Krok I. Dla a € R oraz miary skonczonej v na R istnieje rozktad =, , taki,
ze
Taw(t) = fau(t) = exp (ita + /(eim - 1)du(z)>.
Mamy f,,(t) = €' f,(t), wiec za m,, wystarczy wziaé¢ przesuniecie T, 0 a
i skorzystaé¢ z Lematu 6.3.

Krok II. Dla a € R oraz miary Levy’ego v € M istnieje rozklad m, o, taki,

ze
— . ; it
Famt) = Faou(t) = exp (ita+ [ = 1= L1 yi(w)).
Zauwazmy, ze ' — 1 — itx| < t222/2, wiec
) itx . 1 t||x|? t2 .
et 1 — T 22 ‘ < min (2+ [t], §\t|2x2 + %) < (2—1— t] + 5) min(1, z?),

skad wynika, ze funkcja fq 0., jest dobrze okredlona i ciggta w zerze. Okreslmy
miare skoficzona v, wzorem v (A) :=v(A\ (—¢,¢)), woéwczas

fa,0,0.(t) =exp (it(a - /

o Tt [ € = D) =7

dlaa. :==a— |

X
|z|>e 142
mocy twierdzenia Levy’ego m,_,. zbiega stabo do szukanego rozktadu mq ¢, .

dv. Poniewaz f, . zbiega punktowo do f, o,., wiec na

Krok III. Dla (a,0,v) € L istnieje miara probabilistyczna 7, .2, € ID
taka, ze Tq 52, = fa.02.0-

Za T4 52, bierzemy rozklad X +Y, gdzie X i Y sg niezalezne, X ~ mq0,,,
aY ~ N(0,0?).

Z postaci funkcji charakterystycznej natychmiast dostajemy, ze m, o2,
7T;7n702/n,y/n, czyli mg 52, € ID. O

Fakt 6.5. Jesli fo, 0100 = faz,000. dla pewnych (a;,0;,v;) € L, to a1 =
ag,01 = 02 0Oraz Vy = V3.

Fakt 6.6. Zaldzmy, Ze w4, 0,0, = K dla pewnego ciggu ukladéw Levy’ego
(an,0n,vp) € L. Wowczas istnieje (a,0,v) € L taki, Ze 1 = g5,

Twierdzenie 6.7. Jesli u jest rozkladem nieskonczenie podzielnym to istnieje
doktadnie jeden uklad Levy’ego (a,0,v) € L taki, Ze @l = fo0.0.

6.1 Rozklady nieskonczenie podzielne jako granice sum

Przypomnijmy, ze macierz zmiennych losowych (X, k)k<k, n=1,2,.. hazywamy
uktadem tréjkgtnym, jesli dla kazdego n zmienne X, 5, 1 < k < k,, sa niezalezne.
Poléimy Sy, == 30", Xk-

Centralne twierdzenie graniczne méwi, ze jesli ES, — a, Var(S,) — o
oraz zachodzi warunek Lindeberga, to S, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej

N(a,c?).

2
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Twierdzenie Poissona stwierdza, ze jeSli P(X,,, =1)=p, =1 -P(X, 1 =
0), kn, — 00 oraz knp, — A, to S, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej Poiss(\).

Mozna sie zapytaé jakie inne rozklady mozna uzyskaé¢ jako granice sum
uktadéw tréjkatnych? Oczywiscie trzeba co$ zalozyé, inaczej wystarczy przy-
ja¢ Xy 1 ~ X oraz wzia¢ X, o+ ...+ X, 1, zbiezne do zera by otrzymaé¢ X jako
granice S,,. Naturalnym zalozeniem jest

Veeo lim sup (Xl > ) =0 (14)
n—oo kgkn
moéwiace, ze wklad pojedynczej zmiennej w sume .S, jest granicznie zaniedby-
walny.
Celem tego paragrafu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6.8. Zaldimy, Ze (Xp k)k<k, n>1 jest ukladem tréjkgtnym spel-
niajgcym (14) oraz a, € R. Wéwczas jesli cigg zmiennych losowych

k’”/
Sy, = ZXn’k + anp
k=1

zbiega wedlug rozkladu do zmiennej S, to S ma rozklad nieskorniczenie podzielny.

Uwaga. Na odwrot - jeli S ma rozklad nieskonczenie podzielny p, to biorac
ap, = 0 oraz Xy n ~ fi1/y, dostajemy S, ~ S czyli w szczegblnosci S, zbiega
wedlug rozkltadu do S oraz jak latwo sprawdzi¢ warunek (14) jest spelniony,
jesli k,, — oo.

Lemat 6.9 (nier6wnos$é Paleya-Zygmunda). Zaldzmy, ze Z jest nieujemng cal-
kowalng zmienng losowqg. Wowczas

2 (BZ)°
EZ?

Ve, P(Z2 XEZ) > (1 -A)
Dowéd. Na podstawie nieréwnosci Holdera,
(BZ*)2(P(Z > \EZ))'/? > BZI {7552y = EZ — BZI 7 5z,
> (1-MEZ.
Podnoszac obie strony nieréwnosci do kwadratu dostajemy teze. O

Whniosek 6.10. Niech (¢;) bedzie ciggiem Bernoulliego, wéwczas dla dowolnych
liczb a;,
1

> -
2

n n
3
P ’ i€i 2l > —.
( > ae Z) 3
i=1 =1
Dowdd. Niech S :=Y"" | a;e;, latwo sprawdzi¢, ze

ES* = z:a;1 + GZafa? < 3(2 af)Q _ 3(E52)2’

i<j
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stad na podstawie nieréwnosci Paleya-Zygmunda,

1/ 1/2 1 1,(ES?*? 3
> (S a2) ) =P(sPE s tEsY) > (1 - s ) s S
P(|S| 2(2}“1) ) P(SI"> 1BS) > (1= 1) g 2 16

1=

O

Lemat 6.11. Zalozmy, ze X; sq nieujemnymi, niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi. Wowczas

1
P(Xi:Xi > 1Y B(X, /\1)) —mln( SUEX AL )
Dowdéd. Niech S := )", X; A1, wowczas

ES?=E) (X;iAL)(X; A1) = ZE X;A1)?+2) E(X; ADE(X; A1)

i<j

<Y EX AN+ () E(X; A1) =ES + (ES)2.

Stad na mocy nieréwnosci Paleya-Zygmunda,

1 1 9 ES 9
P Xz - EXA) ) 2P(S2-ES) > ——— 1,ES
(z; 12 )) (52189 > 1555+ (B9)? ~ 32 Min(LES).

O

Whniosek 6.12. Zalozmy, Ze X; sq symetrycznymi, niezaleznymi zmiennymsi
losowymi. Wowczas

P(’ 2%(ZE(X3/\1))1/2)>—H11H( LY E(X2A1).

Dowdd. Niech (g;) bedzie ciagiem Bernoulliego niezaleznym od (X;), wow-
czas »_; X; ma ten sam rozklad co ). ;X;. Na mocy Wniosku 6.10 dostajemy
P(|Y eixi| = (3, 22)Y2/2) > 3/16), zatem przyjmujac a := >, E(X? A 1)

mamy

P(

) r(Eenl> 1) G e 19

(ZX2 ia) > 16" 3—2m1n(1 a),

gdzie ostatnia nieréwno$é wynika z Lematu 6.11. O
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7 Rozklady stabilne

Definicja 7.1. Mdéwimy, Ze niezdegenerowana zmienna losowa X ma rozktad
stabilny, jesli dla kazdego n > 1 istniejq liczby a, > 0 oraz b, € R takie, Ze

X1+ ...+ Xy ~ap X + by,
gdzie X1, Xo, ... sq niezaleznymi kopiami X .

Lemat 7.1. Zalozmy, ze X, jest ciggiem zmiennych losowych, a,,c, > 0,
bn,d, € R sq takie, Ze

anXpy +b, =X, cX,+d,=Y

dla pewnych niezdegenerowanych zmiennych losowych X Y. Wowczas istniejg
granice

im & —A4>0, lim (dn — C"b") - B

orazY ~ AX + B.

Twierdzenie 7.2. Zaloimy, ze X1, Xo,... sqg niezaleznymi zmiennymi losowy-
mi o jednakowym rozkladzie, a, > 0 oraz b, € R sq takie, ze

1 n
a;)@-:y

Wowczas Y jest zdegenerowane lub Y ma rozkiad stabilny.

Lemat 7.3. Zaloimy, Ze spelnione sq zalozenia Twierdzenia 7.2 oraz Y jest
niezdegenerowane. Wowczas a, — oo, % — 1.
n

Lemat 7.4. Zalézmy, zZe g: (0,00) — [0, 00) niemalejgca oraz

vw>0vn g(a'n-r) = A’ng(l‘)

Angi1
= — 1.

dla pewnych ciggéw liczb dodatnich (ay) i (A,) takich, Ze a, — oo,
Wéwczas g(x) =0 lub g(x) = Cx? dla pewnych C >0, p > 0.

n

Twierdzenie 7.5. Zaléimy, Ze X ma rozklad stabilny. Wowczas X ma rozklad
nieskonczenie podzielny. Ponadto a,, = n'/® dla pewnego 0 < a < 2 oraz

i) jesli o =2, to X ~ N(a,o?) dla pewnych a € R oraz o > 0,

i) jesli 0 < a < 2, to X ~ Ta0u4 0,0, dla pewnych a € R, C1,C2 > 0,
Cy+ Cy > 0, gdzie

dva,cy,c, (l‘) = (Cla:‘_l_al{z>0} + CQ(—.’E)_l_aI{I<O})d$.

Na odwrét, zmienne N (a,0?) sq stabilne z a,, = n*/? a zmienne o rozkladzie

: _ 1/«
Ta,0,va,cy,00 @ stabilne z a,, = n'/®.
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