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1 Wprowadzenie

Zacznijmy od nastepujacej definicji otoczki zbioru.

Definicja 1.1. Niech (X, d) bedzie przestrzeniqg metryczng, zas A dowolnym
podzbiorem X . Dlat > 0 okreslamy t-otoczenie zbioru A wzorem

Ap={zx e X:d(z,A) <t} = U B(y,t),
yeA

gdzie B(y,t) oznacza kule otwartg w X o Srodku w y i promieniu t.

Okazuje sie, ze dla wielu waznych przyktadéw miar probabilistycznych
p na (X, d) miara u(A;) szybko zbiega do 1 jesli tylko u(A) > 1/2. Badanie
tego zjawiska, zwanego fenomenem koncentracji miary i jego konsekwencji
bedzie celem tego wykladu.

Na poczatek wykladu podamy kilka przyktadéw, ktérych dowody przed-
stawimy pozniej.

Przyktad 1. Niech d oznacza odlegtosé¢ geodezyjna na n wymiarowej
sferze S™ = {z € R""!: |z| = 1}, za$ 0, oznacza unormowana miare po-
wierzcniowa na S™. Wowczas okazuje sig, ze jesli chcemy zminimalizowaé
on(As) po wszystkich zbiorach ustalonej miary ekstremalne sa kule (zwane
tez czapeczkami), to znaczy

on(A) = op(B(xo,7)) = on(At) = on(B(xo, 7)) = on(B(xo, 7+ t)).

W szczegdlnosci jesli o, (A) > 1/2, to
T (n — 1)t
on(Ar) > Un(B(l’o, 5 + t)) >1—exp ( - T)
Wprowadzmy kluczows definicje:

Definicja 1.2. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na (X, d). Funkcja
koncentracji miary p definiujemy jako
1
au(t) = axau () = sup {1 = p(An): u(4) > 7}
Zatem aq, (t) < exp(—251t?).

Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja koncentracji o, szybko zbiega do 0 przy
n — oo. Jedna z przyczyn tego zjawiska jest to, ze miara ta nie jest dobrze



unormowana. Jedli przez o, r okre$limy rozklad jednostajny na sferze RS",
to poniewaz jest on obrazem o, przy jednokladnosci o skali R, to

agn’R(t) = oy, (%) < exp ( - 712];21 tz).

Zauwazmy tez, ze

R2
z;xido, p(x) = —06; ;.
/RSn J ,R() n b

Zatem miara jednostajna na \/nS™ ma dobra normalizacje, to znaczy taka,
ze macierz kowariancji jest identycznoécia. Dla tej miary dla n > 2,

Ao, i (t) < exp ( - nT;lﬂ) < exp ( - itQ).

Przyktad 2. Niech v, oznacza kanoniczny rozklad gaussowski na R¥ tzn.
rozklad z gestoscia (27) %2 exp(—|x|?/2). Wowezas ekstremalnymi zbiorami
w problemie izoperymetrycznym okazujg sie polprzestrzenie, tzn. jesli

(A) = 3k ((=00,7] x RF1) = (1),
to
Yk (Ap) = 7k<((—oo,r] X Rk_l)t) = fyk((—oo,r +1t] x Rk_l) = ®(r +1).

W szczegdlnosci

1
(1) <1—®(t) < §e_t2/2.

Zauwazmy, ze powyzsze oszacowania nie zalezg od wymiaru przestrzeni.

Przyktad 3. Niech v bedzie symetrycznym rozkladem wyktadniczym,
tzn. rozkladem na R z gestoscia %exp(—m). Przez v* bedziemy oznaczaé
rozklad produktowy v ® ... ® v na R*. Wyznaczenie ekstremalnych zbio-
row dla problemu izoperymetrycznego zwigzanego z tg miara jest trudne i
nieznane dla k # 1. Choé¢ wiadomo, ze ekstremalne nie sg pdlprzestrzenie
postaci (—oo,7] x RF™1, to sa one optymalne z doktadnoécia do stalej, tzn.

VH(A) = v((—o00,7]) = uk(At)>y((—oo,r+2\1/6tD.

W szczegblnosci

ayk(t) < l—y((—oo,LtD = %exp(— 21t)



Zauwazmy, ze znowu uzyskane oszacowanie nie zalezy od wymiaru przestrze-
ni.

Przyktad 4. Niech p bedzie unormowana miarg liczaca na kostce dys-
kretnej {0,1}" z metryka d(z,y) = %#{z’: x; # y;}. Tu problem izopery-
metryczny daje sie rozwiazaé¢ (optymalne sa kule, ewentualnie z dodanymi
punktami na brzegu). W tym przypadku mozna pokazaé, ze

a,(t) < e 2

Kroétki przeglad wynikéw pokazuje, ze w wielu waznych zastosowaniach
mozna wykazaé, ze a,(t) < Cjexp(—t?/Cs) — méwimy wtedy, ze funkcja
koncentracji jest typu gaussowskiego. Widzielismy tez przyktad, w ktorym
a,(t) < Crexp(—t/Cq) — méwimy wtedy o koncentracji wyktadnicze;.

1.1 Koncentracja funkcji lipschitzowskich

W wielu zastosowaniach nie interesuje nas jak zmienia sie miara otoczenia
zbioru, a raczej jak szybko malejg ogony funkcji okreslonych na przestrzeni.
W tej czesci powiazemy ze soba te zjawiska. Zacznijmy od definicji mediany
i modutu ciagtosci.

Definicja 1.3. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na (X, d) oraz f: X —
R.
Mediang f wzgledem p nazywamy takq liczbe M = Med,(f) dla ktorej

p({z: f(x) > M), p({z: f(z) < M}) >1/2.
Modutem cigglosci f nazywamy funkcje

wy(t) == sup{|f(z) — f(y)|: d(z,y) <t}.
Fakt 1.1. Dla dowolnej funkcji F': X — R,
u{x: F(z) > Med, (F) + wp()}) < au(t)

pl{z: [F(x) = Med,,(F)| > wr(t)}) < 20,,(t).

Dowdéd. Niech A := {z: F(x) < Med,(F)} wéwczas u(A) > 1/2 zatem
p(A¢) > 1—a,(t). Ponadto, jesli x € Ay, to istnieje y € A takie, ze d(z,y) <t
i wowcezas F(x) < F(y) +wr(t) < Med,(F) + wrp(t), stad pierwsza nieréw-
nos¢ w fakcie. Stosujac ja do —F' i zauwazajac, ze Med, (—F) = —Med,,(F)
oraz w_p = wg dostajemy

p{x: F(x) < Med,(F) —wp(t)}) < au(t).
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Dodajac powyzsza nieréwnosé do poprzedniej otrzymamy ostatnia czesé fak-
tu. ]

Przypomnijmy definicje funkcji lipschitzowskiej
Definicja 1.4. Funkcje F': (X,d) — R nazywamy lipschitzowska, jesli

F(z)—-F
| Fl|lLip := sup —| (2) W)l < 00.

THY d(iL’, y)

Mowimy, ze funkcja jest L-lipschitzowska jesli | F||Lip < L, tzn. |F(x) —
F(y)| < Ld(z,y) dla wszystkich z,y € X.

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ funkcje lipschitzowskie miedzy prze-
strzeniami metrycznymi.

Fakt 1.2. i) Jesli F' jest lipschitzowska ze stalg L, to dlat > 0,
u({a: F@) > Med,(F) + t}) < a,(t/L)

oraz

u({s |F (@) — Med, (F)| > t}) < 20, (t/L).
i1) Na odwrét, jesli dla kazdej funkcji 1-lipschitzowskiej F' i ustalonegot > 0,
p({x: F(z) > Med,(F) +t}) < a,

to oy (t) < o

Dowdd. i) Wynika z Faktu 1.1 i oczywistego szacowania wy(t) < tL.
ii) Ustalmy zbiér A taki, ze u(A) > 1/2 i okreSlmy F(z) := d(z, A).
Wéwezas F' jest 1-lipschitzowska oraz Med, (F') = 0, zatem

az p({F > t}) = p({z: d(z, A) > t}) = 1 — p(Ay).
O

Czesto tatwiej i naturalniej jest wykazywaé koncentracje funkcji lipschit-
zowskich woké! éredniej a nie mediany. Kolejny fakt pokazuje jak odzyskaé
funkcje koncentracji w takim przypadku.

Fakt 1.3. Zaloimy, Ze p jest miarg probabilistyczng na przestrzeni me-
trycznej (X,d) oraz dla ograniczonych funkcji 1-lipschitzowskich F it > 0
zachodzi

u({:):: F(z) > /Fd,u—l—t}) < at). (1)
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Wowczas dla dowolnego zbioru borelowskiego A takiego, ze pu(A) > 0 zachodzi
1 p(Ay) < alu(A)t).
W szczegolnosci
t
a,(t) < 04(5).

Ponadto, jesli lim;_,o a(t) = 0, to dowolna funkcja 1-lipschitzowska jest
caltkowalna i jesli dodatkowo a jest ciggla, to (1) zachodzi dla wszystkich
funkcji 1-lipschitzowskich.

Dowdd. Ustalmy zbiér borelowski A taki, ze u(A) > 0 oraz t > 0. Niech
F(x) := min{d(x, A),t}, wéwczas F jest ograniczona, 1-lipschitzowska i
J Fdu < t(1 — p(A)). Stad na mocy (1),

L= plA) = u({F > ) <p({F > [ Fdu+ u(A)t}) < atuap).

W szcezegdlnosel, jesli pu(A) > 1/2, to 1 — p(As) < a(t/2).
By udowodnié¢ druga czes¢ faktu, ustalmy funkcje 1-lipschitzowsksg F' i
niech F), := min{|F|,n}. Z (1) zastosowanej do —F,, dostajemy

u({x: Fo(z) < /Fnd,u - t}) < at).

Wybierzmy ¢ takie, ze a(ty) < 1/2 oraz m := Med,|F|. Wéwczas p({F,, <
m}) > 1/2, czyli zbiory {F, < m} oraz {F,, > [ F,du — tp} maja niepuste
przeciecie. Zatem [ F,dp < m + to i z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno-
$ci monotonicznej dostajemy [ |F|dy < m + tg < oo. Ostatnia czesSé tezy
dostajemy stosujac (1) do min{max{F, —n},n} i przechodzac z n — co. [

1.2 Obserwowalna srednica zbioru

Srednica zbioru A w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy
Diam(A) := sup{d(z,y): =,y € A}.

Jedli prébujemy obserwowad jakis obiekt, to mozemy przyjac, ze zbiory miary
mniejszej niz pewne £ > 0 sa dla nas niezauwazalne (zalozenie to np. dla
k = 10719 wydaje sie calkiem uzasadnione, jesli miara yu jest zwigzana ze
stopniem oswietlenia obiektu). Motywuje to definicje czesciowej Srednicy

PartDiam, (X, d) = inf{Diam(A): u(A4) > 1 — x}.



W praktyce réwniez nie jesteSmy w stanie obserwowaé obiektow wielowy-
miarowych, a jedynie ich przekroje. Stosujac pewne uproszczenie mozemy
zalozy¢, ze przestrzen obserwujemy za pomoca funkcji 1-lipschitzowskich F,
tzn. badamy rozktad g o F~! na F(X) (np. natezenie §wiatta). Stad wpro-
wadzamy

Definicja 1.5. Obserwowalna Srednica przestrzeni (X, d) wzgledem miary
u nazywamy wielkosé
ObsDiam,, (X, d) := sup {PartDiamHqu(F(X)): F: X =R, ||F||Lip < 1}.
Fakt 1.4.

ObsDiam,, (X, d) < 201;1(1‘43/2),
gdzie a;, () = inf{r > 0: au(r) < e}

Dowdd. Ustalmy funkcje 1-lipschitzowska F' na X i niech M = Med,(F),
woéwcezas na podstawie Faktu 1.2,

po FY([M + 7, M — 7)) = u(|F — M| < 7) > 1 — 2a, ()
Zatem
ObsDiam,, (X, d) < 2inf{r: 2a,(r) < K} = 204;1(%/2).
O

Przyktad. Dla gaussowskiej koncentracji ox,q,,)(t) < C1 exp(—t2/Cy)
mamy ObsDiam, (X, d) < 2,/C21In(2C /k).

W szczegblnosci ObsDiam,,, (S™) jest rzedu 1/4/n, podczas gdy nietrud-
no sprawdzi¢, ze Diam(S™) = 7 i PartDiam, (S™) > 7/2.
1.3 Transport miary
W wielu zagadnieniach bedziemy uzywali pojecia transportu miary.

Definicja 1.6. Niech p i v bedg miarami na przestrzeniach metrycznych X
1 Y. Powiemy, Ze funkcja borelowska p: X — Y transportuje miare pu na
miare v (ew. miara v jest obrazem miary p przy przeksztalceniu ¢) jesl
v(A) = pop 1 (A) dla wszystkich A € B(Y).

Szczegdlnie wygodny jest transport lipschitzowski.

Fakt 1.5. Jesli p: X — Y jest L-lipschitzowska oraz ¢ transportuje miare
pna v, to a,(t) < ay(t/L).

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze (o~ (A))y/, C ¢ 1 (Ay). O



2 Nieréwnosci izoperymetryczne

W tej czesci oméwimy kilka nieréwnosci izoperymetrycznych, pokazujac réz-
ne sposoby ich dowodzenia - poprzez powigzane nieréwnosci funkcyjne, sy-
metryzacje czy transport miary.

2.1 Klasyczna izoperymetria

Chociaz w tym wyktadzie bedziemy sie zajmowaé miarami probabilistyczny-
mi, to przeglad nieréwnosci izoperymetrycznych zaczniemy od klasycznego
przypadku n-wymiarowej miary Lebesgue’a A,.

Twierdzenie 2.1. Jesli A jest podzbiorem borelowskim R™ takim, Ze A\, (A) =
An(B(z0,7)), to dla dowolnego t > 0,

An(Ar) 2 A (B(zo, 7)) = A (B(zo, 7 + 1)).

Twierdzenie 2.2 (Nieréwno$é Prekopy-Leindlera). Jesli s € [0,1] oraz
fy9,h: R" — [0,00) spelniajg warunek

h(sz+ (1= s)y) > f(2)°g(y)' ™ dla z,y € R", (2)

to
1-s

h(z)dx > ( f(x)da:) (/ g(:v)dx)
Rn R R”
Dowdd. Najpierw wykazemy, ze dla niepustych zbioréw A, B € B(R") za-
chodzi

M(A+ B) > Mi(A) + Mi(B).

Poniewaz A\1(A) = sup{\(K): K C A, K zwarty}, to mozemy przyjac, ze
zbiory A i B sg zwarte. Ponadto odpowiednio je przesuwajac mozemy tez
zakladaé, ze sup A = inf B = 0. Woéwczas AN B = () oraz

M(A+ B) > M(AUB) = A (A) + M (B).

Nieréwnos¢ Prekopy-Leindlera udowodnimy przez indukcje po n. Naj-
pierw rozwazmy n = 1. Mozemy zakladaé¢, ze f,g i h sa ograniczone, a z
uwagi na jednorodno$é, ze sup f(z) = sup g(x) = sup h(z) = 1. Zauwazmy,
zedla0<r<1l,{h>r}Ds{f>r}+(1—s){g>r}, wiec calkujac przez



czesci dostajemy
1 1
/h(x)dx _ /0 M{h = rDdr > /O M(s{f > 1} + (1= s){g > r})dr
> [ NG > )+ (- ) > rar

:s/fda:+(1—s)/gda:> (/fdx)s</gd:n)ls.

Zalbézmy teraz, ze n > 2 oraz teza twierdzenia zachodzi dla n — 1. Niech
f,g,h spelniaja (2) i okreSlmy dla z € R

F(z)= /Rn—1 f(z,2)dz, G(x) = /Rn_l g(x, z)dz oraz H(z) = /Rn_l g(x, z)dz.
Zauwazmy, ze dla ustalonego z,y € R
h(sz+ (1 —s)y,s21 + (1 — 8)z0) > f(x, 21)°g(y, 22) 7% dla 2y, 20 € R* L.
Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego
H(sz+ (1—s)y) > F(z)*G(y)' .

Stosujac nieréwnosé Prekopy-Leindlera w udowodnionym wczesniej przy-
padku n = 1 dostajemy

s 1—
[ h@)da = /R H(x)dz > ( /]R F(x)dz)( /R G(x)dr)
s 1—s
= ( - f(x)d:z:) (/"g(m)dx>

s

O]

Whniosek 2.3 (Nier6wno$¢ Brunna-Minkowskiego). Dla dowolnych niepu-
stych zbioréw borelowskich A, B C R"™,

A(SA+ (1= $)B) = M(A)Aa(B)~* dla s € [0,1]

oraz

An(A+ BYY™ = A, (A)Y™ + A, (B)V™

Dowdd. Pierwsza nieréwnos¢ natychmiast wynika z nieréwnosci Prekopy-
Leindlera zastosowanej do funkcji f = 14,9 = 1p oraz h = 1,44 (1_4)B-



By udowodnié¢ druga wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy A i B sa zbio-
rami skonczonej i niezerowej miary. Przyjmijmy wtedy
- A - B An (A7
A== B= = - .
s’ 1—s 7T XA + A (B)Un
Woéwezas Ap(A) = M(B) = (M(A)Y" + X\ (B)Y/™)", wiec na podstawie
wykazanej poprzednio nieréwnosci

A(A+B) = M(3A+(1-5)B) > Aa(A) M(B)'* = (A A)/"42n(B)1/7)".
]

Uwaga. Suma dwu zbioréw borelowskich nie musi by¢ zbiorem borelow-
skim, ale mozna wykazaé, ze jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a.

Dowdéd Twierdzenia 2.1. Niech ¢, = A\, (B(0,1)), wéwczas A, (A) = ™ 1
na podstawie Wniosku 2.3,
An(Ae) = An(A+ B(0,1) > Aa(A)V" + Aa(B(0,£)/™)"
=cp(r+1)" = M (B(zo, 7 + 1)).
O

Definicja 2.1. Dla miary u na przestrzeni probabilistycznej (X, d) okresla-
my zewnetzng miare brzegowa put wzorem

pt(A) := liminf M
t—0+ t

Uwaga. Jesli miara x4 na R™ ma ciagla gesto$é g(z) oraz zbiér A ma
gtadki brzeg, to

pHA) = [ @)t ),

gdzie H,_1 oznacza n — 1 wymiarowa miare Haussdorffa.

Réwnowazna rézniczkowa forma klasycznej nieréwnosci izoperymetrycz-
nej méwi, ze spoérdd zbiorow ustalonej objetosci najmniejsza powierzchnie
brzegu ma kula. Doktadniej:

Twierdzenie 2.4. Jesli A jest podzbiorem borelowskim R™ takim, zZe A\, (A) =
An(B(zo,7)), to
A(A) = AL (B(xo, 7)) = ney/™(An(A) =1/,

gdzie
cn =M(B(0,1) = ———



2.2 Izoperymetria sferyczna

Twierdzenie 2.5. Jesli A jest podzbiorem borelowskim S™ takim, Ze 0, (A) =
on(B(xo, 7)) to dla dowolnego t > 0,

on(At) = on(B(x0,7)t) = on(B(xo, 7 + 1)).

A, (t) < \/zexp ( - (n;DtQ)

Dowdéd. Dla n = 1 nie ma co dowodzi¢ (bo zawsze o, (t) < 1/2). Bedziemy
wiec zaktadaé, ze n > 2. Zauwazmy, ze

r
on(B(zo,7)) = sgl/ sin™ ! tdt,
0

Whniosek 2.6.

gdzie s, = [J sin" ! tdt. Zatem

™

w/2
g, (t) = 1—0,(B(xo, t+7/2)) = s,:l/ sin" ! udu = s,:l/t cos" L udu.

t+m/2

Stosujac oszacowanie cosu < exp(—u?/2) dla t € [0, 7/2] dostajemy
w/2 w/2 00
/ cos™ tudu < / e~ (=12, < ! / e 5 2ds
t t tv/n—1

n—1
Ve — VT -1y
= \/m(l d(tv/n —1)) < 2(n_1)e DE7/2,

Ponadto tatwe catkowanie przez czesci daje, ze dla n > 3, s, = Z—:%sn,g,
stad
n—2
vn —1ls, = \/ﬁsn—Z > Vn —35,_2,

zatem

11;% Vn — 1s, = min{so, V2s3} = min{2, 7/v2} = 2.

n>

O

2.3 Izoperymetria gaussowska

Przypomnijmy, ze przez ; oznaczamy kanoniczny rozklad gaussowski na
R¥, tzn. rozklad z gestodcig (2m)~*/2 exp(—|z|?/2).

Gléownym wynikiem, ktéry wykazemy jest to, ze dla rozktadéw gaussow-
skich optymalne dla problemu izoperymetrycznego sa pdiprzestrzenie afi-
niczne, to znaczy zbiory postaci

H = {z € R*: (z,u) < r} dla pewnych u € S¥~1 i r € [~00, oq]. (3)
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Twierdzenie 2.7. Niech H bedzie polprzestrzeniq afiniczng, a A zbiorem
borelowskim w RF takim, Ze v (H) = yx(A). Wéwczas dla dowolnego t > 0,
Yie(Hp) < yi(Ag)

Zanim przystapimy do dowodu twierdzenia pokazemy, ze i jest granica
rzutowan rozktadéw jednostajnych na /nS™1.

Niech P = P}, oznacza kanoniczny rzut R" na RF dla k < n, za$ 6p_1
oznacza unormowang miare powierzchniowa na 1/nS™"!. Oznaczmy przez
k,n Obraz o, _1 przy tym rzutowaniu tzn.

Hin(A) = Gn1 (Pe(A4)) dla A € B(RF).

Fakt 2.8 (Lemat Poincaré). Miara py,,, zbiega stabo przy n — oo do miary
Yk, CO Wiece]

nlin;o tien(A) = 7:(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A.

Dowdd. Proste rozumowanie pokazuje, ze miara jiy, ma gestos¢ g () =
c,;zgn,k(ﬁ), gdzie gn r = (”_TW)(”—’C)/QIL{|1K\/E} oraz Cgpn = [pk Gnk(x)de.
Oczywiscie limy, o0 Gr.n () = exp(—|z|?/2), ponadto |Gk, (x)| < exp(—(n —
k)|z|?/(2n)) < exp(—|z|?/(2n)) dla n > k, wiec z twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznoci zmajoryzowanej lim, oo Cni = [ exp(—|z|?/2)dx, czyli ge-
sto$¢ miary pu ., zbiega punktowo do gestodci miary . Teza faktu wynika
z twierdzenia Scheffe’go (zob. zad.8.1.7 w [1]). O

Dowdd Twierdzenia 2.7. Ze wzgledu na rotacyjna niezmienniczo$¢ miary g
mozemy dla uproszczenia notacji zalozyé, ze H = {x: z; < r}. Ustalmy
dowolne ro < r i niech Hy = {z: 21 < ro}. Zauwazmy, ze v,(Hp) < 1x(A)
zatem na podstawie Lematu Poincaré pu, »,(Ho) < fu,n(A) dla duzych n. Po-
niewaz P} (Ho) N/nS" 1 jest kula w /n.S" !, wiec na mocy izoperymetrii
sferycznef

Gu-1 ((Prp(A))e) > e (P (Ho)e ).

Zauwazmy, ze przeksztalcenie Py, jest oczywiscie 1-lipschitzowskie, wigc

Pen(Ae) > tin (P ((Prp (A)))) >t (Pin (P (Ho))e)).

Nietrudno zauwazy¢, ze

Prn((Py (Ho))e) = {w: a1 <70}
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oraz r, — 1o+t przy n — oo. Stad
W(Ar) = Hm pen(Ar) > 1m g n(f2: 21 <rn}) = w({z: 210 <ro+1}),

z dowolno$ci rg < r wynika teza.

U
Twierdzenie 2.9. Jesli y;(A) = ®(x) to vx(A:) > ®(x +t) oraz v (A) >
I, (v(A)), gdzie I,(z) := (@~ (x)) oraz p(x) = ®'(z) = \/%exp(—mQ/Q).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze jesli vx(H) = ®(x) i H jest postaci (3), to
Hy={z e RF: (m,u) <r+t}iy(H) = ®(x+1). O

Zauwazajac, ze ®(0) = 1/2 otrzymujemy:
Whiosek 2.10. o, (t) <1 — ®(t) < 5exp(—t?/2).
Na podstawie Faktu 1.2 dostajemy:

Whniosek 2.11. Jesli F: RF — R jest funkcjg L-lipschitzowskq oraz t > 0
to
1 _ 2
W({z: F(x) > Med,, (F) + ) < 1 - (/L) < ge 20
oraz

2

w({z: |F(x) = Med,, (F)| > t}) < 2(1 - ®(t/L)) < ¢ 222

Transportujac w sposéb lipschitzowski miare gaussowska mozna uzyskaé
oszacowania funkcji koncentracji dla innych miar. Pokazemy dwa przyktady.

Whiosek 2.12. Niech jugq» 0znacza rozklad jednostajny na kostce [0, 1]".
Wéwczas oy jest (277)_1/2—lipschz'tzowskim obrazem ~y,. W szczegolnosci
Qg an < 3 exp(—mt?).

Dowdd. Okreslmy f: R — (0,1) wzorem

f(@) = o, ([0, F(@)]) = 71 (=00, 2]) = @(x).

Wowczas f transportuje v1 na w1}, to znaczy g = 7 © f~!. Ponadto
f'(z) = (27) "2 exp(—22/2) < (2m)~ Y2, cayli f jest (27)~'/2-lipschitzowska.
Jedli teraz okredlimy F': R™ — (0,1)" wzorem F(z) = (f(z1),..., f(zn)), to
F transportuje +, na p oraz F jest (2m)~1/2-lipschitzowska. Ostatnie osza-
cowanie w tezie wniosku jest konsekwencja Faktu 1.5 i Wniosku 2.10. O

13



Whniosek 2.13. Niech B, = {x € R": |z| < 1} oznacza kule jednostkowg w
R", zas$ up, bedzie rozkiadem jednostajnym na By,. Wowczas istnieje stata

C taka, zZe pp, jest Cn=Y2-lipschitzowskim obrazem ~,. W szczegélnosci
Qup, < %exp(—ntQ/(QC)).

Dowdd. Poniewaz obie miary v, i up, sa rotacyjnie niezmiennicze, bedzie-
my szuka¢ funkcji 7: R" — B,, transportujacej <, na pup, postaci Tx =
éjgo(\aﬂ) Wystarczy sprawdzié, ze v, (B(0,t)) = un(B(0, ¢(t))), czyli catku-
jac we wspdéirzesnych sferycznych, ze dla t > 0,

1 t
el A ()

gdzie
cn = / P e Rp = 2("_2)/2I‘(ﬁ).
0 2
Z (4) wynika, ze

t
ol > e P2 [ty = e
Cn, 0 nep

Rézniczkujac stronami (4) dostajemy ng' (£)p(t)"~! = t"~Le~*/2 /¢, zatem

/ 1 to\nl —t2/2 1 t2/2\(n—1)/n _—t2/2 —-1/n
©'(t) ncn( (t)) e . (ncpe” /%) e (ney)

Ze wzoru Stirlinga dostajemy
n

_ on/2p P > n/2
ne, = 2 I‘(2—|—1)/(€) ,

Ve

o =sup | (t)] < X=.
Iilluip = sup ()] < =

wiec

O]

Otwarty problem. Rozwigzaé zagadnienie izoperymetryczne dla zbio-
réw symetrycznych, to znaczy znalezé dla ustalonego t > 0, ¢ € [0, 1],

inf {7, (A4s): (A) =c, A= —A}
inf {7 (4): w(A) =c, A= —A}.

Dosé naturalna hipoteza méwi, ze dla ¢ > 1/2 rozwiazaniem obu probleméw
sa zbiory postaci [—a,a] x R¥~! zag dla ¢ < 1/2 drugi problem si¢ optyma-
lizuje dla (R \ [~a, a]) x R¥~1. Podobny problem mozna postawi¢ dla miary
on, ale tam analogiczna hipoteza okazuje sie by¢ niestety fatszywa.
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3 Koncentracja w przestrzeniach produktowych

3.1 Transformata Laplace’a

Wiele dalszych szacowan bedzie oparte na transformacie Laplace’a zmiennej
losowej.

Definicja 3.1. Transformata Laplace’a zmiennej losowej Z nazywamy funk-

cje
Lz(\) :=Ee* XeR.

Podobnie jesli p jest miarg probabilistyczng na pewnej przestrzeni X oraz
F: X — R, to transformate Laplace’a F' wzgledem p okreslamy

Lra(\) = / AFE) gy ().
X
Fakt 3.1. Dla dowolnej zmiennej losowej Z,

P(Z>1) < inf e MLy(\) dlat > 0.

W szczegolnosci, jesli dla pewnego a > 0,
Lz(\) <exp(ad?) X ER,

todlat>0
t2 2
P(Z>t)<exp( - @) oraz P(|Z] > 1) < 2exp - @),

Dowdd. Pierwsza cze$é¢ wynika z nieréwnoéci Czebyszewa, a druga z pierw-
szej i prostego rachunku. O

Zatem by udowodnié, ze funkcja koncentracji miary p jest gaussowska
wystarczy wykazaé, ze L, (A) < exp(ar?) dla pewnego a > 0 i wszystkich
funkgji 1-lipschitzowskich F' takich, ze [ Fdu = 0.

3.2 Metody Martyngatowe

Twierdzenie 3.2 (Nier6wnos¢ Azumy). Niech (My, Fy)il_y bedzie martyn-
galtem o ograniczonych przyrostach takim, zZe | My — My_1]|co < ax. Wowczas

t2
=1
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Dowdd. Okredlmy dla 1 < k < n, d := My — My_1, woéwczas E(dg|Fr—1) =
0. Mamy 15%(—2) 4+ %2 = ux, wiec z wypuklodei exp(z),
1—u 1+u

—x
5 ¢ T

eux <

e® = usinh(x) + cosh(z) dla |u| < 1.
Stosujac te nieréwnosé dla u = di/ay 1 * = Aay dostajemy
d
E( M| F_q) < E(a—k’}'k_l) sinh(Aag) + cosh(Aay) = cosh(Aag).
k

LiCZymy
Ee)\(Mn—MO) — Ee)‘(Mnfl_MO_‘_d") = E(G)\(Mnfl—Mo)E(e)‘dn|fn71))
< COSh()\an)EeA(Mnfl—Mo)'

Zatem iterujac powyzsza nieréwnosé i stosujac oszacowanie (wynikajace np.
7 rozwiniecia w szereg Taylora) cosh(z) < exp(z?/2) dostajemy

n 1 n
Lg, —ap,(\) = BEeMMa=Mo) H cosh(Aag) < exp(§ Z ai\?).
k=1 k=1

Teza twierdzenia wynika z Faktu 3.1. O

Uwaga. Najczesciej bedziemy mieli Fy = {0, Q}, wowczas My jest stale,
a poniewaz martyngal ma stala warto$¢ oczekiwana, to My = EM,,.

W ponizszych zastosowaniach bedziemy przyjmowaé Mj = E,(F|Fy)
dla catkowalnej funkcji F': X — R i odpowiednio dobranego (Fj) ciagu
o-cial podzbioréow X.

Whniosek 3.3. Niech (X;,d;) bedg przetrzeniami metrycznymi, X = X; X

- x X, z odleglo$cig 1, to znaczy d(x,y) = Y iy di(zi,y) dla x,y € X
oraz niech = p1 ® ... ® uy, bedzie produktem miar probabilistycznych p; na
X;. Wowczas dla dowolnej funkcji 1-lipschitzowskiej F na X

t2

2D2)?

u({z: F@) > /qu+t}) < exp(—

gdzie D = (X7, Diam(X;)?)'/2. W szczegdlnodci
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Dowod. Na mocy Faktu 1.3 wystarczy wykazaé pierwsza nieréwnosé tezy.
Niech Fj, bedzie o cialem generowanym przez pierwsze k-wspdirzednych oraz
My, == E,(F|F). Wowczas oczywiscie

Mi(z) = My(an, ..., z5) = / F(2)dpis (zis1) -~ dptn(zn),
Xk+1 X...XXp

stad
| My (2) — My_y(2)] = [Mg(21, ..., 2p) — ; Mi(1, ..., 2p)dpg ()]
k
< sup  [Mg(21,- - Th-1,Yk) — Mi(21, -0 Te—1, 21)|
Yk 2k € Xk
< sup |F($17"'7xk—17yk7yk‘+17"'?yn)—F(mla'"?xk—lazkayk+17"'?yn)|
yeX, 21Xy
< sup  dy(yk, 2) < Diam(X},)
Yk 2k € Xk
i teza wynika z Twierdzenia 3.2. O

Definicja 3.2. Mdwimy, Ze skoriczona przestrzen metryczna (X, d) ma dtu-

gosé conajwyzejl, jesli istnieje rosngcy cigg podzialow X, {X} = Ao, A1,..., Ap =
{{z}: x € X} (A; jest podpodzialem A;—_1) oraz liczby a1, ..., ay, spelniajgce
(X, a?)Y2 < takie, ze dla dowolnego A € A;_y oraz B,C € A;, B,C C A
istnieje bijekcja ®: B — C dla ktorej d(x, ®(x)) < a; dla x € B.

Uwaga. Biorac A9 = {X} 1 A = {{z}: € X} widzimy, Ze kazda
skonczona przestrzen metryczna ma dlugosé nie wigksza niz Diam(X).

Twierdzenie 3.4. Jesli (X, d) jest skoriczong przestrzenig metryczng o dlu-
gosci co najwyzej 1, za$ p unormowang miarg liczgcg na X, to dla funkcji
1-lipschitzowskich F na X,

p({m: F(z) > /Fd,u+t}> < exp(;;),

w szczegolnosci

Dowdd. Ustalmy funkcje 1-lipschitzowska F'. Niech F; bedzie o-cialem ge-
nerowanym przez A; oraz M; := E,(F|F;) dlai=0,...,n. Wowczas

1
M;(z) = #AyEZAF(y) dlaze Aec A,
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Zatem, jesli A € A;_1, B,C € A;,B,C C A oraz ®: B — C jest bijekcja
jak w Definicji 3.2, to dla x € B,y € C,

Mifa) = M)l = | 5 X (F() = F(@(2)] < sup [F(2) = F(@()
2€B ze

<supd(z, ®(2)) < a;.
z€B
Poniewaz M; 1 na A € A;_1 jest usrednieniem M; po B C A,B € A;, to
mamy |M;(x) — M;—1(x)| < a;, czyli | M; — M;_1|loc < aij—1. Teza wynika z
Twierdzenia 3.2 oraz Faktu 1.3. [

Przyklad 1. Niech X = {0,1}" z odleglodcia d(z,y) = 1 #{i: z; # yi}.
Mozemy wtedy potozyé

Ai = {{(zy,...,2)} x {0,132y, ..., € {0,1})

i tatwo sprawdzié¢, ze zalozenia definicji sg spelnione z a; = % Zatem [ =

1/y/ni
nt?
Q0,13 dp) S eXP(—?)-
Przyktad 2. Ogolniej niech X; beda skoficzonymi zbiorami, X = X X
coo X Xy, d(x,y) = #{i: x; # y;} oraz p bedzie unormowana miara liczaca
na X. Analogicznie jak poprzednio

Ai = {1, @)} X Xppr X X Xy € X5, 1< 5 < i}
oraz a; = 1. Zatem | = \/n i

2
QX dyp) < eXp(—%)-
Przyktad 3. Niech II" bedzie grupa permutacji zbioru {1,...,n} z me-
tryka d(o, ) = #{i: 0; # m;}, a 4 unormowana miara liczaca na II". Niech
A; sklada sie ze zbioréw postaci

Aj gi=1cell"o(1)=741,...,0(i) = ji}.

Woéwcezas jesli B,C € A; sa podzbiorami pewnego A € A;_1 to B =
Aji i C = Aj i ¢ 1 mozemy zdefiniowac bijekcje ® miedzy B i
C jako ® = 7,400, gdzie 7,4 jest transpozycja zamieniajaca p z q. Latwo
sprawdzié, ze d(o, ®(0)) < 2/n, zatem | = 2/y/n i



Ostatnie twierdzenie z tej czesci wiaze sie z miarg Haara na zwartej gru-
pie metrycznej (G, d), to znaczy taka miara probabilistyczna u, ze pu(gA) =
p(A) = p(Ag) dla dowolnego A € B(G) i g € G. Zakladamy, ze d jest
niezmiennicza na translacje, tzn d(hgi, hge) = d(g1,92) = d(gih,g2h) dla
g1,92,h € G. Dla podgrupy domknietej H C G mozna wprowadzié¢ odle-
gloé¢ na G/H wzorem

p(g1H, g2H) = d(g1,92H) = d(g5 ' 91, H).
Twierdzenie 3.5. Niech p bedzie miarg Haara na zwartej grupie metrycznej
(G,d) oraz G = Gy D Gy D -+ D Gy, = {e} bedzie ciggiem domknietych
podgrup. Wowczas
2
o < exp (- @>’
gdzie | = (X7, Diam(G;_1/G;)?)'/2.

Dowdd. Niech F' bedzie funkcja 1-lipschitzowska, M; = E,(F|F;) gdzie F;
jest o-cialem generowanym przez zbiory ¢G;. Zalézmy, ze ¢1G;, goG; C
goGi—1 wowczas go_lgl,go_lgg € G;_1, wiec ze zwartoséci G;

Diam(G;_1/G:) = d(gy 91,90 "92Gi) = d(gy ' g1, 95 “92h) = d(g1, g2h)

dla pewnego h € G;. Okre$lmy przeksztalcenie ® wzorem ®(g) = g2hg; lg,
wéwcezas @ zachowuje miare p oraz jest homeomorfizmem miedzy ¢1G i g2G.
Ponadto

[F(9)—F(®(g))| < d(g,®(g)) = d(g, gahgy 'g) = d(g1,92h) < Diam(Gi—1/G).
Stad oscylacja M; na goG;—1 jest nie wieksza niz a; = Diam(G;_1/G;) czyli
po usrednieniu || M; — M;_1||cc < a; i mozemy stosowaé¢ Twierdzenie 3.2 [J
3.3 Nier6éwno$é Poincaré

Definicja 3.3. Mowimy, Ze miara probabilistyczna p na (X, d) spelnia nie-
rownosé Poincaré ze stalg C, jesli dla wszystkich ograniczonych lipschitzow-
skich funkcji f na X zachodzi

Var,(f) < C / IV f|Pdp, (5)
e |f(z) = f(y)]
L flz) — fly
IVfl(z) == llrgljgp T

jesli x jest punktem skupienia X i |V f|(z) = 0, jesli x jest punktem izolo-
wanym X.
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Uwaga 1. W przypadku, gdy X = R" ze standardowsg metryka eu-
klidesowa mozemy uzy¢ twierdzenia Rademachera, ktére méwi, ze kazda
funkcja Lipchitzowska jest rézniczkowalna prawie wszedzie i wtedy |V f|(x)
jest dla prawie wszystkich x rowny dtugosci zwyklego gradientu f. Ponadto
standardowy argument aproksymacyjny pokazuje, ze by wykazaé nieré6w-
no$¢ Poincaré dla miar probabilistycznych na R™ wystarczy sprawdzié (5)
dla ograniczonych funkcji klasy C''(R™) o ograniczonych pochodnych rzedu
jeden.

Uwaga 2. Bedziemy wykorzystywali tylko dwie wlasnosci |V f|. Miano-
wicie, ze dla funkcji 1-lipschitzowskich |V f| < 1 oraz, ze dla dowolnej funkcji
klasy C*(R), |[Vg(F)| < |¢'(F)||VF| (w szczegdlnosci |V(f + ¢)| = |V f]).

Uwaga 3. Zalézmy, ze miara p ma gestosé¢ postaci e na R™. Wowczas
proste catkowanie przez czesci pokazuje, ze

[19 5= [(=af+ (Vv 1) fdn

Definiujac operator Lf := —Af + (VV,Vf) widzimy, ze L1 = 0. Nieréw-
noé¢ Poincaré méwi, ze dla funkcji f o éredniej 0, czyli prostopadtych do
1, [ fLfdy > C~! [ f2du. Biorac pod uwage samosprzezonoéé L nieréw-
nosé (5) jest réwnowazna temu, ze kolejna warto$¢ wlasna L to conajmniej
1/C. Dlatego nieréwnos$é¢ Poincaré sie nazywa nieréwnoscia ,luki spektral-
nej” (spectral gap inequality).

Czasem wygodniej w nieréwnosci Poincaré zastapi¢ wariancje funkcji
przez catke kwadratu odchylenia od mediany, okazuje sie, ze prowadzi to do

réwnowaznej nieréwnosci.
Fakt 3.6. Nierowno$é Poincaré jest rownowazna nieréwnosci

Yrerpee) Bulf — Med, f2 < € / R

Co wigcej optymalne state w obu nierdwnosciach spetniajg Copy < Copy <

(]- + \/i)zcopt'

Dowdd. Poniewaz

Var,(f) = igﬂgEu(f — ) <E,|f — Med, f|%,

wiec oczywiscie Copy < Cop.
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By udowodnié przeciwne oszacowanie zauwazmy, ze
Var,(f) > [Med,.f = By fPp({|f = By f| > Med, f — E,f})
> %|Med#f ~E.f|%
Stad
(Eulf — Med, f1)"? < Var,(f)/2 + [Med, f — E,. f| < (1+ v2)Var,(f)"/?
i otrzymujemy é’opt < (1+ \/i)QC’Opt. O

Twierdzenie 3.7. Zalozmy, ze miara p spetnia nierowno$é Poincaré ze
statg C'. Wowczas dla kazdej funkcji 1-lipschitzowskiej F' vt > 0

u({F > /quth}) <2exp (- \%)

W szczegdlnosci ax (t) < 2exp(—t/2v/0).

Dowdd. Rozpatrujac F — [ Fdu mozemy zalozyé, ze F ma $rednia zero.
Zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji rézniczkowalnej g mamy |Vg(F)| <
' (F)|IVF| < |g'(F)|. Niech

M) == M, r(\) = / AMdp.

Stosujac nieréwnosé Poincaré do eM/2 dostajemy
A\ 2 A2
Var,, (e*F/2) = M()) — M(g) < C/ IV /212dy < CTM(/\).

Zatem dla \ < 2/+/C dostajemy

1 Ay 2
M) < mM(g) .

Iterujac te nieréwnos¢ n razy dostajemy

n—1 k n
M(A)gkno(l_cjw)?M(;)Z.

Poniewaz M(0) = 11 M'(0) = [ Fdu = 0, to M(\/2")?" — 1 przy n — oo i

M < 1T (=gegee)
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Zauwazmy, ze

[e.9] k oo
[I (1 - CA24*’H)2 >1-CN2Y okg k=g - e
k=0 k=0 2

W szezegélnoéci M (1/+/C) < 2 i teza wynika z nieréwnosci Czebyszewa. [

Fakt 3.8. Symetryczny rozklad wykladniczy v na R z gestoscig %e""ﬂ spet-
nia nierownosé¢ Poincaré ze stalq 4.

Dowdd. Proste calkowanie przez czesci pokazuje, ze dla funkcji h € C’&gr(R),

/ h(x)dv(z) = h(0) + / sgn ()1 (x)dv(x).

Niech f € C’(}gr(R) ig(x)= f(x)— f(0) wowczas

/dez/ = 2/sgn(ac)g'(x)g(x)d1/(x) < 2(/gl2du>1/2(/92d1/)1/2,
stad
Var,(f) < /deV < 4/g’2d1/ = 4/f/2dl/.
O

Fakt 3.9. Zaloimy, Ze pu; sq¢ miarami probabilistycznymi na X;, X = X1 X
oo X Xpooraz = p1 Q e @ -+ @ . Wowcezas dla dowolnej funkcji f €
L*(X, p)

Var,(f) < 3B, Var,, (f).
=1

Dowadd. Prosta indukcja pokazuje, ze wystarczy rozpatrzeé przypadek n = 2.
Wowcezas

Varu(f) =E,,E, (f = Euf)Q =E,, [Varm (f) + (Eulf - Euf)2]
= E,Var, (f) + Ep[Eu (f — Eup f))?
< E,Vary, (f) + EuEy, [(f — Eg, f)2] = E,Vary, (f) + E,Var,, (f),

gdzie ostatnia nier6wnosé¢ wynika np. z nieréwnosci Jensena. O
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Whniosek 3.10. Zaldzmy, Ze miary probabilistyczne u; na (X;,d;) spelniajq
nieréwno$é Poincaré ze stalg C; wzgledem gradientu |V;|. Wowczas miara
b= 1R Ry spelnia nieréuwnosé Poincaré ze statg C' = max; C; wzgledem
gradientu V f danego wzorem

ViR = Z‘T VAP
Dowdd. 7 Faktu 3.9 dostajemy
Var,(f) < fleuVaer) < fleuciEM\vifF < OEMan1 Vi f|>.
]

Whniosek 3.11. Produktowy rozkiad wykiadniczy v™ spelnia nieréwnosé Po-
incaré na R™ ze stalg 4. W szczegolnosci ayn(t) < 2exp(—t/4).

Kolejna przyjemna wlasnoscia nieréwnosci Poincaré jest jej stabilnosé ze
wzgledu na zaburzenia miary pu.

Fakt 3.12. Zalozimy, zZe p jest miarg probabilistyczng na X, V' jest ograni-
czong funkcjq borelowskq oraz dv = Z~'eVdpu, gdzie Z = [ eV du. Wéwczas
jesli miara v spetnia nierdwno$é Poincaré ze stalqg C to v spelnia nierdwnosé
Poincaré ze stalg Ce2lVle.

Dowdd. Wezmy funkcje lipschitzowska f, odejmujac stala mozemy zatozy¢,
ze E, f = 0. Wéwczas

Varl/(f) < Euf2 = ;/fgevdlu < %eHVHoo /de,u
1
< JelVI=c [ [95Pap = cdVI= [ |95V an
< C€2||V”Oo/|v.f’2d1/

O

Fakt 3.13. Jesli miara v na (Y, p) jest L-lipschitzowskim obrazem miary
u na (X,d) oraz p spelnia nieréwno$é Poincaré ze stalg C, to v spelnia
nieréuno$é Poincaré ze statg CL?.
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Dowéd. Niech v = po ™!, gdzie p: X — Y i |l¢|lLip < L. Dla funkcji

lipschitzowskich f na Y otrzymujemy

Var, (f) = Van,(f o) < C [ 94 o pld
< [ IVfE(p@)du(z) = CL* [ [V Pd.

gdzie przedostatnia nieréwno$é wynika z punktowego oszacowania |V f o
ol(z) < LIV fi(e(z)). O

Whiosek 3.14. Istnieje stata uniwersalna Ly < 12.5 taka, Ze dowolna mia-
ra symetryczna log-wklesta p o wariancyt 1 na prostej jest Lo-lipschitzowskim
obrazem symetrycznej miary wykladniczej v. Stgd p spetnia nieréowno$é Po-
incare ze stalg 4L% < 620.

Dowdéd. Niech g bedzie gestoscia miary p, wowczas ¢ = e~ ", gdzie h: R —
(—o0,00] jest funkcja parzysta wypukla, w szczegélnosci ¢(0) = ||g|lco-
Okreslmy

xo := inf{x > 0: g(z) < g(0)/e}.

Zauwazmy, ze z log-wklestosci wynika, ze g(z) < e~%/%0g(0) dla z > zg oraz
g(0) > g(z) > g(0)/e dla 0 < = < zg. Stad

2xog(€0) < /xo g(x)dr < 1= 2(/:0 +Lw)g(x)dx

—x0

1
2(x0g(0 +/ ~w/%0g(0)dx) = 220go(1 + )

Analogicznie

g gT / r<1= 2(/96O +/oo)x2g(x)dx
<2 (0)(/ 2dac+/ zPeT /0 dy) = Zxogo(; + i).

Zatem 3 3
‘ 7 < w3g(0) < 2

(&
< 0) < =

2(e+1

skad wnioskujemy, ze

\/ <y/3 —< 0)) S ———
e+15 (e +1) oraz e+1)5/2 9(0) 23
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Okreslmy ¢: R — R wzorem

v(—00,z] = (=00, p(x)].
Wéwczas ¢ transportuje v na u, jest nieparzysta i niemalejaca, zatem

lillsp = sup@'(z) = sup g —*
Lip = su =Ssup - ———.

#llLip 20 4 220 2 g(p(7))

Rozpatrzmy dwie mozliwosci:

i) ¢o(z) < xo. Wowezas g(o(x)) > g(0)/e i

efx

1 € e 3/2
2 e < g0y < V3T DY

ii) p(z) > xo. Zauwazmy, ze z logarytmicznej wklestosci g wynika, ze g(¢(x)+
t) < g(p(x))e 0 dla t > 0, stad

Zatem
1 e*

2 g(p(@)

Podsumowujac oba przypadki otrzymujemy ||¢||Lip < v/3(e + 1)3/2 < 12.5.
O

Ty < 3(6+1).

Uwaga. Wniosek 3.14 (z nieco gorsza stala) jest prawdziwy bez zalo-
zenia symetrii miary pu. Dowdd jest bardzo podobny, cho¢ nieco bardziej
zmudny.

3.3.1 Charakteryzacja na prostej

Okazuje sie, ze daje sie podaé prosta charakteryzacje miar na R, ktére spel-
niaja nieréwnos¢ Poincaré. Zanim ja sformutujemy podamy $cisle zwigzany
fakt dotyczacy tak zwanych wazonych nieréwnoéci Hardy’ego.

Twierdzenie 3.15 (Muckenhoupt). Zaldzmy, zZe i v sq miarami na [0, 00).
Wowczas istnieje stala C' < oo taka, Ze dla kaidej funkcji ograniczonej f,

/OOO \ /Oxf(t)dt\zdu < 0/000 |f(2))2dv(z) (6)
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wtedy 1 tylko wtedy gdy

L |
B:= supu[r,oo)/ ——dx < 00,
r>0 0 p(l‘)

gdzie p oznacza gestoscé czesci absolutnej v. Co wigcej, jesli Copy jest naj-
mniejszq stalg C takq, Ze zachodzi (6), to B < Copy < 4B.

Dowdd. Zamieniajac f na |f| i zauwazajac, ze wyzerowanie f na nosniku
czedcl singularnej v nie zmienia lewej strony (6) wnioskujemy, ze wystarczy
badaé nieréwnoéé

LT[ rwal an< e [T ir@Ppaa %

dla nieujemnych f.
Zauwazmy, ze dla f > 0 (7) implikuje

TOO/fdt C/\f )*p(z

Przyjmujac f(x) = flx)]l{p(x)Zl/n} i biorac najlepsza mozliwa stala dostaje-
my

!
r, 00 —— 11 /mrdr < Copt,
plr, 00) /0 () @)=1/n} pt

skad po przejéciu z n — oo i wzigciu supremum po r dostajemy B < Copt.
By udowodnié, ze Copy < 4B wystarczy wykazaé, ze (7) zachodzi z C' =
4B. Zalézmy wpierw, ze miara p ma gestosé g i przyjmijmy

T ] 1/2
h(z) = / —dt
(=) ( o p(t) )
wéwcezas na mocy nieréwnosci Schwarza i twierdzenia Fubiniego
0 T 2 00 T 2
/0 )/0 o du:/ ]/ F(0)dt] gx)dz
1
2 —————du|dx
<), ot / i RO
1
(u)h(u)

/x
_/ 22 )[/t 9(@) /Om o dud] di

Zauwazmy, ze

xr 1 xr , _ -
/0 p(u)h(u)du_/o 20/ (u)du = 2h(x),
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wiec na mocy definicji B (uzytej dwa razy)

/toog(x) /Ox Mdudng/t“g(x)(/ow p(lu)du>1/2dx
<2\/§/toog(x)(/:og(u)du)l/2dx = 4\/§/toodd$<_/x

© 1

_4@(/:0 g(x)dgc)l/2 < 4B(/t —da;)_m = 4BL7Y(1).

p(x)

oo

1/2
g(u)du) dz

Zatem
/OOO ‘ /030 f(t)dtfdu < /Ooo F2()pt)h(t)ABh™1(t) = 4B /OOO F2()p(t)dt.

Jesli miara p nie ma gestodci, to znajdujemy miary u, z gestosciami
zbiezne stabo do u takie, ze p,[x,00) < pf[z, 00) Mozna np przyjaé

/n
fin(A) :n/ol W( A+ )dt

Wowezas

o1 (A |
sup [, oo)/ ——dz < sup plr, oo)/ ——dx = B,
r>0 o p(x) r>=0 0 p()

wiec
/OOO | /Oxf(t)dtfdu = lim OOO | /0$f(t)dt’2dﬂn < 4B /OOO () 2p()da.
0

Twierdzenie 3.16. Zalozmy, Ze i jest miarg probabilistyczng na R o me-
dianie m, zas p oznacza gestosé jej czeSci absolutnie cigglej. Wowczas miara
W spetnia nierownosé Poincaré ze skonczong statg C wtedy i tylko wiedy gdy
max{ B, B_} < oo, gdzie

v ]
By = sup u[fr,OO)/ ——dy

x>m m p(y)
mo1
B_ = sup M(foo,:p]/ —dy.
x<m x p(y)
Co wigcej optymalna stata Copy w nieréwnosci Poincaré spetnia
1

————max{B;,B_} < Copt < dmax{B;,B_}.

(1+v2)?
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Dowdd. 7 Twierdzenia 3.15 (zastosowanego do miary u obcietej do [m, co)
i f' zamiast f) wynika, ze dla dowolnej funkcji Lipschitzowskiej f,

[ @ romPaute) = [T ([ 5 wae) duta) < 4By [ @),

m

Analogicznie rozpatrujac miare p na odcinku (—oo,m),

| (@) = fen)Pdute) < 4B [ fAa)duta).

—00

Dodajac stronami dostajemy

Var, () < [(£(a) = fm)Pdo) < Amax(By, B-} [ £2(@)dp(a)

czyli Copt < 4max{B,,B_}.

By udowodnié¢ nieréwnosé w druga strone zauwazmy, ze jesli f jest ogra-
niczong funkcja oraz g(z) = 0 dla z < mig(z) = [ f(t)dt dla x > m, to
g jest lipschitzowska, ¢'(x) = f(2)1{z>m) p-w. oraz Med,(g) = 0. Stad na
podstawie Faktu 3.6,

/moo‘/:f(t)dt’?duz/\g(:c) ~ Med,g*du(z)

< (14 V2)2Cop /Oooglz(:c)du(a;)
— (14 VD Co [ 11(a) ).

Stad Twierdzenie 3.15 implikuje By < (1 ++/2)2C opt, analogicznie pokazu-
jemy B_ < (14 v/2)2Copt. O
3.4 Logarytmiczna Nieré6wnosé Sobolewa

Definicja 3.4. Zalozimy, Ze u jest miarg probabilistyczng na X, zas f nie-
ujemng funkcjg mierzalng na X . Entropie f wzgledem p definiujemy wzorem

Ent,(f) := { J flog fdu — [ fdplog [ fdu  jesli [ flog(1+ f)dp < oo
' > jedti | flog(1 + f)dps = oo.

Z wypuklosci funkeji 2 log x na [0, 00) wynika, ze Ent,(f) > 0, latwo tez
zauwazy¢, ze Ent, (A f) = AEnt,(f) dla A > 0.
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Definicja 3.5. Mowimy, Ze miara probabilistyczna na (X, d) spelnia loga-
rytmiczng nieréwnos¢ Sobolewa ze stalg C, jesli dla wszystkich ograniczo-
nych lipschitzowskich funkcji f na X zachodzi

Ent, (%) < 2C [ 1V f%d (®)

Twierdzenie 3.17. Zalézmy, Ze miara p spetnia logarytmiczng nierownosé
Sobolewa ze statg C. Wowczas dla kazdej funkcji 1-lipschitzowskiej F it > 0

u({F = /de,th}) <exp (- Qté)

W szezegolnosci ax (t) < exp(—t2/8C).

Dowdd. Ustalmy ograniczona funkcje 1-Lipschitzowska F taka, ze [ Fdu =
0. Wystarczy, ze pokazemy iz dla A > 0

M(X\) == Mgy = /e’\qu < eON/2,

Zastosujmy logarytmiczng nieréwnosé Sobolewa do f2 := e, Wéwczas
Ent,(f?) = AE, Fe* — E, eM log E e = AM'(\) — M(\) log M()\)
oraz
A2 A2
[19sau = [IVPEAT < SoM).
Zatem (8) daje

AM'(A) — M(\) log M(X) < C’)\;M(A). 9)

Okreslmy H()) := Llog M(\) dla A > 0. Wowczas

. M'(0)
tim HN = 370) :/Fd”:(]

oraz na podstawie (9)

H'(\) = —=log M()\) + BTTeN

1M\ _C
< i
2

Zatem H()\) < C\/2 czyli M(\) < exp(CA?/2). O
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Lemat 3.18. Dla dowolnej funkcji nieujemnej na X,

Ent,(f) = sup{/fgd,u: /egd,u < 1}. (10)

Dowdd. Z jednorodnosci obu stron (10) mozemy zakladaé, ze [ fdu = 1,

wowczas Ent,(f) = [ flog fdpu.
Nietrudno sprawdzié¢, ze dla u > 0, sup,cr(uv —€") = ulogu — u, zatem

wo < ulogu —u+e’ dlau>0,veR. (11)

Zatem biorac g takie, ze [e9du < 1 dostajemy

/fgdu < /(flogf — f+e?)dp=Ent,(f) -1+ /egd,u < Ent,(f).

By udowodnié¢ nieréwno$é¢ w przeciwna strone wystarczy przyja¢ g =
log f. O

7 powyzszego lematu latwo wykazaé tensoryzowalno$¢ entropii:

Fakt 3.19. Zalozmy, ze p; sq miarami probabilistycznymi na X;, X = X1 X
oo X Xpooraz o= Q@ o2 Q- Q ly. Wowczas dla dowolnej nieujemnej
funkcji f na X

n

Ent,(f) <> E,Ent,,(f).

i=1
Dowdd. Wezmy funkcje g na X taka, ze [e9du < 1 oraz przyjmijmy dla
1=1,...,n,

[ eg(xlzu-@n)dul(xl) o dui—1($¢—1))

g (x17 - 71.77,) = log ( f eg(xl,...,ﬂfn)dul ($1) .. d/'l/l(xl)

Woéwezas g < Y1, g oraz fegid,ui < 1, stad

/fgdu < iz:;/fgidu_ lz:;/(/fgidm)dﬂ < ZZ:;/Entm(f)du.

Whniosek 3.20. Zaldzmy, Ze miary probabilistyczne p; na (X;,d;) spelnia-
ja logarytmiczng nieréwnosé Sobolewa ze stalq C; wzgledem gradientu |V;|.
Wowczas miara pp = 1 ®- - -Q by, spetnia logarytmiczng nierownosé Sobolewa
ze stalg C = max; C; wzgledem gradientu V f danego wzorem

IVII2 =Y IV
=1
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Dowaod. 7 Faktu 3.19 dostajemy

Ent“(fz) < ZEuEntm(fz) < ZEMQC%'Em’vif’Q < 2CE, Z ’viﬂQ-
i=1 i=1 i=1

O
Fakt 3.21. i) Niech p1 = 561 + 30_1, wéwczas dla dowolnego f: {—1,1} —

R,
Ent,, (f*) < 2Ent,,, | D],

gdzie Df(z) = 5(f(x) - f(~x)).
i) Niech i, = p1 @ -+ - Q@ p1 bedzie rozkladem jednostajnym na {—1,1}",
wowcezas dla dowolnego f: {—1,1}" — R,

Enty, (f?) < 2Enty, [Df[?,

gdzie |Df|?*(x) = % S (f(@)—f(s:(2))? oraz s;i((x1, -+, @0)) = (X1 .o, Tim1, —Tiy Tis 1, - - -

Dowdd. i) Z uwagi na jednorodnoé¢ mozemy zakladac, ze E,, f? =1, wow-
czas istnieje ¢ € [—1, 1] takie, ze f(1) = 14t oraz f(—1) = 1 —t i nieréwnosé¢
z punktu i) ma postaé¢ a(t) > 0, gdzie

1+¢ 1-—1¢
alt)i=1—VI—— % log(1 + ) — —— log(1 1),

Nietrudno sprawdzié¢, ze «(0) = o/(0) = 0 oraz

o/(t) = ——( v r )>0
1-2\/1—¢2 14+v1-/7 "
wiec istotnie a(t) > 0.
ii) Wynika z punktu i) i Faktu 3.19. O

Twierdzenie 3.22. Miara v, spelnia logarytmiczng nieréwno$é Sobolewa
zC =1.

Dowod. 7 uwagi na Fakt 3.19 wystarczy rozwazyé przypadek n = 1. Niech
fe ngr(]R). Okreslmy g, : {—1,1}" — R wzorem

1+ ...+ x,
Jn

Niech u, i |Df| beda jak w Fakcie 3.21. Wéwczas na mocy centralnego
twierdzenia granicznego

Ent,,, (g2) = / g2 log gadyin, — / 92dyun log / g2dp, — Ent,, (f?).

gn(x) = f( ).
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Ponadto kiadac T),(z) = n~Y2(z1 + ... + x,,)

)? = f(Tn(@))® + 1y

1 n
[Dgnl(z)? = 1 i;(f(Tn(ﬂf)) — [(Tn(z) - 2\/5

gdzie 1, zbiega do zera jednostajnie wzgledem |T,,(x)|. Zatem

lim B, | Dga| () = lim By, f'(Tu(x))* = Bqy f(2)*

n—oo

O

Fakt 3.23. Zaloimy, zZe p jest miarg probabilistyczng na X, V' jest ograni-
czong funkcjq borelowskq oraz dv = Z~1eVdu, gdzie Z = [ e"du. Wowczas
jesli miara p spetnia logaryticzng nierdwnosé Sobolewa ze stalq C to v spel-
nia logarytmiczng nieréuwnosé Sobolewa ze stalg Ce*lVlee.

Dowdd. Funkcja ¢(u) = ulogu jest wypukta na [0, 00) stad dla dowolnych
st p(s+1) = o(t) + ¢ (t)s, wiee

o[ Fav) =o(t+ (2= 0dv) > o) +&(0) [ (72 =ty

Zatem

Ent, (f%) = inflp(f) — () - ¢ () (f* = t)]dv

N

ZeWVl=int [10(5) ~ () ~ (5 ~ D)7V o

1 2C
= —elVI~Ent, (%) < 7e”V”°°/!Vf!2du

< 2062||V||°°/|Vf|2d1/.

Kolejny fakt dowodzimy tak samo jak dla nieréwnoéci Poincaré.

Fakt 3.24. Jesli miara v na (Y, p) jest L-lipschitzowskim obrazem miary u
na (X,d) oraz p spelnia logarytmiczng nieréwno$é Sobolewa ze stalg C, to
v spelnia logarytmiczng nieréwnosé Sobolewa ze statg CL2.

Stosujac nieréwnoéé logarytmiczng Sobolewa do funkcji f = 1+ &g do-
wodzimy

Fakt 3.25. Jesli miara probabilistyczna p spetnia logarytmiczng nieréwnosé
Sobolewa ze stalg C, to spelnia rowniez nierownosé Poincaré ze stalg C.
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Opierajac sie na twierdzeniu Muckenhoupta da sie wyprowadzié¢ kryte-
rium réwnowazne nieréwnoéci logarytmicznej Sobolewa dla miar na proste;j.

Twierdzenie 3.26. Zalozmy, Ze u jest miarg probabilistyczng na R o me-
dianie m, za$ p oznacza gestosc jej czesci absolutnie cigglej. Wowczas miara
W speinia logarytmiczng nieréwno$é Sobolewa ze skonczong stalg C' wtedy 4
tylko wtedy gdy max{B,, B_} < oo, gdzie

1 r 1
Be= sl () [ i

B_:sup,u(—oo,x]ln(ﬂ( ! ])/xm ! dy.

z<m —00, T p(y)

Co wigcej optymalna stata Copy w nieréwnosci Poincaré spetnia

1
g B+ + B-) < Copt < 468(By + B-).

3.5 Nieréwnosé Bobkowa

Nierownos¢ logarytmiczna Sobolewa implikuje koncentracje gaussowska, ale
nie implikuje gaussowskiej izoperymetrii. Okazuje sie, ze jest silniejsza nie-
rownosé, ktora implikuje gaussowska izoperymetrie, a jednoczesnie ma sze-
reg réwnie dobrych wtasnosci jak nieréwno$é¢ Poincaré czy logarytmiczna
nieréwnos¢ Sobolewa.

Przedstawione ponizej rozumowania mozna podobnie jak w poprzednich
sekcjach prowadzi¢ w wiekszej ogdlnoéci, jednak by uniknaé szczegdtow tech-
nicznych ograniczymy sie do miar na R” i funkcji gtadkich.

W tej czesci przez I bedziemy oznaczaé gaussowska funckje izoperyme-
tryczna, tzn I(z) = p(®~1(x)), gdzie ¢ = (27) =1/ exp(—|x|?/2). Dodatko-
wo okreslamy I(0) = I(1) = 0.

Definicja 3.6. Mowimy, ze miara probabilistyczna p na R™ spelnia nieréw-
nos$é¢ Bobkowa ze statq C, jesli dla wszystkich f € CL,.(R™) o wartosciach w
przedziale [0, 1] zachodzi

gr(

1(/de) </\/I(f)2+O|Vf|2du. (12)

Fakt 3.27. Jesli miary p; spetniajg nierécwnosé Bobkowa ze statymi C;, to
miara 1y ® - - - ® py spetnia nieréwnosé Bobkowa ze stalg max; C;.
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Twierdzenie 3.28. Jesli miara probabilistyczna p na R™ spelnia nierow-
no$é¢ Bobkowa na ze stalg C, to

p(A) > I(u(A) dla A € B(RY)

oraz

w(A) = (@ (u(A)) +t) dla A€ BR"™), t>0.

Twierdzenie 3.29. Kanoniczna miara gaussowska v, speinia nierownosé
Bobkowa z C = 1.

3.6 Nier6éwnosci Splotu Infimum

Zacznijmy od zaproponowanej przez Maureya definicji.

Definicja 3.7. Splotem infimum dwu funkcji f i g okreslonych na R™ na-
zywamy funkcje fOg dang wzorem

fOg(x) :==inf{f(y) + g(z —y): y e R"}.

Niech p bedzie miarg probabilistyczng na R™ oraz ¢: R™ — [0, co]. Méwimy,
ze para (u, ) ma wlasnosé (1) badz, zZe miara p spelnia nieréwnosé splotu
infimum z funkcjg kosztu ¢ jesl

/efD‘pd,u/e_fd,u <1

dla dowolnej ograniczonej mierzalnej funkcji f na R™.
Pierwsza uzyteczna cecha wlasnosci (7) jest jej tensoryzowalno$é.

Fakt 3.30. Jesli pary (pi, ¢i) majg wlasnosé (1), p=p1 @ -+ @ py, oraz

(1, ... xn) = @1(x1) + ...+ op(Tn),
to rowniez para (u,v) ma wltasno$é (7).

Dowdd. Prosty argument indukcyjny pokazuje, ze wystarczy udowodnicé teze
dla n = 2. Niech f = f(z,y) bedzie ograniczona funkcja na R™ x R"2,
okreslmy g na R™ jako

9(y) == —1In (/e_f(m’y)dm(w))'
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Dodatkowo wprowadzmy oznaczenie f¥(x) = f(x,y). Wéwczas dla dowol-
nych y,y

/ TN 1 (1) < / D@2 (0=0) gy () < 9 H2(-0)
na mocy wlasnosci (7) dla (p1, ¢1). Stad
/ IR @D 4y () < 9092 )

i korzystajac z Twierdzenia Fubiniego i (7) dla (u1, ¢2).

-1
/efD*"dul ® pa < /engz(y)dm(y) < (/efg(y)dug(y»

= (/ e duy @ pg) ™t

Nastepny fakt pokazuje w jaki sposéb mozna transportowaé (7).

Fakt 3.31. Zatozimy, Ze p jest miarg probabilistyczng na R™, zas ¢ funkcjq
kosztu na R™ takq, zZe (u, ) spelnia wlasnosé (1). Jesli T: R™ — R™ oraz
funkcja 1p na R™ spelnia p(Tx —Ty) < p(z —y) dla wszystkich x,y, to para
(o T~1 4) ma wlasnosé (7).

Dowaod. Niech f bedzie ograniczona funkcja na R". Zauwazmy, ze
foTOp(z) = nf(f(Ty)+p(z—y)) > nf(f(Ty)+¢(Tz-Ty)) > fOY(Tz).

Zatem
-1
/efmwd,uoT*1 = /ewa(Tm)d,u(x) < /efOTD‘p(z)du(x) < (/effOTdu)

= (/efd,uoTl)_l.
O]

By sformutowaé zwigzki nieréwnoéci splotu infimum z koncentracjg okresl-
my zbior
By(t) = {x: o(z) <t}

Zacznijmy od prostego faktu
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Fakt 3.32. Jesli (i, p) ma wlasnosé (1) to dla dowolnego zbioru borelow-
skiego A takiego, ze p(A) > 0 mamy
1
1— A+ B,(t) < ——e !
Dowdd. Zastosujmy wlasno$é (7) do funkeji f = 0 na zbiorze A i f = oo
poza zbiorem A. Zauwazmy, ze flp > t poza zbiorem A + B, (), zatem

1> /efD“Od,u/e’fd,u > e(1 — p(A + By(t))u(A).
0

Uwaga. Funkcja f w poprzednim dowodzie nie byta oczywiscie ograni-
czona, ale latwo omina¢ ten problem stosujac nieréwnosé (7) do fn, = nlgn\ 4
dlan > t.

Poprzedni Fakt daje dobre oszacowanie tylko dla duzych wartosci ¢. Nie-
co modyfikujac jego dowdd da sie uzyskaé tez nieréwnosci koncentracyjne
dla matych t.

Fakt 3.33. Zaldimy, ze para (u, ) ma wlasnosé (t). Wowczas dla dowol-
nego zbioru borelowskiego A it > 0,

WA+ By(1) > A (13

W szczegolnosci

WA+ By(t) > min{e/2u(A), 1/2) (14)
pu(A) > % = 1— p(A+ By(t)) < e 2(1 — p(A)). (15)

Ponadto
p(A) =v(—oo,z] = p(A+ By(t)) > v(—oo,x+1t/2]. (16)

Dowdd. Niech f(x) = tlgnm 4. Wowczas f jest nieujemna, wiec fO¢ tez jest
nieujemna (rozpatrujemy tylko nieujemne funkcje kosztu). Dla x ¢ A+ B(t)
mamy fOp(z) > t.

Zatem wlasnosé (1) daje

1> /ewa(x)d#(;E)/e—f(w)du(fp)

> A+ By(t) + €' (1 — p(A+ By(1)) | [1(A) + 7 (1 = u(A))],
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skad bezposredni rachunek prowadzi do (13).
Niech fi(p) := elp/((e! — 1)p + 1), zauwazmy, ze f; is rosngca wzgledem
poraz dla p < e~ t/2/2,

1

(et - 1)p+ 1< et/2+1 o (et/Q +67t/2) < et/2’

2
skad otrzymujemy (14). Ponadto dla p > 1/2,

1—p I1—p

21—
@ pii @z c 4y

1— filp) =

i dostajemy (15).

Niech F(x) = v(—oc0,2] i gi(p) = F(F~(p) + t). Poprzednie rachunki
pokazuja, ze dla t,p > 0, fy(p) > gi/2(p), jesli F~1(p)+t/2 < 0lub F~(p) >
0. Poniewaz gris = gt © gs 1 fe4s = ft o fs, otrzymujemy fi(p) > g;/2(p) dla
wszystkich ¢, p > 0, zatem (13) implikuje (16).

O

Niech jak do tej pory v oznacza miare na R z gestoscia %e*m, zad vy, U_
miary z gestosciami odpowiednio e™ "1y ) 1 €°1(_ -

Fakt 3.34. Para (v4,po) ma wlasno$é (), gdzie

1.,.2
_ ) 5= dla |z] < 2
#o(®) { 2z| - 1)  dia |z > 2.

Lemat 3.35. Dla wszystkich © € R mamy 2|¢,(x)] < 1 oraz
(1 — dgh(a)?)en@ > 1.

Dowdd. Pierwsza nieréwnosé otrzymujemy przez tatwe sprawdzenie. By udo-
wodni¢ druga, z uwagi na symetrie ¢g, wystarczy rozpatrywaé przypadek
x > 0. Ponadto ¢f(x) jest stale dla z > 2 a g rosnace na tym przedziale,
wiec mozemy zakladaé, ze 0 < z < 2. Wowcezas nieréwnoéé¢ po podstawieniu
y = 22 /18 ma postaé

e”<1—§% 0<y<

O N

Funkcja e™¥ jest wypukla, wiec wystarczy sprawdzi¢ tylko y = 01y =
2/9. O
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Dowdd Foktu 3.34. Ustalmy funkcje ograniczong f, przyjmijmy g := fUepg

1 niech
o

Iy ::/ e T@=2qe 1, ::/ eI @)= .
0 0

Musimy pokazaé, ze Inl; < 1. Dla t € (0, 1) zdefiniujmy z(t) i y(t) wzorami

z(t) y(t)
/ e @2 dy = t1, oraz / 9@ =Ty = ¢,
0 0

Woéwczas
.’L’/(t) — Ioef(x(t))+m(t)’ y/(t) _ Ile—g(y(t))—l-y(t).

Na mocy definicji g, g(y(t)) < f(x(t)) + po(y(t) — (t)), wiec
Y (t) > Ie TEO)—voly)—2®)+y(®)
Niech z(t) = 1 (x(t) + y(t)) — o(z(t) — y(t)), wowczas

(1) = (% — () — y()) 2/ (1) + (3 + (@ (t) — y(£))y/(8).

Piszac dla uproszczenia x i y zamiast x(t) i y(t) stosujac poprzednie osza-
cowanie y(t) oraz nieréwno$¢ miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna
dostajemy (wykorzystujac parzystosé ¢q)

2(1) > 5 (1 - 26~ Y)Toe™ @) 4 L(1 4 20z — y)) e~ VI

> \/1 _ 4306(55 _ y)2 /Iolleé(ivﬂ)*%@o(ff*y)
= /IoI;e*® \/1 — 4y (x — y)Qe%W(m*y).

Zatem na mocy Lematu 3.35, (—e *1)) = =22/ (t) > \/IoI;, co po odcal-
kowaniu daje v/Ipl; < 1. ]

Uwaga. Funkcja ¢ jest ciagta, wiec y jest rézniczkowalna. Funkcja f
nie musi by¢ ciggla wiec x nie musi by¢ rézniczkowalna. Jednak z ograni-
czonosci f latwo wywnioskowaé lokalna Lipschitzowskos$é z (stad tez z), a
zatem rézniczkowalnosé  prawie wszedzie. Funkeja e #(!) jest zatem lokalnie
lipschitzowska, czyli jest catks swojej pochodnej, ktéra istnieje p.w..

Whniosek 3.36. Miara v spelnia nieréwnosé infimum z funkcjg kosztu 1
postaci

t 12 dla |t| < 4
1) = 2¢0(3) { §(|t| —2) diaft| > 4.
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Dowdd. 7 wypuklosci funkcji g tatwo wynika, ze 1 = @oldpg. Poniewaz
miara v_ jest symetrycznym odbiciem v, a funkcja ¢q jest symetryczna, to
(v—, o) ma wlasnosé (1), wiec (v4 @ v_, po(z) + ¢o(y)) tez ma (7). Miara
v jest splotem miar vy i v_, czyli obrazem v ® v_ przy przeksztatceniu
T(z,y) = = +y. Teza wynika z Faktu 3.31 O

Wiemy, ze miara v a zatem i miara produktowa v" spetniaja nieréwnosé
Poincaré, wiec jesli v"(A) > 3, to v"(A+tBg) > 1— e~t/C dla pewnej stalej
absolutnej C'. Okazuje sie, ze mozna te nier6wnosé¢ wzmocnic.

Zanim sformulujemy twierdzenie (ktére pierwszy z gorszymi statymi udo-
wodnitl Talagrand) wprowadZmy nastepujace oznaczenie kuli jednostkowej w
lg dlal<p<o

n
By i={z eR": Y |z;|P < 1}.
=1

Twierdzenie 3.37. Dla dowolnego zbioru borelowskiego A w R"™ takiego, Ze
V" (A) >0 mamy dlat >0,

_n n n <
1 —v"(A+6VtBY + 9tBY) A

Ponadto
V"(A) = v(—o0,x] = v"(A+ 6V2tBY + 18tB}) > v(—o0,z + t].

Dowdd. Para (V" ¢,) ma wlasno$é (1), gdzie o, (z1,...,2,) = w1(z1) +
...+ p1(xy,). Latwo sprawdzié, ze

B, (t) C 63/tBy + 9tBY.

Teza wynika zatem z Faktéw 3.32 1 3.33. 0

3.7 Nieréwnosci Splotu Infimum dla Funkcji Wypuktych

3.8 Nier6éwnos¢ Logarytmiczna Sobolewa dla Funkcji Wypu-
klych

Fakt 3.38. Zaloimy, ze F': R™ — R jest lipschitzowska oraz wypukta po kaz-
dej wspolrzednej. Wowczas dla dowolnej produktowej miary probabilistycznej
u na R™,

Enty(e)) < [ [ 320 50 Oua)anty)
=1
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Twierdzenie 3.39. Zaldimy, ze F': [0,1]" — R jest L-lipschitzowska oraz
wypukta po kazdej wspotrzednej. Wowczas dla dowolnej produktowej miary
probabilistycznej u na [0, 1],

2
u({F) /qu—i—t}) < exp(— m) dla t > 0.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci (zastepujac F' przez aF +b) mozemy zakladad,
ze L =1oraz [F = 0. Wowczas |VF| < 1 p.w., wiec Fakt 3.38 implikuje,
ze dla A > 0,

Ent () <32 [ |3 - 90 0@ () dnty)
=1

< )\2// IVE|?(2)eM @ dp(z)du(y) < Az/e’\qu.
Kiladac M()\) = [ e dostajemy dla A > 0,
AM'(X) — M(\) log M(\) = Ent,(eM) < M2M(N).

Czyli funkcja H(\) = 1log M()\) spetnia H'(\) < 1, a poniewaz H(0+) =
[ Fdp = 0, wigc H(A\) < A, czyli M()\) < exp(A\?). Stad Fakt 3.1 implikuje
teze. O

Uwaga. Jedli F jest wypukta, to —F jest wklesta, a dla funkcji wklestych
nie da sie latwo zmodyfikowaé¢ dowodu Faktu 3.38. Dlatego podane metody
daja tylko oszacowanie gbérnego odchylenia od éredniej funkcji wypuktych.

3.9 Aproksymacja przez otoczke wypukla

W tej czesci bedziemy zakladaé, ze przestrzen X ma strukture produktowa,
tzn. X = X1 X X9 x --- x X,;. Okreslmy

da(,9) = 3 @il iz y,)-
i=1

Z Whniosku 3.3 wynika, ze dla |a| = 1, a,, x4, () < exp(—|t|*/8), jednak
poszerzenie zbioru w kazdej z metryk d, wyglada nieco inaczej. Celem tego
rozdziatu jest uzyskanie jednostajnej wersji tego wyniku.

Dla A C X iz € X okreS§lmy

D4 (x) := sup dg(z, A).
la]=1
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Okazuje sig, ze DY (x) mozna zdefiniowaé¢ w réwnowazny, nieco bardziej
abstrakcyjny sposéb.
Dla A C X iz € X okre$lmy

Ua(@) = {(L{z; 9} 1<i<nt y € A} C {0, 1}"
Va(x) := conv{Ua(z)} C [0,1]".

Latwo zauwazy¢, ze V4(x) jest domknietym wielo$cianem wypuktym. Po-
nadto 0 € Vy(x) wtedy i tylko wtedy gdy 0 € A.
Kolejny fakt taczy Va(z) i DG (x).

Fakt 3.40. Dla dowolnego A C X iz € X,

d(0,Va(z)) = inf |y[="Dj(x).
yeVa(z)

Dowdd. i) DG(z) < d(0,Va(z)). Niech z € V4 (x) takie, ze |z| = d(0, Va(z)).
Ustalmy a € S"!, wtedy

inf (a,s) = inf {(a,y) < {a,z) <|z|.
ot fars) = b (ay) <{a2) <[]

Zatem istnieje y € A takie, ze s = (1y4,4y,1)i € Ua(z) spemia (a, s) < |2].
Stad

da(xaA) < da(mvy) = Zal]]-{xﬁéyl} = <a7 5> < |Z|7
i=1
czyli DG (z) < |z| = d(0,Va(x)).
ii) D4 (x) > d(0,Va(zx)). Ustalmy z € Va(x) taki, ze |z| = d(0,Va(z)).
Jedli z = 0, to nier6wnosé jest oczywista, w przeciwnym przypadku niech

a = z/|z|. Zauwazmy, ze dla dowolnego s € Va(z)i6 € [0,1], 0s+(1—0)z €
Va(z), zatem

122 < 05+ (1= 0)2 = |24+ 0(s — 2)|> = |2]® + 20(z,5 — 2) + 0?|s|*.

Biorac 6 — 0+ dostajemy (z,s — z) > 0, czyli

(a,5) = |Z1,<z,s> > |Zl,<z,z> —l2l.

Stad

Di(a) > do(r, A) = _int {a.5) > |2 = d(0, Va(x)).
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Twierdzenie 3.41. Zaloimy, ze p = p1 @ --- @ py jest probabilistyczng
miarg produktowg na X = Xy x---xX,,. Wowczas dla dowolnego niepustego,
mierzalnego zbioru A w X,

D4)? 1
/exp(( 2) )d,uém.

W szczegélnosci dla t > 0,

p({D5 > t}) < M(lA)etQ/‘*.

Dowéd. Przeprowadzimy indukcje pon. Dlan = 1, mamy D4 (z) = 1x\ (),

wiec

(D5)? 1
[ exo (PR )i = 40— () 4 () < 201 ) ) < s

Zalézmy, ze n > 2 i teza zachodzi dla n — 1. Dla uproszczenia notacji
przyjmiemy

X=X1xxXp1, A= @ @ lp_1

oraz dla z € X bedziemy pisa¢ x = (Z,z,), gdzie T € X. Ustalmy A C X =
X x X, i przyjmijmy
B=A{%: 2= (%,x,) € A} oraz A(zy,) = {Z: x = (T, z,,) € A} dla z,, € X,,.

Zauwazmy, ze jesli s € Uy(y,), to (s,0) € Ua(z), a jesli t € Ug(z), to
(t,1) lub (¢,0) naleza do Ua(z). Zatem jesli wybierzemy s € Vy(,,,)(x) oraz
t € Vp(z), to (s,0) € Ua(x) oraz (t,b) € Va(z) dla pewnego b € [0, 1], czyli z
wypukloéci zbioru V4 (x), (0s+(1—0)t,(1—0)b) € Va(zx). Stad z wypuklosci
funkeji |z|?,

DG (2)2 < 0s + (1 — 0)t]* + (1 — 0)b> < 0]s|> + (1 — O)[t]> + (1 — )2,
czyli z dowolnosci wyboru ¢ i s,
D(2)? < 0D, (3)* + (1 — O)DH(E)* + (1 — 0)°.

Odcatkowywujac i korzystajac z nieréwnosci Holdera dostajemy

/~ exp (Df“(i’ x")Q)dﬂ(az>

X

c F 2 (5 _
<el=0%4( /X exp (W)d,z@))e( /X exp (DBi)Q)d/l(ic))1 g
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Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego (zastosowanego do zbioréw A(zy,) i
B w X) dostajemy dla dowolnego 6 € [0, 1],

D (T, 0)%N - - a2 1 0, 1 \1-6
fre (PR ) 060 < 00 (o) (i)~ 00

Zauwazmy teraz, ze

911[10f1} =040 <2y dlaue [0, 1]. (18)
€10,

Istotnie dla u > e~'/2 mozemy przyja¢ 0 = 1+ 2logu i po zlogarytmo-

waniu pozostaje sprawdzié¢, ze f(u) := log(2 — u) + log(u) + log?(u) > 0.
Prosty rachunek pokazuje, ze dla u € [0,1], (uf') = —2(u—2)"2+2u"! > 0,
czyli uf'(u) < f'(1) =0, wiec f(u) > f(1) = 0.
Dla u < e~ /2 kladziemy 6 = 0 i sprawdzamy (numerycznie lub korzysta-
jac z poprzedniego rozumowania dla v = 6*1/2), ze e/t <2—e V22—
Nieréwnosci (17) oraz (18) z u = fi(A(xy))/i(B) implikuja

[ oo (PAE0S giy  L(p - EALD)y

4 fi(B) fi(B)
Zatem
D (&, 2 ) 1 fi(A(zn))
J oo (P @) < = (2 B Yo )
- Ay 1
= &m 2 fE) < way
gdyz v(2 —v) < 1dlave|[0,1]. O

Przyktad. Niech X = {0,1}" oraz pu = py, gdzie p, = pd1 + (1 — p)do.
Zal6zmy, ze zbiér A C {0,1}" jest monotonicznie dziedziczny, w sensie

reAye{0,1}"y<z = yec A

Niech dla z € X
N(z) =#{1<i<n:z; =1},

wowcezas

dp(x, A) < Di(2)y/N(2),

gdzie dg oznacza metryke Hamminga. Istotnie, przyjmijmy a = N(z)_l/z(]l{xizl})i
i wezmy y € A takie, ze

da(2,y) = % 3 Ly < Dy(a).

x;=1
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7 uwagi na monotoniczng dziedzicznosé A mozemy przyjaé, ze y; = 0 dla
z; = 0, zatem

dp(v,y) = Z Laiyy = Z Lpyitasy < V N(2)Dj ().

Stad dla s > 0,

uy({dir (e, A) > r}) < pp({Di(e) > rs™'2}) + pp({N(x) > s})

e N ) > o)),

p

<

=

Mozna sprawdzié, ze drugi czynnik jest maly dla s = na z a > p.

Twierdzenie 3.41 prowadzi do koncentracji pewnej klasy funkcji lipschit-
zowskich w odpowiednim sensie . Mianowicie zachodzi

Whniosek 3.42. Zalozimy, zZe funkcja F': X — R spetnia warunek
VsexZuamesri Vyex F(2) < F(y) +da(z,y). (19
Wowczas dla dowolnej probabilistycznej miary produktowej pu na X,
p({|F — Med,,(F)| > t}) < 4e™"/* dla t > 0.

Dowdd. Dla m € R potézmy A = {F < m}, zauwazmy, ze warunek (19)
implikuje, ze dla dowolnego x € X,

F(z) < m + dygry (@, A) < m + D5 (),
stad
1 2
p({F >m+t}) < p({D4(z) > t}) < ——e 174
({ D) < p({Di(z) > t}) A
Zatem dla dowolnego m,

p({F <mPup({F >m+1}) <e /4

Biorac m = Med,,(F') i m = Med,(F) — t dostajemy teze. O
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4 Wybrane Zastosowania

4.1 Twierdzenie Dvoretzky’ego

W tej czesci wykorzystamy izoperymetrie gaussowska do dowodu twierdze-
nia Dvoretzky’ego, ktére mowi, ze jesli wymiar przestrzeni unormowanej
jest odpowiednio wysoki, to da si¢ w nia wlozyé prawie izometrycznie k-
wymiarowa przestrzen euklidesowa.

Musimy najpierw wyjasni¢ co to znaczy prawie izometryczne wlozenie.
Poniewaz wszystkie przestrzenie euklidesowe sg izometryczne, bedziemy mé-
wié o wlozeniach [5.

Definicja 4.1. Powiemy, Ze przestrzen, l’g sie wktada ze stalg C' w przestrzen
unormowang E, jesli istniejg wektory vy, ..., v € E takie, Ze

k
’t| < H Z ti’U@'
=1

< Clt| dla wszystkich t € R

Uwaga 4.1 Ostatnia definicje mozna sformutowaé¢ réwnowaznie (biorac
u; = v;/v/C) jako istnienie uy, ..., uy € E takich, ze

< VC|t| dla wszystkich t € S 1.

k
< H > tiug
i=1

Definicja 4.2. Dla wektora gaussowskiego w przestrzeni unormowanej F
postaci X = 31" vigi, gdzie gu,...,gn s@ niezaleznymi zmiennymi N(0,1)
okreslmy

EHXH>

o(X) = sup {(Bp(X)*)/*: p € E*, ||| < 1} oraz d(X) := (U(X)

Dla przestrzeni unormowanej E okreslamy
m
d(E) = sup {d(X): X = Zvigi,vi € E}
i=1

Fakt 4.1. Jesli X = Y"1, vig; jest wektorem gaussowskim w E, to

= sup H thl

[t]=1
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Dowdd. Mamy

sup H Zt V;

= sup sup Lp(Zt Uz) = sup sup thgo v;)

jt)=1 t=1 lol<1 = lpll<1 t=1 =
2 1/2 2\1/2
= swp (Y @P(w) " = sup (Bp(X)H)2 = o(X).
loll<1 * =1 llooll<1

O]

Jestesmy teraz gotowi, by sformutowaé twierdzenie Dvoretzky’ego w wer-
sji pochodzacej od Milmanna.

Twierdzenie 4.2. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje stala c(e) > 0 taka, Ze dla
dowolnej przestrzeni unormowanej E oraz k < c(e)d(E), 1§ si¢ wklada ze
stalg 1 +¢c w E.

Zanim przejdziemy do dowodu tego twierdzenia wprowadzimy jedna waz-
na definicje i udowodnimy kilka lematow.

Definicja 4.3. Zbior A C X nazywamy e-sieciq przestrzeni metrycznej
(X,d), jesli dla dowolnego x € X istnieje y € A takie, zZe d(z,y) < €.

Dalej na przestrzeni S™~ ! bedziemy rozwaza¢ metryke dziedziczona z
przestrzeni euklidesowej R".

Lemat 4.3. Dla 0 < & < 1 istnieje e-sie¢ N w S"! taka, ze #£N < (2)™.

Dowdd. Niech N bedzie maksymalnym podzbiorem S™~! ktérego dowolne
dwa elementy sa odlegle o wiecej niz e. Wowczas N jest e-siecig oraz kule (w
R™) (B(z,e/2))zen sa rozlaczne i zawieraja sie w kuli B(0,1 + ¢/2). Stad
przyjmujac ¢, = A,(B(0,1)) dostajemy

(1+3) =2 (B01+3)) > M U B(=3))
=2 2(B(r3)) = #NCn(Q)"7

zeN
zatem #N < (2 4+1)" < (g)" O
Lemat 4.4. Niech N bedzie e-siecig w S™ 1 dla pewnego € € [0,1]. Wowczas
dla dowolnych wektorow vy,...,v, w E,
sup H Z vit; sup H Zvlsz
[t|=1 — € seN
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oraz

sup H Z V;S;

1_586N

i S;

seEN

n
inf H vit;
it [ 3w
Dowdéd. 7 definicji e-sieci latwo wynika, ze dowolny wektor t € S~ mozna
zapisa¢ w postaci t = s +au, s € N, u € 8", a < ¢, stad

n n n
‘sziti — szisi szlul Zviui .
i=1 i=1 i=1

€ sup
uesSn—1

O]

Dowdd Twierdzenia 4.2. Bez straty ogdlno$ci mozemy przyjacé, ze € < 1,
dobierzmy § > 0 takie, ze (146)/(1—0) < v/1 + ¢ oraz 1—-6—3§(1+9)/(1-0) >
1/v/1+ ¢ (np. mozna przyj@é § = €/20). Niech N bedzie d-siecia w SF~1
mocy nie wiekszej niz ( )k. Na podstawie Lematu 4.4 i Uwagi 4.1 wystarczy
wykazaé, ze istnieja Wektory ui, ..., up w E takie, ze

k
1-96 < H Ztiui
i=1

Niech X = Y7, v;ig; spelnia d(X) > d(FE)/2, dla uproszczenia notacji
przyjmijmy d = d(E), 0 = 0(X) oraz M = E|| X||. Niech F': R™ — R bedzie
dane wzorem F(z) = || Yit; vix;||. Wéwezas na mocy Faktu 4.1 funkcja F'
jest o-Lipschitzowska, ponadto X ~ F(G), gdzie G ~ ~,,. Stad

P 1[5 ) = n((F(6) - [ Fiu| > o00) <200 (- 5050,

<1l4+6dlate N.

gdzie ostatnia nierownos¢ jest konsekwencja Twierdzen 3.17 i 3.22. Niech
X1,..., X} beda niezaleznymi kopiami zmiennej X . Wéwczas, dla dowolnego
t € S"~1 zmienne Y7, t;X; ma ten sam rozklad co X. Zatem

k
P

czyli

P (|| S0,

jesli tylko k < ¢(0)d, czyli mozna za u; przyja¢ X;(w)/M dla pewnego w. [

5) < 2#Ne 94 2(%)ke—52d/4 <1,
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By méc stosowaé Twierdzenie 4.2 potrzebujemy oszacowan z dotu d(FE).
Zacznijmy od geometrycznego lematu.

Lemat 4.5 (Dvoretzky-Rogers). Niech E bedzie n-wymiarowq przestrzeniq
unormowang. Wowczas istniejq wektory vy, . .., v, € E takie, Ze || o1 tv;]] <
|t| dlat € R"™ oraz |ju;|| > 2=t

Dowdéd. Przypomnijmy, ze dla T': I — E okreslamy
1T = sup{||T|: |«] <1}

Zbiér operatorow o normie nie wiekszej niz jeden mozna traktowaé jako
zwarty podzbiér R™, w szczegélnodei istnieje operator T' taki, ze | T < 1
oraz

det(T) = max{det(S): S: 15 — E,[|S] < 1}.

Wéwczas dla dowolnego € > 0,
det(T +&S) < det(T)||T + S||"™.
Mamy jednak
det(T + €S) = det(T) det(I +eT~'S) = det(T)(1 + etr(T~1S) + o(¢)),
wiec
1+etr(T718) < [T +S|" 4+ 0(e) < (1 +¢||S])" +o(e) < 1+en|S| + ofe).

Wykazaliémy w ten sposéb, ze tr(T-1S) < nl|S]|| dla dowolnego S: I —
E. Niech S = TP, gdzie P oznacza rzut ortogonalny na podrzestrzen V.
Woéwczas

|TP|| > tx(T~'TP) = tr(P) = dim V.

Niech y; € R" bedzie takie, ze |y1| =11 || Ty1]| = || T||. Jesli wybralismy
juz y1, . .., Yk, to kladziemy Vi, = {y1, ..., yr}* i wybieramy yx 11 € V}, takie,
ze |ypt1| = 1 oraz | Tyxy1|| = [|T Pkl > (n — k)/n, gdzie Py oznacza rzut
ortogonalny na V. Wystarczy, Ze polozymy vy = T'y. O

Lemat 4.6. Niech ¢; bedg niezaleznymi symetrycznymi zmiennyms losowy-
mi przyimujgcymi wartosci £1. Wowczas dla dowolnych wektorow u; € F,
E|| 325t wig]| > maxigicn [|udl|-
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Dowdéd. Mamy dla dowolnego 1 < ¢ < n,

L 1
B3] =4

> Eluigil| = [Juil-

U;E; + zn:ukEkH + ’
ki

n
i€ — Z UkEkH)
ki

O]

Whiosek 4.7. Dla dowolnej przestrzeni unormowanej E wymiarun, d(E) >
1

= logn.

C

Dowdd. Niech v; beda takie jak w Lemacie 4.5 oraz X = Y i* | v;g;. Woéwczas
o(X) = 1. Niech (g;) bedzie ciagiem niezaleznych symetrycznymi zmiennych
losowych przyjmujacych wartosci 1, niezaleznym od (g;). Wéwczas na mocy
symetrii g;,

1
“E | > cy/logn.
5 Zé?ﬁ/}éw‘g” cy/logn

n
E||X| = B[ Y- cigif| > Bmax Jvigi]| >
i=1 =

O]

Wktadanie l’g w przestrzen E mozna wystowi¢ w bardziej geometryczny
sposéb. Mianowicie obrazem kuli w 1§ przy liniowym, nieosobliwym prze-
ksztalceniu jest k-wymiarowa elipsoida. To, ze przeksztalcenie liniowe jest
prawie izometria znaczy, ze odpowiednie k-wymiarowe przekroje kuli jed-
nostkowej w F sa bliskie tej elipsoidzie. Istnieje tez wzajemna odpowiednio$é
miedzy kulami jednostkowymi w n-wymiarowych przestrzeniach unormowa-
nych a n-wymiarowymi symetrycznymi cialami wypuklymi (tzn. zwartymi
symetrycznymi zbiorami w R™ o niepustym wnetrzu). Stad otrzymujemy
réwnowazne sformutowanie twierdzenia Dvoretzky’ego.

Twierdzenie 4.8. Istnieje stala c(e) taka, ze dla dowolnego n-wymiarowego
symetrycznego ciala wypuklego i k < c(e)logn istnieje k wymiarowa pod-
przestrzen V' i elipsoida £ w 'V taka, Ze

ECKNV C(1+e).

4.2 Wektory i Procesy Gaussowskie

Procesy i zmienne gaussowskie odgrywaja kluczowa role w rachunku praw-
dopodobienstwa i statystyce matematycznej. W poprzednim paragrafie wi-
dzieliSmy tez, ze wektory gaussowskie pelnia wazng role w zastosowaniach
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geometrycznych. Udowodniliémy tam tez pierwsza wersje koncentracji, ktéra
jest kluczowa w rozmaitych zastosowaniach, w tej czeéci podamy jej doktad-
ne sformutowanie.

Zacznijmy od przypomnienia definicji.

Definicja 4.4. Proces (Gt)ier nazywamy procesem gaussowskim, jesli dla
dowolnych ty, ..., t, € T wektor losowy (Gy,,...,Gy,) ma rozklad gaussow-
ski. Proces nazywamy scentrowanym, jesli EG; =0 dlat € T.

By uniknaé¢ probleméw zwiazanych z mierzalnoscia bedziemy zakladac,
ze zbior T jest przeliczalny. Alternatywnie mozna zakladaé oérodkowo$é pro-
cesu.

Twierdzenie 4.9. Zaléimy, Ze (Gy)ier jest procesem gaussowskim, indek-
sowanym przez przeliczalny zbior indeksow T', takim, Ze sup;er Gy < 00
prawie na pewno. Wowczas Esup;cr Gy < oo oraz dla u > 0,

2
u
P Gy — E Gy > < - 20
(sup G =BG > ) < o~ 53) )
‘ 2
u
P Gy —EsupG; < —u) < — — 21
(sepce B < ) <on(—55). @
gdzie
o = sup(Var(G))"/2.
teT
Dowdd. Krok I. T = {t1,...,t,} jest zbiorem skonczonym. Wéwczas ist-

nieje macierz A = (a;;)1<i<n,1<j<k oraz wektor m € R" takie, ze
(th,...,th)Nm+AX, XN’}/k

Okre$lmy F: R¥ — R wzorem

k

F(x) = max {mz + Zaijxj},

1<i<n 5
Jj=1

wowcezas

v

k
=1

1/2
I lnip = max (35 ;) ™ = max Var(G) /2 = o

J
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Stad
P(supGe—Bamp G > u) = ({F = [ P> u}) < e

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z Twierdzen 3.17 i 3.22. Korzystajac z
tego, ze funkcja —F tez jest o-lipschitzowska wyprowadzamy (21) w przy-
padku skonczonego T

Krok II. T' = {t;,t2, ...} jest nieskonczone. Polézmy T), := {t1,...,tn},

M,, :== E max Gy, oraz 0, := max Var(Gti)l/Q.
1<i<n 1<isn

Niech A spelia P(sup;cr G > A) < 1/4. Z Kroku I dostajemy

P(maxG.—M <—U)<€_1/2
i<i<n t; n X n) X )

zatem

1
. —op) 21— 2> > >
P(llglag}%Gtz>Mn an> 1—e >4 P(igp)Gt A),

stad A > M,, — 0. Mamy wiec

EsupGy =sup M,, <sup{A+o0,} <A+ 0 < .
teT n n

Ponadto z Kroku I wynika

2 2 2 2
P( max Gy, > Mn+u) e W0 L emut /20
1<i<n

i przechodzac z n — oo otrzymujemy (20). Podobnie wyprowadzamy (21).
]
Uwaga 4.2 Laczac (20) i (21) dostajemy
2
u
P(‘ ?éleGt — E?gth‘ > u) < 2exp ( — @) dla u > 0.

Zauwazmy tez, ze |G¢| = max{G¢, —G:}, wiec w (20), (21) i powyzsze]
nieréwnosci mozna zastapi¢ Gy przez |Gy|.
Uwaga 4.3 Korzystajac z izoperymetrii gaussowskiej (Wniosek 2.11) za-

miast nieréwnosci logarytmicznej Sobolewa mozemy udowodnié, ze przy
oznaczeniach Twierdzenia 4.9 dla u > 0,

P (smp= e (zmp i) >) < 8(3) < fesn (- 3)
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oraz

P<‘§2¥Gt — Med(igth)’ > u) < 2@(%) < exp ( — u—)

Whniosek 4.10. Przy zalozeniach © oznaczeniach Twierdzenia 4.9,

1
l —1 P G > =——.
im N3 0g (ing) L > ) 952

Ponadto,

Eexp (a sup Gf) < 00
teT

wtedy 1 tylko wtedy gdy o <

202

Dowdéd. 7 Twierdzenia 4.9

—logP(igp)Gt ) <—Ti2.

7, drugiej strony,

hm 1nf — log P ( sup Gy > ) sup lim inf —; log P(Gy > u)
t—oo u? teT teT 1—oo u?

1 1
ilelr_lp) 2Var(Gy) 202

Druga czeéé tezy dla a < # wynika natychmiast z (20) (dla |Gyl).

Ponadto, jesli Gy ~ N (ay,0?) ~ a; + 019, to dla 0 < a < 1/207

Ee®Ct > Be®i9° 1,50 = EEGQUSQQ Ly 1
975 9 2\ 1 —2ac?’

wiec Eexp(asup;er G ) > supteTEeXp(an) oo dla o > ﬁ ]

Definicja 4.5. Wektor losowy X w o$rodkowej przestrzeni Banacha F na-
zywamy gaussowskim, jesli dla dowolnego p € F*, o(X) ma rozklad gaus-
sowskz.

Zalozenie o osrodkowosci F' ma charakter techniczny, stuzy uniknie-
ciu probleméw z mierzalnoscia (w nieosrodkowej przestrzeni Banacha suma
dwo6ch wektoréw losowych nie musi by¢ mierzalna). Alternatywnie mozna
zakladaé, ze norma w F' jest wybijana przez przeliczalny ciag funkcjonatéw
o normie jeden.
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Twierdzenie 4.11. Zalozmy, ze X jest wektorem gaussowskim w osrodko-
wej przestrzeni Banacha. Wéwcezas E|| X || < oo oraz dla u > 0,

2 2

P(|X|| - E|X|| > u) < €727 oraz P(|X| - B[ X]| < —u) < €727,

gdzie
o := {Var(p(X))'/?: g € F*,|lg| < 1}.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze istnieje przeliczalny podzbiér D kuli jed-
nostkowej w F* taki, ze ||z = sup,cp ¢(X) i skorzysta¢ z Twierdzenia 4.9
dla procesu gaussowskiego (¢(X))pep- O

Whniosek 4.12. Przy oznaczeniach Twierdzenia 4.11 dla p > 1,
(E[X[")? <E[|IX]| + Cy/po,
gdzie C' jest pewng stalg uniwersalng.

Uwaga 4.4 Jak nietrudno zauwazy¢

1
(B|X|))/? > sup (Blp(X)|)V? > = /po.
lell<1 C

Wynika tez stad, ze

(E|X|")'/? < E|IX| +C HSllllgl(Elw(X)!p)l/p-
ell<

4.3 Procesy Empiryczne
4.3.1 Sumy niezaleznych zmiennych losowych

Zacznijmy od przypomnienia trzech nieréwnosci dla sum niezaleznych, rze-
czywistych, ograniczonych zmiennych losowych.
Zakladamy, ze zmienne X1, Xo,..., X, sa niezalezne oraz S = > ;" ; X;.

Twierdzenie 4.13 (Nieréwno$¢ Hoeffdinga). Dla dowolnego t > 0
2
P(S—ES >1t) <exp(—ﬂ),
gdzie D = (Y1) | Xi — EXG||%)Y2.
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Nieréwnoéé¢ Hoeffdinga daje dobre oszacowanie tylko, gdy D? jest zbli-
zona do Var(S). W przeciwnym przypadku dobrze jest stosowaé precyzyj-
niejsze nieréwnosci.

Twierdzenie 4.14 (Nieréwnos$¢ Bernsteina). Zaldéimy, Ze | X; — EX;| < C
dla 1 <i<n. Wowczas dlat > 0,

2
P(S—ES>t)<exp| — ———5— .
( ) P ( 2Var(S) + gCt)
Nieréwnos¢ Bernsteina dla ¢ malych daje ogon gaussowski S, a dla t
duzych ogon wyktadniczy. Okazuje si¢, ze mozna ja polepszy¢ by dla duzych
t otrzymaé¢ ogon poissonowski.

Twierdzenie 4.15 (Nieréwnosé¢ Bennetta). Zalozmy, ze | X; — EX;| < C
dla 1 <i<n. Wowczas dlat > 0,

P(S—ES > t) < exp (—Vaé(f)h(vﬁs))) < exp (—% In <1+\@ZC;$))

gdzie h(z) := (1+x)In(1 4+ z) —x dla z > 0.

4.3.2 Oszacowania supremoéw proces6w empirycznych

W tej czesdci bedziemy zaktadaé, ze X; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi
o wartoSciach w pewnej przestrzeni mierzalnej (V,V), za$ F pewna przeli-
czalng rodzing funkcji mierzalnych na V. Proces postaci

(ilf(Xz‘))

nazywamy procesem empirycznym. Bedzie nas interesowalo poszukiwanie
oszacowan supremum takiego procesu, to znaczy zmiennej

fer

Z= s J(X).

Na pierwszy rzut oka powyzsza definicja nie wydaje si¢ naturalna. Po-
nizsze dwa przyktady powinny pomdc w zrozumieniu motywacji za nia sto-

jacych.

Przyktad 1. Sumy niezaleznych wektoréw losowych. Zalézmy, ze
X; sg niezaleznymi wektorami losowymi o wartosciach w pewnej oSrodkowe;j
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przestrzeni Banacha F' i niech S = 71" ; X;. Wybierzmy taki przeliczalny
zbiér funcjonatéw D w kuli jednostkowej F™*, by |lz|| = supg,ep p(z) dla
wszystkich z € F. Wéwczas

Isi = | 3 x
=1

n
= sup ) o(X;).
PED j—1

Przyklad 2. Rozklady empiryczne. Niech p bedzie pewnym (ustalo-
nym, ale nieznanym) rozkladem probabilistycznym na (V, V), za$ X1, Xo, ...
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie pu. Wéwczas p mozemy esty-
mowac przez rozkliad empiryczny

1M
Mn = *Z(Sxi.
nz’:l

Naturalne pytanie brzmi: czy u, zbiega do u i jak szybko? Przyktadowo,
twierdzenie Gliwienki-Cantelli méwi, ze jesli V = R, to dystrybuanta pu,
zbiega do dystrybuanty u jednostajnie prawie na pewno. By badaé szybkosé
zbieznosci ustala si¢ pewna klase funkcji F na V' i bada sie

sup
fer

| [ s~ [ ran| = ;gg]ii(f(xa - [ raw).

Dowody twierdzen, ktére oméwimy w tym paragrafie beda oparte o me-
tode entropijna, ktéra juz wczesniej stosowaliémy przy badaniu nieréwnosci
logarytmicznej Sobolewa.

Twierdzenie 4.16. Zaldozmy, Ze 0 < f < 1 dla f € F. Wowczas dla

dowolnego \ > 0,
EeM < 6(6L1)EZ

W szczegolnoéci dla t > 0,

P(Z_EZ>1) gexp(—EZh(é)) <exp (- %log (1+é))

gdzie h(z) = (1+ x)log(1+ ) — z dla x > 0.
Lemat 4.17. Niech ®(u) = e +u — 1, wéwczas dla X > 0,

Entp(e*?) < ®(\)EZe M,
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Dowdd. Stosujac nieréwnoéé logz < x — 1 dla t/z = [e/du, a nastepnie
podstawienie ¢t = e* dostajemy dla dowolnej miary probabilistycznej p,

Ent,,(ef / I(f log/ Ndp = 1nf/fe (logt + 1)e/ + t]du
= 1 - f
llLrel]% O(f —u)eldp. (22)

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze #F = N < oo, niech p; oznacza
rozklad (f(X;))fer na E=1[0,1]Y oraz = p1 ® - -+ ® pty,. Okredlmy tez

n

Z(w)zlg}fzzx]v af dlaz = (z1,...,2,) € E™

Woéwczas rozklad Z wzgledem P jest taki sam jak Z(z) wzgledem p, czyli
n
Entp(e??) = Entu(eAZ(x)) < Z/Entui(eAZ(:”))dﬂ(az).

Dla z = (x1,...,zy) € E™ okre$lmy
yi(z) = (x1,...,2i-1,0,2;,...,xy) € B, 1<i<n,

wtedy z nieréwnosci (22),

[ Bt (4@t < [ @2 (@)~ Z(yi())e " d

Okredlmy mierzalne rozbicie E™ na zbiory Ay, 1 < k < IV spelniajace

A xe E": Z(x) = " ak b,
kc{ € () ; }
Wéwcezas
N
0< Z(2)  Z(y(@) < 3 La (@)

Z wypuklosci @, ®(Au) < u®(A) dla u € [0,1], A > 0, zatem

N

P(MZ(2) — Z(yi(2))) < D La, ()zf P(A
k=1
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W efekcie,
n

N
Entp(e*?) < Z/Z 14, (z)zFd(N)eM @ dp
i=1"7 k=1

n

—3()) / i 1y, (2) 3 2keX@dy = o(N) / Z(2)e @ dy
k=1 =

1
= O(NEZeM.

O

Dowdd Twierdzenia 4.16. Bez straty ogoélnosci mozemy zaltozyé, ze Z nie
jest zdegenerowane. Niech M()\) = Ee*?,| wéwczas na mocy Lematu 4.17
dostajemy dla A > 0,

AM'(N) — M(\)log M()\) = Entp(e*?) < ®(NEZer = &AM (M),
co po uwzglednieniu definicji ¢ daje
(1 —e MM’ (\) < M(X\)log M(N).
Okreslmy J(\) = log M (\), woéwczas

e

!
< —
J'(N) e

J(N).

Zauwazmy, ze wobec Z > 0, J(A\) > 0 i nieréwnos¢ jest ostra dla A > 0.
Poprzednia nieréwnoséé daje dla A > 0,

(log J(A\) — log(e* — 1)) <0,

zatem

J()\) < lim M =EZ.
er—1 2oorer—1

Stad M()\) < exp((e) — 1)EZ), druga cze$é¢ twierdzenia otrzymujemy w
standardowy sposéb z nieréwnoéci Czebyszewa:

P(Z-EZ>1t) < inf e MEZEAN Lexp ( — X+ (er =X — 1)EZ)

>

:exp(—EZh(é)).

Ostatnia nieréwnoé¢ w twierdzeniu wynika z szacowania h(z) > 7 log(1 +
x). O
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Twierdzenie 4.18. Zalézmy, ze |f| < C dla wszystkich f € F. Wowczas
dlat > 0,

P<|Z—EZ| > t) < Zexp(— ﬁ)min{é,ﬂg;}),

gdzie ¥? = SUPfer D im1 f2(X5).
Lemat 4.19. Dla dowolnej funkcji F

Ent, (") < [ [(F(@) = Fy))2)%e" du(a)dp(y).
Dowdéd. Na mocy nieréwnosci Jensena
Ent,(ef) = /FeFd,u - /epdulog/eFd,u < /Fequ — /equ/Fd,u
=5 [[(F@) = F@)E® = FOdp(a)duty).
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb a, b
(0= B)(e" = ) < (a—B)2em(eD) — ((a =) et + (b — ) )2
Stad
5 [[(F@) = F@)E ™ — @) au()duty)
<5 [ U@ = F) e + (F() - F@))2e" @ dut)duty)
= [[((F@) - P @ duta)dnty).

O

Lemat 4.20. Zalozmy, zZe |f| < 1 dla wszystkich f € F, wowczas dla do-
wolnego \ € R,

Entp(e*?) < 202e2M(EX2EN 4 E(22e1)).

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze #F = N < oo. Jak w
dowodzie Lematu 4.17 niech yi; oznacza rozklad (f(X;))fer na E = [—1,1]V
oraz (t = 41 ® - -+ ® lp. Okreslmy tez

Z(x) = max a¥ dlaz = (z1,...,x,) € E"



Wowczas rozklad Z wzgledem P jest taki sam jak Z(z) wzgledem p, czyli
n
Entp(e*?) = Entu(eAZ(x)) < Z/Entui(e’\z(x))du(aj).
i=1
Okreslmy mierzalne rozbicie E™ na zbiory Ag, 1 < k < N spelniajace
Apc{re B Z(2) =

Dla ustalonych (x1,...,2; 1,%it1,...,T,) € E"! niech
Zi(2) = Zi(x1, ooy Tim1, 2, Tig 1y - .-, Tp) dla 2z € B,
wéwcezas na podstawie Lematu 4.19,
/ Ent,,, (@) dp(x)
< [[[(O@) = Z5)+ 25 d ) () ).

Dla A > 0, (MZi(x:) — Zi(y:))+)* = N((Zi(xi) — Zi(yi))+)?, zaé dla
A <O,

(()‘(Zz(l'z) — Zl.(yl.)))Jr)Qe)\Zi(zi) — )\2((Z’L(yl) - Zi(l,i))Jr)Qe)\Zi(zi)
< /\2€2|>\\((Zi(yz.) _ Zi(xi))+)2€)\zi(yi)

gdyz | Zi(xi) — Zi(yi)| < 2 wobec [f| < 1. Stad
[ Bt () duz)
<2 [ [ [(Zia) = Zi) P dpa(a)du (i) dp(a).
Zauwazmy, ze

N
Zi(x:) = Ziy) < Y_ La(@)(@f —yp),
k=1

wiec

N
(Zi(zi) = Zilyi)+)? <2 La (@) (|2f* + [yf ).
k=1
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Zatem

Entp (e*?)

n N
<22 S L[S 1, @) (b2 + Iy BN 0 dys (i) dps () o)
=1 k=1

N n
oy2.2N //Z La, () Y (1% + |yF ) e @ dp(z)du(y)
k=1 =1

<22 [ [ mave [t 4 max |ol )60 dpw)duy)
=(EX2EeM + E(X2M)).
O

Dowdd Twierdzenia 4.18. Z uwagi na jednorodnos¢ mozemy zalozy¢, ze C' =
1. Przyjmijmy Z := Z — EZ oraz M()\) := Ee*?. Ustalmy A\ > 0 takie, ze
co := 2€2% spetnia coAZ < 1. Lemat 4.20 daje dla || < Ao,

AM'(A) — M(\) log M(X) = e *2Entp(e*?) < coA2(EX2M(N) + BE(22e2)).
Oszacujmy ostatni sktadnik, mamy
E(X2eM) = (e — 1)EX?EeM + E([22 — (e — 1)EX2]eM)
< (e — )VEX2EeM + \E(ZeM) — EeM 4 B (- DEX?

gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z nieréwnosci Younga (11) uwv < ulogu —
u+e dlau=e¥ v=23—(e— 1)EX? Zauwazmy, ze 0 < f2 < 1
dla f € F, wigc do ¥? mozemy stosowaé¢ Twierdzenie 4.16, aby dostaé
EeZ ~(e=DEX? < 1 7 nieréwnosci Jensena, Ee?? > B2

=1, zatem
E(322) < (e — DEX2M(N) + AM/(N).
Na podstawie wezesniejszych oszacowan dostajemy dla |A| < Ao,

AM'(X) — M(M) log M(X) < coA?(eEX2M(N) + AM'(N)).

Okreslmy H(\) = Llog M()) dla X # 0 i H(0) = 0, wéwezas

H'(\) < ¢ (eEE2 + )\]\z()\))

o) (23)
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Zauwazmy, 7e M"(\) = EZ2M > 0 oraz M'(\) =EZ =0, wicc dla A > 0,
M'(X\) > 0 oraz

A M(s) AM'(s) Vi
/08]\7(3)(18<)\/0 mds-)\logM(A).

Podobnie

0 W) o
/_/\SAA/[,(S)ds < —Alog M(A).

Odcatkowanie (23) daje zatem dla |[A| < Ao,
log M(N) < co(eA’EX? 4+ A2log M(N)).

Stad
M()\) < GKOAQEEQ

dla kg = eco(1 — coA3) L. Nieréwnosé Czebyszewa implikuje dla ¢ > 0,

. _ 21y2
P(Z —EZ > t) < inf e At+roA“EX )
0<A<< g

Wybierajac A = t/2koEX? dla t < 2k0MEX2 i A = Ao dla t > 2kg\EX?

dostajemy

P(Z-EZ>1) <exp(—min{)\§t,lmoim2}).

Podobny argument pracuje dla P(Z — EZ < —t). Wybierajac \g = 1/5 i
sprawdzajac, ze wtedy ko < 10 dostajemy teze. O

Twierdzenie 4.21. Zalézmy, zZe |f| < C dla wszystkich f € F. Wéwczas
dlat >0,

P(|Z-EZ|>t) <3exp(_KLclog (1+%))

gdzie ¥? = SUDfer D oiny f2(X3), a K < 640 jest stalg numeryczng.

Dowdd. Bez straty ogdlnodci mozemy zatozyé¢, ze C' = 1. Nasz dowdd be-
dzie si¢ opieral na Twierdzeniu 4.18 i odpowiednim obcinaniu. Dla p > 0
okreslmy

Fo={fLypicpy: fF€FY, Zp:=sup ) f(Xi)

FE€EFp =1
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oraz
W, = SUPZ!f DL 75020
Wéwecezas dla t > 0,
P(|Z-EZ|>4t)<P(|Z,-EZ,| > t)+ P(W,+ EW, > 3t).
Stosujac Twierdzenie 4.18 do Z, dostajemy

P(|Z, — BZ,| > 1) < 2exp - %ml {24;;2})

By oszacowa¢ W, zalézmy, ze t > EW, i zastosujmy Twierdzenie 4.16,

t
P(W, + EW, > 3t) < P(W, — EW, > ) <exp (- 51og(

p=pt) = min{l, \/@}»

wowczas albo p =11 wtedy W, = 0 albo p < 1, co wobec W, < ¥2/p daje

E22
EW, < = ViEX2 < t.
p

t
&)
Wybierzmy teraz

Mamy wiec dla tak dobranego p,
P(Z-E2) > 41) < 2exp (~g min { - ) rexp (~L1og ( o))

Zauwazmy, ze

U 1
mm{u Z} > Elog(l + 4u) dla u > 0,

wiec

2 ' 4
min {5, g5} > tmin {5 g} > 75108 (1 + )

Ponadto
log ( E;Vp) tog (141 5557) > ilog (1+ %)

P(|Z ~ EZ| > 4t) <3exp (- rﬁolog( + %))

i zamieniajac 4t na t dostajemy teze. O

Zatem
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Uwaga 4.5 Rozpatrujac rodzine funkcji F U —F widzimy, ze wszystkie
udowodnione w tej czesci oszacowania pozostaja tez prawdziwe, gdy Z za-
mienimy na

‘:‘ upi

6.7:11

By méc sensownie stosowaé Twierdzenia 4.18 i 4.21 potrzebujemy osza-
cowan EX.2. Zdefiniujmy slabg wariancje empiryczna Z jako

=sup E f2
B> (X
Twierdzenie 4.22. Zaldzmy, ze |f| < C oraz Ef(X;) = 0 dla f € F,
wowezas

EX? < o?>+16CEZ.

Dowod bedzie oparty na symetryzacji i zasadzie kontrakcji. By sformu-
towaé te pierwszg wprowadzmy niezalezny od pozostatych zmiennych ciag
(€i)1<i<n niezaleznych symetrycznych zmiennych losowych przyjmujacych
wartosci +1.

Fakt 4.23. Dla dowolnej przeliczalnej rodziny funkcji ograniczonych F,

Esup‘Zf

sup‘ZEf

Ponadto, jesli Ef(X;) =0 dla f € F, to

Esup’Zst

feFr

n
< 2E X
el

Dowdd. Niech (X]) bedzie kopia ciagui (X;) niezalezna od (X;) oraz (g;).
Woéwczas z nieréwnosci trojkata oraz nieréwnosci Jensena,

Esup‘Zf SUP‘ZEJC
sup‘ZEf

fer

Xi))‘

FXD)|-

ferF
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Z symetrii rodzina zmiennych (f(X;) — f(X}))fer,i<n ma ten sam rozklad
o (&i(f(Xi) = £(X]))) feF.icn, zatem

Esup‘z X)) < Esup‘zsz Xi) - X{))’

fer fer

< Esup‘Zezf

feFr

:2Esup’25lf

feF

By wykazaé¢ drugie oszacowanie zauwazmy, ze na mocy nieréwnosci Jen-
sena dla A C {1,...,n},

Esup‘Zf Esup’Zf —I-ZEf(X Esup‘Zf
feF i€A i¢A
stad
E sup ‘ Zé‘zf <E Sup ‘ e f(Xi)|+E Sup ‘ eif(Xi)
fer : 1—1 i:e;=—1
< 2E
s[5

O]

Twierdzenie 4.24 (Zasada kontrakcji). Niech p;: R - R dla1 <i<n
bedg funkcjami 1-lipschitzowskimi oraz p;(0) = 0. Wowczas dla dowolne-
go ograniczonego T C R™ oraz funkcji wypuklej niemalejgcej F: [0,00) —

0,%0)
B (p| einito]) < BF (sup|S-ei)

teT
Dowod Twierdzenia 4.22. Zauwazmy, ze na podstawie pierwszej czesci Fak-
tu 4.23,

EX? < 2E
o+ ?lég‘zglf

Funkcja t — %tz jest 1-lipschitzowska na [—C,C] wiec na mocy zasady
kontrakcji (zastosowanej warunkowo wzgledem Xj;),

E sup ’ Z eif2(X;)| < 4CE sup ] Z eif < 8CEZ,
fer
gdzie ostatnia merownoéé wynika z drugleJ czesci Faktu 4.23. O
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