Wysokowymiarowy Rachunek Prawdopodobienstwa - Egzamin

Egzamin sklada si¢ z dwoch czeéci: pisemnej i ustnej.

Czesé pisemna trwa 2 tygodnie i polega na samodzielnym rozwiagzaniu szesciu sposréd poda-
nych ponizej zadan, w tym przynajmniej 2 spoérdéd zadan 1-6 i przynajmniej 2 spos$réd zadan 7-12.
Rozwiazania nalezy dostarczy¢ do dnia 15.02.2015 (droga elektroniczna, osobiscie lub np. wlozyé
do skrytki, w przypadku przestania skanu rozwiazan, bede wdzieczny za dostarczenie orginatu). W
rozwigzaniach mozna wykorzystywaé¢ wszystkie fakty udowodnione na wyktadzie i éwiczeniach.

Cze$¢ ustna, po uprzednim uméwieniu terminu, bedzie polegala na dyskusji nad przedstawio-
nymi rozwigzaniami zadan oraz faktami wykorzystanymi w tych rozwiazaniach.

W zadaniach ponizej C' jak zwykle oznacza stale uniwersalne (nie zalezace od zadnych uzywanych
parametréw), ktérych wartosci moga sie r6znié przy kazdym wystapieniu. Piszemy f; ~ fo, jesli
%fl < fo < Cf1. Przez g1, 41,92, G2, - . - bedziemy oznaczaé ciag niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie N'(0,1).

1. Niech G,, = (91,92, .-, 9n).
i) Wykaz, ze dlap > 1,

(E[|Gal2)"? ~ \/log(n+ 1) + v/

ii) Znajdz jak najprostsza funkcje deterministyczna f(r, p,n) taka, ze dla r,p > 1,
1
(Bl ~ f(r,p,n).

2. Niech X = szzl a;j9iJ;, gdzie (a;;) jest pewng macierza n x n. Okre§lamy

1/2
(aij)llop :=sup{ > amy;: Y af <L Y yr<lp oraz |(ay)|us = | > a
hi=1 i j ij=1
Wykaz, ze
D) dlat>0,
P (1X] > C (Vill(@iy)llns + #ll(aig)llop) ) < 267
i) dla p > 2, | X|l, < C(/pll(aij)|[us + pll(@ij)]op),
ii) || X, < Cpl| X dla p > 2
3. Zmienne Xy, Xo,..., X, sa niezalezne, maja érednig zero oraz K := sup,g, || X[y, < oo.
Wykaz, ze
i) dla dowolnego a = (a1, aq, ..., a,) € R™ oraz p > 2 zachodzi
> aiXi|| <CK(yplalz+ pllallo),
i=1 »

ii) jesli X; maja symetryczny rozklad wykladniczy (tzn. rozklad z gestoscia 56"””‘), to dla
a € R”,

n

ZaiXi

i=1

1
> = (Bllallz + pllalso)
p

—_



. Niech v oznacza symetryczny rozktad wyktadniczy na R, tzn. rozklad z gestoscia %e_m.
i) Wykaz, ze dla dowolnej funkeji gladkiej f na R takiej, ze |f'| < p < 1 zachodzi

2
Ent,(ef) < T (f"2el dv.
—p

ii) Udowodnij, ze jedli funkcja F' € C1(R™) spelnia max; |0;F| < 1, to dla |A\| < p < 1,
AF 2)? - 2 AF 7 n
Ent,»(e*") < 15 Z(@iF) e dv.
PSS

iii) Wywnioskuj stad, ze jedli F € C1(R") spelnia

max |0; F'| < b oraz Z(aiFf < a?,

i=1

I
v F)/qu"—i—t < exp —gmingga )
a

. Funkcja I jest okreslona jak w nieréwnosci Bobkowa. Wykaz, ze

I(t) 3

t ln%

to

lim
t—0+

i wywnioskuj stad, ze jesli miara probabilistyczna p na R™ spelnia nieréwnos¢ Bobkowa ze
stala o, to p spelnia logarytmiczna nieréwnosé¢ Sobolewa ze stala a.

. Niech p > 1, u, upn € Pp(R). Wykaz, ze
i) Wp(pin, ) — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p, — p stabo oraz E, |z|? — E,|z|?,
ii) jesli X3, Xo, ... sa niezalezne o jednakowym rozkladzie p, to Wp(% Y opeq 0x,s ) — 0 pn.

. Niech X3, Xs,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w przestrzeni X,
a F przeliczalng klasg funkcji mierzalnych ograniczonych na X taka, ze dla wszystkich f € F
iz eX, |f(z) < K. Wykaz, ze

> f(x)|

Esup Y f2(X;) <supE Y f2(X;) + CKEsup
fer 3 reF i

feriza

. Dla macierzy (a;;)i<n,j<m oraz 1 < p,q < oo definiujemy
(@i)llpg :=supq > agsit: ||sll, <1ty <1
i<n,j<m
Niech (X;;) beda niezaleznymi zmiennymi o éredniej zero oraz

K = sup [| Xij|y, < oo.
1,3



10.

i) Wykaz, ze istnieje stata C(p, q) zalezna tylko od p i ¢ taka, ze

E||(Xi;)icn.i<mlpa < C(p.q)K (77 4+ m! =17,

ii) Udowodnij, ze jesli X;; maja dodatkowo rozklad gaussowski N (0,1), to

EH(ij)zgnngHp,q > C(p, q) (nl_l/p + ml—l/q)

dla pewnej dodatniej stalej c(p, q) zaleznej tylko od p i q.
iii) Sformulyj i wykaz analogiczne oszacowania w przypadku, gdy min{p, ¢} = 1.

Niech .
X =Y aitigs, d(t,s)=|Xe— Xil2, tse€T:={-11}"
i=1
Wykaz, ze
i) dla dowolnych liczb ay, ..., an,
Esup X; ~ / Vieg N(T,d,e)de ~ Z la;].
teT 0 P

ii) JeSlia; =1/idlai=1,...n, to

Esup X; ~log(n+1), supey/logN(T,d,e) ~ 1.

teT e>0

Zalézmy, ze ¢ jest funkcja Younga, T jest zbiorem przeliczalnym, proces (Xi):er spelnia
warunek

|Xt—XS\
Ep( 2t =21} <1 dlat,seT, t#s.
w(d@g at,s€T, t#s

oraz
A(T)
/ @ Y(N(T,d,e))de < 0.
0

Wykaz, ze dla dowolnego 0 < 7,7’ < A(T),

77/

E sup (X,-X)<C (e (N P)+ [ o (VT doie )
d(txs)gn 0

Wywnioskuj stad, ze dla kazdego § > 0 istnieje n > 0 taka, ze

E sup (Xs—X;) <9
d(t,s)<n

oraz proces (X;)ier ma z prawdopodobienstwem 1 ciagle trajektorie.



11.

12.

Niech T C R" i X, = Y1  t;g; dla t € T, gdzie g1, ..., gy niezalezne o rozkladzie N'(0,1).
Wykaz, ze
i) dla dowolnego s € R™ i ciagu (¢x) w R™ takiego, ze T' C conv{ty: k > 1} zachodzi

g(T) := Esup X; < Csup |t — s|v/log(k + 1).
k=1

teT

ii) jesdli g(T') < oo to istnieje s € R™ i ciag (tx) w R™ taki, ze
sup |tg — s|\/log(k +1) < Cg(T) oraz T Cconv{ty: k> 1}.
k>1

Uwaga: conv oznacza domkniecie uwypuklenia.

Dla przestrzeni metrycznej (T, d) okreslamy

~p(T, d) := inf sup Z 2"/Pdiam (A, (), d),
teT 130

gdzie infimum przebiega po wszystkich dopuszczalnych podziatach (A, )n>0 przestrzeni 7.
i) Wykaz, ze jesli d; i da to dwie metryki na T oraz p1,ps > 1, to istnieje dopuszczalny ciag
podziatéw (Ay)n>0 przestrzeni T taki, ze

sup Z 2"/Pidiam(A,(t),d;) < 107, (T,d;)  dlai=1,2.

teT n>0

ii) Zat6zmy, ze zmienne X1, Xy, ..., X, sa niezalezne, symetryczne oraz K := sup;,, || Xi|ly, <
00. Wykaz, ze dla niepustych ograniczonych podzbioréw T' w R™ zachodzi

Esup Y a;X; < CK (11(T,do) +72(T, d2)) ,

gdzie dy(t, s) = ||t — s, dla p = 2, 00.
Wskazowka Moze by¢ przydatna pierwsza cze$é¢ zadania 3.



