Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa III
Egzamin sktada sie z dwdch czesci: pisemnej i ustne;j.

Czesé pisemna polega na samodzielnym rozwiazaniu szeéciu spoéréd poda-
nych ponizej zadan, w tym przynajmniej 2 sposréd zadan 1-5 i przynajmniej 3
sposrod zadan 6-11. Rozwiazania nalezy do mnie dostarczy¢ do dnia 30.06.2007
(droga elektroniczna, osobiscie lub np. wlozyé¢ do skrytki).

1. Méwimy, ze zmienna X ma rozklad subgaussowski ze stalg 3, jesli EX =0
oraz istnieje § < oo takie, ze dla k = 1,2,..., || X|l2r < Bllgll2k, gdzie
g~N(0,1).

a) Wykaz, ze kazdy z nastepujacych warunkéw jest réwnowazny subgaus-
sowskosci X dla zmiennej o $redniej zero

i) Istnieje ¢ < oo takie, ze Ee*M < e dla ) € R,

ii) Eed X’ < oo dla pewnego ¢ > 0.

b) Wykaz, ze jesli niezalezne zmienne X; sa subgaussowskie ze stala 3 oraz
oo ai < oo, to Y oo, a; X; tez jest subgaussowski. Jak mozna oszacowaé
jego stala subgaussowskosci?

2. Niezalezne wektory losowe X1, Xo, ... o wartoéciach w R% maja jednakowy
rozklad z gestoécia 274 exp(— Z?Zl |z;]). Czy istnieje granica
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Jedli tak, to ile ona wynosi? (Tu i w nastepnym zadaniu |x| oznacza dtugos$é
euklidesowa wektora z).

3. Niezalezne wektory losowe X1, Xo, ... maja rozklad jednostajny na zbiorze
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oraz S, = X1 +...+ X,. 5
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b) Co mozna powiedzie¢ o zbiorze punktéw skupienia ciagu %?
n loglogn

4. Ciag zmiennych losowych X7, Xo, X3, ... jest l-symetryczny, tzn. dla do-
wolnych liczb 1, € {—1,1} rozklady ciagéw (X,,)n 1 (1, X7 )n sa jednako-
we. Wykaz, ze
a) P(maxicren | S, Xi| > ) 2P|, Xi| > 1)

b) Szereg >~ | X,, zbiega prawie na pewno wtedy i tylko wtedy gdy jest
zbiezny wedhug prawdopodobienstwa.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a;,
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gdzie (g;) jest ciagiem Bernoulliego.

Wykaz, ze jesli zmienne X, zbiegaja do X wedlug rozktadu, to funkcje
charakteryczne ¢x, zbiegaja do px niemal jednostajnie (tzn. jednostajnie
na zbiorach zwartych).

Zatozmy, ze X, X1, Xo, ... sa niezalezne o jednakowym rozkladzie. Wykaz,
ze jedli ciag #(Xl + ...+ X,) jest ciasny, to

a) EX? < oo, jedli p =2

b) limsup,_,, t*!P(|X| >1t) < oo jedli 0 < p < 2

c) X =0p.n. jesli p > 2.

Czy z tego, ze niezdegenerowana zmienna nieskonczenie podzielna przyj-
muje tylko wartoéci catkowite wynika, ze ma ztozony rozklad Poissona?

Zmienna losowa X ma rozklad nieskoficzenie podzielny m, 52 ,. Jakie wa-
runki musi spetnia¢ uktad Levy’ego (a,0?,v), zeby Eexp(AX) < oo dla
wszystkich A € R.

Czy z tego, ze X ma rozklad stabliny wynika, ze dla dowolnych ¢y, ..., ¢,
istnieja liczby a iu b takie, ze

01X1+CQX2+...+CanNG,X+b?

Jesli nie to scharakteryzuj wszystkie rozklady stabilne dla ktérych powyz-
szy warunek jest spelniony.

Scharakteryzuj wszystkie rozklady stabilne w wezszym sensie tzn. takie,
zedlan=1,2,...istnieja a, >0 X1+ ...+ X, ~a, X.

Czesé ustna bedzie oparta na rozmowie o przedstawionych rozwiazaniach
oraz o wybranych tematach spoéréd nastepujacych:

Wielkie odchylenia

Nieréwnosci wyktadnicze
Nieréwnosci maksymalne

Mocne prawa wielkich liczb
Prawo iterowanego logarytmu
Rozktady nieskonczenie podzielne
Rozklady stabilne

Nieréwnosé Berry-Essena

Mozna wybra¢ 2 tematy z ktérych nie chee si¢ odpowiadac.

Na egzamin ustny mozna sie uméwi¢ w tygodniu 11-15 czerwca, w piatek 22
czerwca, w poniedziatek 2 lipca lub w terminie pozniejszym.



