Egzamin Poprawkowy z Koncentracji Miary

Egzamin sktada sie z dwdch czesci: pisemnej i ustne;j.

Cze$¢ pisemna polega na samodzielnym rozwiazaniu szesciu spoéréd po-
danych ponizej zadan. W rozwiazaniach mozna korzysta¢ z wszystkich faktéw
wyprowadzonych w czasie wykladow lub éwiczen. W przypadku watpliwosci co
do tresci zadan prosze o kontakt mailowy.

1.

Funkcja koncentracji miary p na (X, d) spelia o, (t) < ﬁ Zal6zmy,

ze p(A) > 1. Oszacuj z gory 1 — pu(A,) oraz [ d(z, A)du(z).

Niech X bedzie wektorem jednostajnie rozlozonym na S™~!. Wykaz, ze
dla dowolnego t € R™, E(t, X)? = |t|?/n oraz

(E|(£, X)[")/? < min {c\/g, 1}\t|

dla p > 1 i pewnej statej uniwersalnej C.

Niech X1, Xs, ..., X, beda wektorami jednostajnie roztozonymi na [—1, 1]",
za$ || - || bedzie pewna norma na R™. Wykaz, ze
B me 1] < B |+ CViogm 1) swp
<i<m 2l=1

dla pewnej stalej uniwersalnej C.

Niech p; i p1o beda miarami probabilistycznymi z logarytmicznie wklestymi
gestosciami na R™. Ktére z nastepujacych miar musza by¢ logarytmicznie
wkleste: pi ® pa, g * o, 5 (1 + p2)?

Zalézmy, ze miara p na R™ spelnia nier6wno$é¢ Poincaré ze stala a. Wykaz,
ze dla dowolnej funkcji L-lipschitzowskiej f oraz p > 1

([1s@Paue)"" < [15@lante) + vaLp

dla pewnej statej uniwersalnej C'. Jak zmieni sie odpowiedz, jesli zalozymy,
ze i spelnia logarytmiczna nieréwnoséc¢ Sobolewa ze stala a?

Niech p,, bedzie miarg probabilistyczna na prostej z gestoécia cpe"m'p dla
0 < p < o0, gdzie ¢, jest odpowiednig stala normujaca. Dla jakich p miara
p spelnia nieréwnos¢ Poincaré?

Niech p, bedzie jak w poprzednim zadaniu, zas p; = pip ® - - - @ pp bedzie
miarg produktowa na R™. Wykaz, ze istnieje stata uniwersalna C' < oo
taka, ze dla dowolnego niepustego zbioru borelowskiego A it > 0

etdlal<p<2

_ n 1/p pn <
1 MP(A+C(\/£BQ+t Bp))\ug(A)



10.

oraz

1— (A +C(VEBEN tl/PB;;)) <

gdzie By = {z € R" ), |z|P < 1}.

Moéwimy, ze przestrzen Banacha E ma kotyp p ze stala T, < oo, jesli

i 1 ~ 1/p
B 30> £ (3 1)
i=1 P =

dla dowolnych z1,...,2, € E (g; jak zawsze oznaczaja niezalezne syme-
tryczne zmienne +1). Wykaz, ze

i) jesli E ma kotyp p, to p > 2,

ii) kazda przestrzen ma kotyp oo,

iii) kazda przestrzen Hilberta ma kotyp 2,

iv) przestrzen LP[0, 1] ma kotyp max{2, p}.

Wykaz, ze jedli przestrzen Banacha E ma kotyp p ze stala T}, to dla
kazdego € > 0 1§ sie 1+ ¢ wklada w E dla k < C(e)T, n?/?.

Kazdej krawedzi grafu pelnego o n wierzchotkach przypisujemy pewnag

zmienng losowa o wartosciach w [0, 1], przy czym zmienne przypisane r6z-

nym krawedziom sg niezalezne. Niech S oznacza dtugosé najkrétszej petli

przechodzacej dokladnie raz przez kazdy z wierzchotkéw (dlugoscia petli

nazywamy sume zmiennych przypisanych krawedziom petli). Wykaz, ze
£2

P(|S—ES|>1t) < eXp(—8—n).

Czesé ustna bedzie oparta na rozmowie o przedstawionych rozwiazaniach
oraz o wybranych tematach sposréd nastepujacych:

Nieréwnosci izoperymetryczne.

Metoda martyngatowa.

Nieréwno$¢ Poincaré.

Logarytmiczna nieréwnosé Sobolewa.

Nier6éwnosé splotu infimum.

Nieréwnosci koncentracyjne dla funkcji wypuktych.

Twierdzenie Dvoretzky’ego. Koncentracja proceséw i wektoréow gaussow-
skich.

Aproksymacja przez otoczke wypukla.



e Oszacowania supreméw procesOw empirycznych.

e Zastosowania koncentracji miary w kombinatoryce, teorii macierzy loso-
wych i teorii szkta spinowego.

Nalezy wybraé 6 tematow z ktérych chee sie odpowiadaé.



