Egzamin domowy z Miar i Proceséw Gaussowskich
25 stycznia - 8 lutego 2005

Do zaliczenia egzaminu nalezy wybraé i rozwigza¢ 9 zadan, przy czym
podpunkty/zadania oznaczone symbolem * liczg sie jak dwa dodatkowe zada-
nia. W rozwiagzaniach mozna korzystaé¢ z wszystkich faktéw udowodnionych
na wyktadzie lub ¢éwiczeniach. Rozwiazania zadan nalezy odda¢ do 8 lutego
2005 (wtorek) godzina 18.00.

W zadaniach ponizszych g, oznaczaja niezalezne zmienne losowe o roz-
ktadzie N'(0,1). Ponadto I(x) = p(®~!) jest gaussowska funkcja izoperyme-
tryczna, a literg K oznaczamy stale, ktore nie zaleza od zadnych parametrow.

lgn

1. Wykaz, ze Esupn>1 m

< oo oraz jesli limn_m\/% = 0, to

lgn] __
sup,, = oo p.n..

n

2. Udowodnij, ze

1 1 1
I(t) = t\/Q ln; — lnlng — In47m 4+ o(t(In 5)71/2) przy t — 0+

i wywnioskuj stad, ze dla 0 < a < oo, I(at) = al(t)+at(log 1)(2In })~1/24
fa(t), gdzie supg.ocu fa(t) = o(t(In 1)7/2) przy ¢t — 0+

3. Niech C' bedzie ustalong macierza n x n symetryczng, odwracalng, a
Lo miarg gaussowska na R” o macierzy kowariancji C 1. Okre$lmy dla
t>0, f:R" - R, T f:R® — R wzorem

TEf@) = [ e o+ 1= e y)duc(y)

Wykaz, ze

i) Ty 12(uc) — DP(sc) ora [TE flly < ||l Wykas, 7e operatory TC
sg nieujemne i symetryczne (tzn. [(TC f)gdpc = [ f(TF g)duc).

ii) Wykaz, ze (T )0 jest potgrupa mocno ciagta (tzn. [|TCf — f|| —
0, jedli t — 0+) na LP(duc). Ponadto dla f € LP(duc), ||[TCf —
[ fduc|l, — 0 przy t — oo.

4. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania niech Lo bedzie generatorem
TE na L*(duc).
i) Niech Cgg, (R") oznacza te funkcje f € C*°(R") dla ktérych wszystkie
pochodne sg ograniczone (tzn. dla wszystkich oo € Z7}, || Dy f|loe < 00).
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Wykaz, ze Cog (R") C D(L¢) oraz Lof == Af — (Cz,Vf) dla f €
C (R™).
ogr

i) Wykaz, ze jesli f € L>®(R"™), to T;f € C2.(R™) dla t > 0.

ogr

Dla zbioru wypuktego K C R™ o niepustym wnetrzu okreslamy yx (A) :=
Y (K NA) /7 (K). Wykaz, ze vk spelnia nieréwno$¢é Bobkowa i nier6w-
nos$¢ logarytmiczna Sobolewa ze stata 1.

Niech (g;;) bedzie podwéjnie indeksowanym ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych N (0, 1). Dla macierzy (a;;j); j<n okreslamy norme opera-
torowa wzorem

[(@ij)ij<nll == sup{ Z Qi iy Zx 1729;2 =
1,j<n = 7=1
a) Wykaz, ze n=Y2(|(gij)i j<nl| =1 Y?E||(9i;)i j<n|| — 0 prawie na pewno
przy m — oo.
b*) Udowodnij, ze n~Y2E||(gij)ij<nll — 2 przy n — oc.

Dla 1 < p < oo oraz macierzy (a,,])l j<n Okreslmy

1(aij)ij<nlli—iw = SUP{ |Zgw$z|p )P lezlp

=1 =1
Wykaz, ze dla 1 < p < oo istnieje stala K(p) zalezna tylko od p taka,
ze

1
Ko) max(n'/?, n' ") <E|(g55)ij<nllv—w < K (p) max(n'/?, n' =),
a) Wykaz, ze jesli T jest zbiorem skonczonym lub przeliczalnym, a
(X¢)ter jest procesem gaussowskim o Sredniej zero, to
(SUP | X:| < HP | Xe| <
teT

b) Udowodnij, ze jesli A = [—aj,a1] X ... X [—apn, ay], to (AN K) >
Yn(A)y,(K) dla dowolnego wypuktego symetrycznego zbioru K.

Wykaz, ze dla dowolnej scentrowanej miary gaussowskiej p na osrodko-
wej przestrzeni Banacha E oraz zwartych, wypuktych, symetrycznych
zbiorow K, L w E zachodzi dla 0 < A < 1

w(KNL) > p(KNL)p(VK + (1= )L) > p(AK)p((1 = X)Y2L).



10. Wykaz, ze jesli (X;)ier jest scentrowanym procesem gaussowskim oraz

Esup X; < maxEsup X; + K,/log N sup(EX?)"/2.

teT teT; teT

11. Udowodnij, ze dla dowolnego scentrowanego procesu gaussowskiego
(X¢)ter oraz u >0

A(T)
Esup X; < supE  sup Xs—i—K/ \/log N(T, dX,r)dr—l—Ku\/log N(T,dx,u),

tel s€T  teT:dx (t,s)<u
gdzie dx(s,t) := (E| X, — X,|*)'/? oraz A(T) := sup{dx(s,t):s,t € T}.

12. a) Skonstruuj scentrowany proces gaussowski (X;)qer dla ktorego

Esup X; < oo oraz / \/logN(T, dx,u)du = oo,
teT 0
konstrukcje uzasadnij.

b*) Wykaz, ze jesli (X)) jest stacjonarnym, scentrowanym proce-
sem gaussowskim to

/ \/logN([O, 1],dx,u)du < KE sup X;.
0

te(0,1]



