5*

Zadania z Analizy Funkcjonalnej I* - 1

. Ktéra z nastepujacych przestrzeni jest przestrzenia Banacha w normie

supremum: C(R); Cogr(R) — przestrzen funkcji ciagtych ograniczonych;
C.w(R) — przestrzen funkcji ciaglych o no$niku zwartym; Co(R) — prze-
strzef funkcji ciaglych takich, ze lim), o f(z) = 07

. Na przestrzeni X = C[0, 1] rozpatrzmy nastepujace normy:

D) [ fllo

i) | flloo + I1flloo

i) [£(O)] + [ f[| oo

iii) || flloo + SUPLe(0,1) [2f' ()]

Ktére z tych norm wprowadzaja na X strukture przestrzeni Banacha?

. Niech K bedzie zbiorem zwartym, a X przestrzenia unormowang. Okre-

Slamy C(K,X) = {f: K — X ciggle } z norma ||f|| = sup,cx [|f(2)[-
Wykaz, ze C(K, X) jest przestrzenia unormowana. Kiedy jest przestrze-
nig Banacha?

. Wykaz, ze Lip[0, 1] - przestrzen funkcji lipschitzowskich na [0, 1] z norma

| f]l = [£(0)| + sup,, % jest przestrzenia Banacha.

Niech ¢: [0,00) — [0, 00) bedzie funkcja wypukla taka, ze ¢(x) = 0 wtedy
i tylko wtedy gdy x = 0. Okreslamy

ly = {x = (Xp)prq: >0 ng(@) < oo}
oraz

|lz||, := inf {t >0: Zap(@) < 1} dla z € l,.

Wykaz, ze [, z norma ||z||, jest przestrzenia Banacha.

. Powiemy, ze dwie metryki p; i po sa rownowazne, jesli definiuja takie same

topologie (czyli ciagi maja w obu metrykach te same granice). Wykaz, ze
jesli istnieja stale 0 < ¢ < C < oo takie, ze

vﬂay Cpl(xay) < pz(CC,y) < Opl(‘rvy)v (1)

to metryki sa rownowazne.

. Wskaz dwie réwnowazne metryki, ktére nie spelniaja (1).

. Méwimy, ze dwie normy sa rownowazne, jesli metryki przez nie wyznaczo-

ne sa réwnowazne. Wykaz, ze normy || - ||1 1] - ||2 sa réwnowazne wtedy i
tylko wtedy gdy istnieja stale 0 < ¢ < C' < oo takie, ze c||z|j1 < |z]]2 <
Cllz|l1 dla wszystkich .

. Wskaz dwie nieréwnowazne normy na przestrzeni ciagéw ograniczonych.



9* Wykaz, ze wszystkie normy na R™ s3 réwnowazne.

10* Czy istnieje przestrzen X i dwie nieréwnowazne normy wprowadzajace na
X strukture przestrzeni Banacha?

11** Czy na coo — przestrzeni ciggdw o skonczenie wielu wyrazach niezerowych
da sie wprowadzi¢ strukture przestrzeni Banacha?
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Naszkicuj kule jednostkowa w nastepujacych przestrzeniach: 2, 13, 12, lf,,
13,13, 13

Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukta.

Niech A bedzie gwiazdzistym wzgledem zera, pochlaniajacym podzbiorem
przestrzeni liniowej X, ktorego przeciecia z kazda prosta sa domkniete.
Okredlmy pa(z) :=inf{t > 0: 2/t € A}. Kiedy pa jest normg na X?

Zal6zmy, ze A jest podzbiorem przestrzeni liniowej X. ZnajdZ warunki
konieczne i dostateczne na to, by A byt kula jednostkowa w pewnej normie
na X.

Niech z = (z¢)}_,. Wykaz, ze

a) [[zllq <z, < nl/p—l/qu”q dlal<p<gq.

b) limy .o 2]y = l|lz]loo-

c) Czy stale w a) sa optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych
w I, wynikaja z a)?

Niech & = (z)72, oraz 1 < p < q.

2) Wykaz, 50 la]ly < izl

b) Znajdz wektor z taki, ze ||z||, = oo oraz ||z, < oco.

¢) Czy zawsze lim,_, ||z]|p = ||z]/c? Jesli nie, to kiedy tak jest?

Wykaz, ze {z = (z5)721: Yooy |2i| < 1} jest domknietym wypuklym
podzbiorem Iy o pustym wnetrzu. Czy jest to zbiér zwarty?

Niech (X, F,u) bedzie przestrzenia z miara skoniczona p oraz f bedzie
funkcja mierzalna na X. Udowodnij, ze dla 1 < p < g,

8) [fllp < () /P79 fllg, w szcaegolosei ||l < | flly ady n(X) = 1.
Kiedy zachodzi réwnos$é?

b) Wykaz, ze limy, oo || fllp = [| f]loo-

¢) Znajdz funkcje f € L,[0, 1] taka, ze || f||l, = oo.

d) Znajdz funkcje f € Ly[0, 00) taka, ze || f||, = oo.

Oblicz norme id: l;} — lg dla 1 <p,q < o0.

oo
i=n

Okreslamy T': 1 — ¢o wzorem T'(z), = >
i oblicz jego norme.

x;. Wykaz, ze T jest ciagle

Znajdz norme przeksztalcenia f(z) — zf(z) z L,[—1,1] w L1[-1,1], 1 <
p < 00.

Niech g € Loo(X, u) wykaz, ze przeksztalcenie T dane wzorem T'f(z) :=
g(x)f(x) jest ciagtym operatorem na L, (X, p). Ile wynosi jego norma?

Niech T'f(z) := foz f(y)dy, wykaz, ze T jest ciaglym przeksztalceniem z
L,[0,1] w L4[0,1] dla dowolnych 1 < p, ¢ < 0.
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12
—Jo

C[0,1] i policz jego norme.

f(z)dx — f11/2 f(x)dx jest ciaglym funcjonalem na

Niech X := {f € C[0,1]: f(¢t) = 2f(1 —t),t € [0,1/2]}. Czy X z norma
supremum jest przestrzenia Banacha? Udowodnij, ze nastepujace funcjo-
naly sa ciagle na X i policz ich normy:

) ¢(f) = F(1)

b) o(f) :== f(%),

©) @(f) = [y f(@)da.
Zbadaj ciaglo$é i oblicz norme przeksztalcenia T': L,[0,1] — L,[0,1] da-
nego wzorem T f(x) = f(\/x).

1/2

- Niech M := {f € C[0,1]: [;"* f(t)dt = [}, F(t)dt}. Wykaz, 7e M jest

domknieta podprzestrzenia C[0,1]. Niech g(t) = ¢, oblicz dist(g, M). Czy
istnieje funkcja f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g||?

M = {f € L[41]0,1]: fol f(®)dt = 0}. Wykaz, ze M jest domknieta pod-
przestrzenia L0, 1]. Niech g = 1, oblicz dist(g, M). Czy istnieje funkcja
f € M taka, ze dist(g, M) = || f — g||? Ile jest takich funkcji?

Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia I,, 1 < p < oo. Czy dla do-
wolnej funkeji f € {, istnieje funkcja g € M taka, ze dist(f, M) = || f —g||?
Czy moze by¢ wiecej niz jedna taka funcja?

Niech M = {f € Lo[-1,1]: f(x) = f(—x)} C Ly[-1,1]. Znajdz M+ i
rzut ortogonalny na M.

Niech V,, bedzie podprzestrzenia Lo[0, 1] sktadajaca sie z funkeji stalych
na [k/n,(k+1)/n), k=1,...,n.

a) Znajdz V-

b) ZnajdZ rzut ortogonalny f na V,,.

¢) Znajdz odlegtosé f(t) =t w L2[0,1] od V.

Wykaz, ze norma || - || jest zadana przez iloczyn skalarny wtedy i tylko
wtedy gdy spetniony jest warunek réwnolegloboku |z +y||? + ||z — y||*> =
2||z||* + 2||y||* dla wszystkich z,y.
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Zalézmy ze G C F sa dwoma o-cialami podzbiorow X, a p miara na
(X, F). Wykaz, ze

i) M = Lo(X, G, p) jest domknieta podprzestrzenia Lo(X, F, p).

i) [, Py fdp = [, fdp dla dowolnego A € G takiego, ze p(A) < co oraz
f € LQ(Xafmu’)

iii) Pps jest nieujemny tzn. Py f > 0 p-p.n., jesli f > 0 p-p.n.

Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Wykaz, ze M(X,F) — prze-
strzen wszystkich miar zespolonych na (X, F) z norma ||u|| = |p|(X) jest
przestrzenia Banacha.

Wykaz, ze jedli v jest miara skonczona, zas p miara zespolona taka, ze
=1 to G =/l
dv ’ dv :

Wykaz, ze jesli K jest zbiorem zwartym, a y miara zespolona na (K, B(K)),
to funkcjonal ¢ na C(K) zadany wzorem ¢(f) = [ fdu jest ciagly oraz
lell = 1lull-

Wykaz, ze przestrzenn Lo(R™) jest osrodkowa i wywnioskuj stad osrodko-
wo$¢ przestrzeni Lo (A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R™.

Wyznacz p dla ktérych L,[0,1] jest osrodkowa.

Ktoére z nastepujacych przestrzeni sa osrodkowe: M ([0, 1], B0, 1])), Lip]0, 1],
Cc*o,1]?

Wykaz, ze przestrzen X jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
przeliczalny podzbiér liniowo gesty w X.
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Niech M bedzie domknigta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta, a (u;);cr
baza o.n. M. Wykaz, ze rzut ortogonalny na M ma postaé

Pyzx = Z(m,m)ul

i€l

. Zmajdz ortogonalizacje ciggu wektoréw 1,¢,t> w L?[—1,1].

Znajdz wielomian stopnia 2 taki, ze f_ll [t* — w(t)|?dt jest najmniejszy.

Wykaz, ze uklad Rademachera f,, := sgn(sin(2"7x)), n = 1,2,... jest
uktadem ortogonalnym w L2[0,1]. Czy jest to uktad zupelny?

Niech P, bedzie uktadem wielomianéw Legendre’a

R p—

= —#-1D", tel-1,1 > 0.
Q”n!dt”( ) tel-L1]n

a) Wykaz, ze P, jest ukladem ortogonalnym w L?[—1,1]. Jak go trzeba
znormalizowa¢ by byt ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupelny?

Niech p bedzie miarg skonczona na [0, 1], ktéra nie jest skupiona na zbiorze
skoficzonym. Wykaz, ze istnieje baza o.n. (f,)n>0 przestrzeni L*([0, 1], p)
taka, ze f, jest wielomianem stopnia n.

Niech L, bedzie uktadem wielomianéw Laguerre’a
Loyd" o

a) Wykaz, ze L,, jest uktadem ortogonalnym w L?(R, e~tdt). Czy jest on
ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupelny?

Niech H,, bedzie ukladem wielomianéw Hermite’a

D" 25d", 2
Hn(t) = (\/T%et /2dt7n(€ ¢ /2)

a) Wykaz, ze (H,,)n>0 jest ukladem ortonormalnym w L?(R, \/%e*ﬁ/zdt).
b) Czy jest to uklad zupelny?

Niech (fi(z)); i (9;(y)); beda ukladami ortonormalnymi w L?(X,puq) i
L2(Y, ju2) odpowiednio. Wykaz, ze

a) uktad (f;(z)gj(y)):,; jest ukladem ortonormalnym w L*(X X Y, 11 2).
b) jesli uktady (f;)i, (9;); sa zupelne, to uklad (fig;)i; tez jest zupelny.
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. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?[—m, 7] da sie przedstawié w po-

staci f(t) = > oo, an cosnt, przy czym ciag jest zbiezny w L?. Ile wynosi
Yoo an?

. Jak wyglada odpowiednie rozwiniecie w szereg Fouriera dla funkcji niepa-

rzystych?

Rozwin funkcje ¢ na przedziale [—m,w] w szereg Fouriera i wykorzystaj
e . . ) —2
uzyskane rozwiniecie do obliczenia )~ n=°.

Wykaz, ze jesli X jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowa-
nej X oraz x € X \ Xy to istnieje funkcjonal p € X* zerujacy sie na X
taki, ze p(z) = 1.

Niech F' bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze dla
dowolnego = € X,

dist(z, F') = sup{|z*(z)|: " € X", ||z*|| < 1,2*|F = 0}

Okreslmy przeksztalcenie i: X — X** wzorem i(x)(z*) := 2*(z). Wykaz,
ze 1 jest liniowym izometrycznym wlozeniem X w X**.

Niech A i B beda rozlacznymi niepustymi wypuklymi podzbiorami rzeczy-
wistej przestrzeni Banacha X takimi, ze A jest domkniety, a B jest zwarty.
Wykaz, ze istnieje funkcjonal ¢ € X* taki, ze sup,c 4 ¢(z) < infzep ()

Wykaz, ze o$rodkowos¢ przestrzeni X* implikuje osrodkowos¢ przestrzeni
X. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

Wykaz, ze na przestrzeni [, da sie okredli¢ ciagly funkcjonal liniowy ¢ o
normie 1 taki, ze

a) liminf a, < ¢((a,)) < limsup a,,

b) v((an)) < ©((bn)), jesli a, < b, dla wszystkich n,

¢) o((antr)) = p((an)) dla k=1,2,....

Wykaz, ze X jest przestrzenia osrodkowa wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
ciagte liniowe przeksztalcenie przeprowadzajace [y na X.
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1. Znajdz przestrzen dualng do ¢ — przestrzeni ciagéw zbieznych z norma
supremum.

2% Wykaz, ze Ly(pn)* = Lg(p) dla 1 < p < oo,

(niekoniecznie o-skonczonej) miary p.

4+ 2 = 1 oraz dowolnej

1,1
P g
3. a) Niech X bedzie przestrzeniag Banacha oraz x € X bedzie wektorem o
normie 1. Udowodnij, ze A(z) := {a* € X*: 2*(z) =1 = ||z*||} jest nie-
pustym, domknietym zbiorem wypuktym.
b) Podaj przyklady = € Iy takie, ze A(z) jest jednopunktowe, n-wymiarowe,
nieskonczenie wymiarowe.
c¢) Opisz wszystkie z € ¢y takie, ze A(x) jest jednopunktowe.

4. Przestrzen C0, 1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen Lo [0, 1].
Funkcjonal §,.(f) := f(z) jest ciaglym funkcjonatem o normie 1 na C[0, 1],
zatem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu
©z na Loo[0,1] 0 normie 1. Wykaz, ze nie istnieje funkcja g € L]0, 1] taka,
e @.(f) = [y f(s)g(s)ds. Udowodnij, ze jesli f € Loo[0,1] jest taka, ze
f =0 na zbiorze (x — e,z +¢), to @, (f) = 0.

5. Wykaz, ze przestrzen X jest refleksywna wtedy i tylko wtedy gdy X* jest
refleksywna.

6. Ktére z nastepujacych przestrzeni sa refleksywne: I,,, L,[0,1], ¢, C[0, 1],
M]I0,1]?

Moéwimy, ze przestrzen X sie izometrycznie wklada w przestrzen Y, jesli
istnieje liniowe przeksztalcenie T: X +— Y takie, ze ||Tz| = ||y||.

7. Wykaz, ze ¢y wklada sie izometrycznie w C[0, 1], a loo W Cog (0, 1).

8* Wykaz, ze kazda osrodkowa przestrzen Banacha wktada sie izometrycznie
W oo

9* Wykaz, ze przestrzen [y wklada sie izometrycznie w L,[0,1] dla 1 < p < oo.
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. Zalézmy, ze © = (T,,)n>1 jest takim ciagiem, ze dla kazdego y € I, szereg

> oo | TnYn jest zbiezny. Wykaz, ze x € I, dla 1/p+1/¢ = 1.

. Wykaz, ze szereg >~ @, yn jest zbiezny dla kazdego ciagu y,, zbieznego

do zera wtedy i tylko wtedy gdy > o |zn| < oc.

. Zalézmy, ze f, € Lo[0,1] sa takie, ze lim, oo fol fa@®)g(t)dt = 0 dla

wszystkich funkcji g € L3[0,1]. Wykaz, ze sup,, ||fnll2 < co. Czy musi
zachodzié lim,, ., || fn|l2 = 07

. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha

X iY. Wykaz, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
y* e Y*, y*(T) jest ciaglym funkcjonalem na X.

. Niech Y i Z beda dwoma domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Ba-

nacha X takimi, ze dla dowolnego = € X istnieje dokladnie jedna para
wektorow (y,z) =: (Pix, Poy) € Y X Z taka, ze x = y + 2. Wykaz, ze P;
jest ciaglym rzutem X na Y.

. Zalézmy, ze X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha, zas B: X — Z oraz

C:Y — Z sa ciagltymi operatorami liniowymi. Wykaz, ze jesli dla kazdego
x € X istnieje dokladnie jeden element y = Ax taki, ze Bx = Cy, to A
jest ciaglym operatorem z X w Y.

Zatézmy, ze X 1Y sa przestrzeniami Banacha, a T: X — Y jest ciaglym
operatorem na. Czy musi wowczas istnie¢ € > 0 takie, ze kazdy operator
liniowy ciaggly S: X — Y spelniajacy [|S — T|| < € jest na?

Méwimy, ze dwie przestrzenia Banacha X i Y sg izomorficzne jedli istnieje
ciagly odwracalny operator liniowy 7': X — Y. Wykaz, ze [, i l; dlap # ¢
nie sg izomorficzne.

Wykaz, ze zbiér izomorfizmdéw przestrzeni Banacha X 1Y (tzn. zbior ope-
ratoréw liniowych ciagtych odwracalnych z X na Y') jest zbiorem otwartym
w normie operatorowej.
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. Wykaz, ze ciag wektoréw x,, = (2,x)5>, zbiega do stabo do zera w [,

1 < p < oo wtedy i tylko wtedy gdy sup,, |||, < 0o oraz limy, oo Tnx =
0 dla wszystkich k. Czy charakteryzacja ta jest prawdziwa dla [17 A dla
C()?

Kiedy ciag wektoréw x,, = (2, 1)52; zbiega do stabo z gwiazdka do zera

Wl1 :CS?

Wykaz, ze jesli 1 < p < oo oraz f, € L,[0,1] sa takie, ze ||full, < 11
AM({x: fu(x) #0}) — 0, to f, zbiegaja stabo do zera. Czy jest to prawda
dla p =17

Wykaz, ze ciag funkeji Rademachera ry, := sgn(sin 2"7z) jest stabo zbiezny
do zera w L,[0,1] dla 1 < p < oo.

Czy ry zbiega stabo do zera w Lo,?

Wykaz, ze domknieta kula jednostkowa w przestrzeni Banacha jest zwarta
wtedy i tylko wtedy gdy wymiar przestrzeni jest skonczony.

. Niech X bedzie przestrzenia liniowa, a Y pewna podprzestrzenia funkcjo-

natéw liniowych na X. Oznaczmy przez o(X,Y) najstabsza topologie na
X dla ktérej wszystkie funkcjonaly z Y sa ciagle. Wykaz, ze jesli jaki§
funkcjonal ¢ na X jest ciagly w topologii 0(X,Y), to ¢ € Y.

Wykaz, ze staba i slaba z gwiazdka topologie na X* sie pokrywaja wtedy
i tylko wtedy, gdy X jest refleksywna.

Czy topologia stabej zbieznosci na [,, 1 < p < oo jest metryzowalna?

Czy w kazdej przestrzeni Banacha nieskoficzonego wymiaru istnieje cigg
stabo zbiezny do zera, ktory nie zbiega do zera w normie?

Wykaz, ze jesli ciag wektorow x,, zbiega slabo do zera, to istnieje ciag
kombinacji wypuktych wektoréw z,, zbiezny do zera w normie.

10
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. Niech (en)n>0 bedzie kanonicznag baza l,. Wykaz, ze operator liniowy

T:1, — 1, taki, ze Te, = ape, jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy
lim,, oo a,, = 0.

. Czy operator ,przesuniecia w prawo” na [, jest zwarty?

. Niech T': Ly[0,1] — L3[0, 1] bedzie dany wzorem T f(z) = [ f(s)ds. Czy

jest to operator zwarty?

" f(y)dy. Wykaz, ze T

x

jest ciagly. Czy T jest zwarty?

. Wykaz, ze T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego

e >0, T(Bx) da si¢ pokry¢ skoficzona liczba kulek w Y o promieniu ¢.

. Wykaz, ze operator T jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € >

0 istnieje przestrzen Y, C Y taka, ze dim Y; < oo oraz dist(T'(Bx),Yz) < .

. Wykaz, ze jesli X jest przestrzenig Banacha 1 <p < oo oraz T € B(X,1,)

jest zwarty, to istnieje cigg skonczenie wymiarowych operatoréw T,, taki,
ze | T, —T|| — 0.

Wykaz, ze jesli X jest przestrzenia Banacha 1 < p < oo oraz T €
B(X,CI0,1]) jest zwarty, to istnieje ciag skoficzenie wymiarowych ope-
ratoréw T, taki, ze | T, — T'|| — 0.

Zatozmy, ze T': ls — o jest zwarty. Wykaz, ze istnieja wektory x,, takie,
ze ||x,|| — oo oraz | Tx,|| — 0.

Zalozmy, ze ciagly operator liniowy 7" miedzy przestrzeniami Banacha X
i Y ma domkniety obraz (tzn. zbiér T'(X) jest domkniety). Wykaz, ze T
jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dim T'(X) < oo.

11
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Wykaz, ze na przestrzeni osrodkowej Banacha o-cialo zbioréw borelow-
skich w topologii normowej pokrywa sie z o-cialem zbioréw borelowskich
w stabej topologii. Czy zalozenie osrodkowosci jest konieczne?

Czy staba topologia na przestrzeni [,, 1 < p < oo jest metryzowalna

zn. czy istnieje metryka taka, ze zbiory otwarte w tej metryce i w slabej
t istniej tryka taka, ze zbi t t tej t i tabej
topologii sa takie same)?

Niech T': I, — I, bedzie dany wzorem T'(x1,z2,...) = (%xg, %J}g, i%l ).
Jak wyglada T%7

Niech T': Ly[0,1] — Ls[0,1] bedzie okreslony jako T f(x) := [ f(y)dy.
Znajdz T*.

Okreslmy T': [; — ¢ jako

3=

T((@a)az) = (

n

n>1

i=1

Znajdz T™.
Operator T : L?[0,1] — I* jest dany wzorem

27n+1

Tf= (/_n f(x)dx)n:m,,..

Znajdz T*.

Operator T: L*(R) — L?*(R) jest dany wzorem T f(z) = sgn(z)f(z + 1).
Znajdz sprzezenie Hilbertowskie 7. Czy T jest samosprzezony, unitarny,
normalny?

Niech T': Lo(R) — Lo(R) bedzie postaci Tf = gf dla pewnej funkcji
g € Loo(R) o wartosciach zespolonych. ZnajdZ sprzezenie Hilbertowskie
T*. Dla jakich g

a) T jest samosprzezony,

b) T jest unitarny,

c¢) T jest normalny?

Niech G bedzie o-cialem zawartym w o-ciele F, a u miara probabilistyczna
na F. Okre$lmy Tf = E,(f|G) (f traktujemy jako zmienng losowa na
(F, ) i liczymy jej warunkowa wartos¢ oczekiwana). Niech 1 < p < oo,
wykaz, ze operator T jest ciagly z L,(F,n) w L,y(G, ) i oblicz ||T||. Dla
1 < p < o0 znajdz operator T™.

Niech T': Iy — ls bedzie dany wzorem T'(x1,xa,...) = (0,21, z2,...) oraz
S =T+ T* Oblicz (S"ey,e1) dlan=1,2,....

12
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1* Wykaz, ze jeSli T jest operatorem na zespolonej przestrzeni Hilberta oraz
(T'z,z) € R dla wszystkich z, to T jest samosprzezony.

2. Niech Tz = (0,21,22/2,23/3,...). Wykaz, ze T jest zwartym operatorem
na ls nie posiadajacym wartosci wlasnych. Wyznacz operator 7™ i znajdz
jego wartoéci wlasne.

3. Niech T: L,[0,1] — L3[0,1] bedzie dany wzorem T f(z) = [ f(y)dy,
znajdz wartosci wlasne T.

4. Niech T na ls bedzie zadany wzorem Tx = (a,x,), dla pewnego ciagu
ograniczonego a,. Znajdz wszystkie wartoéci wlasne i spektrum operatora

T.

5. Niech T': Lo(X,u) — Lo(X, 1) bedzie postaci Tf = gf dla pewnego g €
Loo(X, ). Znajdz wartosci wlasne i spektrum operatora 7'

6. Wyznacz spektrum i rezolwente operatora przesuniecia w lewo i w prawo
na lo.

7. Niech P bedzie rzutem ortogonalnym na domknieta podprzestrzen M
przestrzeni Hilberta H. Wyznacz spektrum T'.

8. Wykaz, ze dla dowolnego niepustego, zwartego podzbioru K plaszczy-
zny zespolonej istnieje operator T’ na pewnej przestrzeni Hilberta, ktorego
spektrum jest réwne K.

9. Wykaz, ze jeSli A € o(T), to A" € o(T™) dlan =1,2,....

13
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. Niech T: Ly[0,1] — L3[0,1] bedzie dany wzorem T f(z) = [; f(y)dy,
znajdz spektrum operatora T

. Wykaz, ze jesli operator T jest samosprzezony, to ||T'|| lub —||T|| naleza
do spektrum T

. Niech T bedzie operatorem samosprzezonym. Wykaz, ze

i) A ¢ o(T) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ¢ > 0 takie, ze | Ta — Az|| >
c||lz|| dla wszystkich .

i) o(T) C R.

iii) o, (T) = 0.

iv) o(T) C [m, M] dla m = inf |y =1(Tz,2) i M = supy,=1(Tz,z) oraz
m i M naleza do o(T).

. Operator T na przestrzeni Hilberta nazywamy nieujemnym, jesli (Tx, x) >
0 dla wszystkich z (w szczegdlnoscei (T'x, z) € R). Wykaz, ze

i) Operatory TT* i T*T sa nieujemne dla dowolnego T'

ii) Dla K = C operatory nieujemne sa samosprzezone i maja spektrum
zawarte w [0, 00).

. a) Wykaz, ze kazdy operator zwarty przeksztalca ciag stabo zbiezny na
ciag zbiezny w normie.

b) Wykaz, ze istnieje operator niezwarty przeksztalcajacy ciagi stabo zbiez-
ne na ciagi zbiezne w normie.

¢) Zalézmy, ze przestrzen X jest refleksywna i osrodkowa, zas T jest opera-
torem cigglym na T przeksztalcajacym ciagi stabo zbiezne na ciagi zbiezne
w normie. Wykaz, ze T jest zwarty.
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