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Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 1

Ktére z ponizszych przestrzeni metrycznych sa przestrzeniami unormowanymi?
a) X =R, d(z,y) = arctg|lx — y|;
b) X =R", d(z,y) = [v1 — y1| + |z2 — yo| + maxs<i<n [2: — yil;
c) X = 0[0 1], d(f,g) = supgepo | f(z) — g(2)];
d) X = C0,1], ( ) £(0) — ( s
e) X =C[0,1], d(f,9) = fy |f(x) — g(x)|d;
f) X =cC'0,1], ( ) |f(0 ) ( )| +sup, | f'(z) — ¢'(2)].

. Ktére z przestrzeni z poprzedniego zadania sa zupelne?

Ktéra z nastepujacych przestrzeni jest przestrzenia Banacha w normie supremum:
C(R); Cogr(R) — przestrzen funkcji ciaglych ograniczonych; C,w(R) — przestrzen
funkeji ciaglych o no$niku zwartym; Co(R) — przestrzen funkcji ciaglych takich, ze
lim, o f(x) = 07

Wykaz, ze Lip[0, 1] - przestrzen funkcji lipschitzowskich na [0,1] z norma ||f|| =

|£(0)] + sup,., W jest przestrzenia Banacha.

. Na przestrzeni X = C[0, 1] rozpatrzmy nastepujace normy:

i) [[fllo

i) || flloo + 11f'loo

i) |£(O)] + [1fl|oo

iv) || flloo + Supge(o,1y [ f ()]

Ktére z tych norm wprowadzaja na X strukture przestrzeni Banacha?

Powiemy, ze dwie metryki p; i ps sg rOwnowazne, jesli definiujg takie same topologie
(czyli ciagi maja w obu metrykach te same granice). Wykaz, ze jedli istnieja stale
0 <c< C < o takie, ze

Vay cp1(x,y) < p2(z,y) < Cpi(2,y), (1)
to metryki sa rownowazne.
Wskaz dwie réwnowazne metryki, ktére nie speliaja (1).

Moéwimy, ze dwie normy sa rownowazne, jesli metryki przez nie wyznaczone sg row-
nowazne. Wykaz, ze normy || - ||1 i || - ||]2 sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy gdy
istnieja state 0 < ¢ < C' < oo takie, ze ¢||z||; < ||z]]2 < C|lz||; dla wszystkich x.

Wskaz dwie nieréwnowazne normy na przestrzeni ciagdéw ograniczonych.

Wykaz, ze wszystkie normy na R" sa rownowazne.
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. Naszkicuj kule jednostkowa w nastepujacych przestrzeniach: I3, 12, 2, l%, 13,13, 13..

. Niech z = (x)}_,. Wykaz, ze

a) [zllg < flzll, < n'P7H4|jz]l, dla 1 <p < g

b) limy, o [[#]p = [|2][co-

c) Czy stale w a) sa optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych w [, wynikajg
z a)?

. Niech z = (xj)52, oraz 1 < p < gq.

2) Wykas, 7e [[2]l < |12l

b) Znajdz wektor x taki, ze ||z||, = oo oraz ||z||; < oco.

c) Czy zawsze lim,_. ||z||, = ||z]|«? Jesli nie, to kiedy tak jest?

. Wykaz, ze {x = (25)72: Dpeq |2k| < 1} jest domknietym wypuklym podzbiorem Iy
o pustym wnetrzu. Czy jest to zbiér zwarty?

. Niech (X, F, u) bedzie przestrzenia z miara skonczona u oraz f bedzie funkcja mie-
rzalng na X. Udowodnij, ze dla 1 < p < g,

a) || fllp < p(X)P7V9 fllg, w szezegonosci || fllp < || ]l gdy p(X) = 1. Kiedy za-
chodzi réwnosé?

b) Wykaz, ze limpoc | £lly = | £l

c¢) Znajdz funkcje f € L,[0,1] taka, ze || f]|q = oo.

d) Znajdz funkcje f € Ly[0,00) taka, ze || fl|, = oo.

. Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenia unormowana, wykaz, ze f(z) = ||z| jest funkcja
ciggla na X.

. Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukta.

. Wykaz, ze jesli zbior A jest wypuktym podzbiorem przestrzeni unormowanej, to zbio-
ry cl(A) = A iint(A) tez sa wypukle.

. Dla zbioru A w przestrzeni liniowej X okreslamy
conv(A) := ﬂ{B: B wypukle, A C B}.

Wykaz, ze
a) conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A.
b) conv(A) := {zx =377 Njajia; € A, N > 0,370 A =1, n=1,2,...}.
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. Oblicz normg id: I — Iy dla 1 < p,q < oc.

. Okredlamy T': I} — ¢o wzorem T'(x), = > ;o,, ;. Wykaz, ze T jest ciagle i oblicz jego
norme.

. Znajdz norme przeksztalcenia f(z) — zf(x) z Ly[—1,1] w L;[-1,1], 1 < p < 0.

. Niech g € Loo(X, ) wykaz, ze przeksztalcenie T' dane wzorem T'f(z) := g(x)f(z)
jest ciagtym operatorem na L,(X, pt). Ile wynosi jego norma?

. Wykaz, ze p(f) = 01/2 f(x)dx — f11/2 f(z)dx jest ciaglym funcjonalem na C|0,1] i
policz jego norme.

. Niech X := {f € C[0,1]: f(t) =2f(1 —1t),t € [0,1/2]}. Czy X z norma supremum
jest przestrzenia Banacha? Udowodnij, ze nastepujace funcjonaly sg ciggle na X i
policz ich normy:

a) ¢(f) = f().

b) o(f) = f(3),

©) ¢(f) = Jy* f(@)de.

. Zbadaj ciaglos¢ i oblicz norme przeksztalcenia T': Ly[0,1] — L,[0,1] danego wzorem

Tf(z) = f(Va).
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. Niech M := {f € C[0,1]: 01/2 ft)dt = fll/Zf(t)dt}. Wykaz, ze M jest domknieta
podprzestrzenia C|0, 1]. Niech g(t) = ¢, oblicz dist(g, M ). Czy istnieje funkcja f € M
taka, ze dist(g, M) = || f — g7

. M = {f € L[0,1]: fol f(t)dt = 0}. Wykaz, ze M jest domknieta podprzestrze-
nia L1[0,1]. Niech g = 1, oblicz dist(g, M). Czy istnieje funkcja f € M taka, ze
dist(g, M) = ||f — g||? Lle jest takich funkcji?

. Niech M := {f € Ly[-1,1]: f(x) = f(—x)} C La[—1,1]. Znajdz M~ i rzut ortogo-
nalny na M.

. Niech V,, bedzie podprzestrzenia Ls[0, 1] skladajaca sie z funkeji statych na [k/n, (k+
1)/n), k=0,...,n—1.

a) Znajdz V-

b) Znajdz rzut ortogonalny f na Vj,.

c¢) Znajdz odlegtosé f(t) =t w L2[0, 1] od V.

. Zalézmy ze G C F sa dwoma o-cialami podzbioréw X, a p miara na (X, F). Wykaz,
ze

i) M = Lyo(X, G, ) jest domknigta podprzestrzenia Lo(X, F, u).

ii) [y Pufdp = [, fdp dla dowolnego A € G takiego, ze p(A) < oo oraz f €
L2 (X7 fv ,U,) :

iii) Pys jest nieujemny tzn. Py f > 0 p-p.n., jesli f > 0 pu-p.n.

. Wykaz, ze dla dowolnego zbioru A w przestrzeni unitarnej H, (A+)+ = Lin(A).
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. Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Wykaz, ze jesli
(Ua)aer jest baza o.n. M, to rzut ortogonalny na M ma postaé

Pyx = Z(x,uama.
ael

. Znajdz ortogonalizacje ciagu wektoréw 1,t,t% w L?[—1,1].
. Zmajdz wielomian stopnia 2 taki, ze f_ll [t4 — w(t)|?dt jest najmniejszy.

. Wykaz, ze uklad Rademachera f, := sgn(sin(2"7x)), n = 1,2, ... jest ukladem orto-
gonalnym w L?[0,1]. Czy jest to uktad zupelny?

. Niech (fi(z)); i (g;(y)); beda ukladami ortonormalnymi w L?(X, u1) i L*(Y, u2) od-
powiednio. Udowodnij, ze

a) uklad (fi(z)g;(y))i; jest uktadem ortonormalnym w L2(X x Y, uypu2).

b) jesli uktady (fi)i, (95); sa zupelne, to uklad (f;g;)i; tez jest zupelny.

. Niech P, bedzie uktadem wielomianéw Legendre’a

1 dr
o) = gt agm
a) Wykaz, ze P, jest uktadem ortogonalnym w L?[—1,1]. Jak go trzeba znormalni-

zowaé by byl ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupelny?

(=1 tel[-1,1, n>0.

. Niech L,, bedzie ukladem wielomianéw Laguerre’a
Ln(t) = letd—n(zt”(ft), t>0, n>0.
n! dt®
a) Wykaz, ze L, jest ukladem ortogonalnym w L?(R,e~'dt). Czy jest on ortonor-
malny?
b*) Czy jest to uklad zupelny?

. Niech H,, bedzie ukladem wielomianéw Hermite’a

1" v, _
Hn(t) — (\/n;)'eﬂ/thn(e t2/2).

a) Wykaz, ze (H,)n>0 jest ukladem ortonormalnym w L?(R, ﬁe‘ﬂﬂdt).

b*) Czy jest to uklad zupelny?

. Udowodnij, ze przestrzen Lo(R™) jest oérodkowa i wywnioskuj stad o§rodkowosé prze-
strzeni Ly(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R™. Czy przestrzenie La(A) i
Lo(B) sa izometryczne?
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. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?[—m, 7] da si¢ przedstawié¢ w postaci f(t) =
S an cosnt, przy czym ciag jest zbiezny w L2. Tle wynosi Y02 |an|??

. Jak wyglada odpowiednie rozwiniecie w szereg Fouriera dla funkcji nieparzystych?

. Niech ry, := sgn(sin(2"nz)), n = 1,2,... bedzie ukladem Rademachera. oraz S ozna-
cza rodzine wszystkich skonczonych podzbioréw {1,2,...}. Zdefiniujmy uklad Walsha
wzorem wy = 1 oraz Wy = [[,camn dla A # (. Udowodnij, ze (wa)acs jest baza
o.n. L0, 1].

. Dla jakich p € [1, oo] przestrzen [, jest osrodkowa?
. Wyznacz p dla ktérych przestrzenie L,[0,1] i L,(R) sa osrodkowe.

. Wykaz, ze przestrzen X jest oérodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeliczalny
podzbiér liniowo gesty w X.
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. Wykaz, ze jesli Xg jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowanej X oraz
x € X \ Xp to istnieje funkcjonal ¢ € X* zerujacy sie na Xy taki, ze ¢(x) = 1.

. Niech F' bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze dla dowolnego
r € X,
dist(z, F') = sup{|z*(z)|: 2" € X*,||lz*|| < 1,z"|F = 0}

. a) Niech X bedzie przestrzeniag Banacha oraz x € X bedzie wektorem o normie 1.
Udowodnij, ze A(x) := {z* € X*: 2*(x) = 1 = ||z*||} jest niepustym, domknietym
zbiorem wypuklym.

b) Podaj przyklady x € [; takie, ze A(z) jest jednopunktowe, n-wymiarowe, nieskon-
czenie wymiarowe.

c) Opisz wszystkie € ¢y takie, ze A(z) jest jednopunktowe.

. Przestrzen C|0, 1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen Ls[0, 1]. Funkcjo-
nal 6,(f) := f(z) jest ciaglym funkcjonatem o normie 1 na C|0, 1], zatem z twierdze-
nia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu ¢, na L]0, 1] o normie 1.
Wykaz, ze nie istnieje funkcja g € L1]0, 1] taka, ze ¢ (f) = fol f(s)g(s)ds. Udowodnij,
ze jesli f € L]0, 1] jest taka, ze f = 0 na zbiorze (v — e,z + ¢), to p,(f) = 0.

. Méwimy, ze przestrzen X sie izometrycznie wklada w przestrzen Y, jedli istnieje
liniowe przeksztalcenie T: X — Y takie, ze ||Tz|| = ||y||. Wykaz, ze kazda o$rodkowa
przestrzen Banacha sie wklada izometrycznie w .

. Wykaz, ze oérodkowos$¢ przestrzeni X* implikuje osrodkowosé przestrzeni X. Czy
odwrotna implikacja jest prawdziwa?

. Niech A i B beda roztacznymi niepustymi wypuklymi podzbiorami rzeczywistej prze-
strzeni Banacha X takimi, ze A jest domkniety, a B jest zwarty. Wykaz, ze istnieje
funkcjonal ¢ € X* taki, ze sup,c4 p(x) < infrep p(x)

. Znajdz przestrzen dualng do ¢ — przestrzeni ciggdw zbieznych z norma supremum.
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. Zalézmy, ze x = (xp)n>1 jest takim ciggiem, ze dla kazdego y € [, szereg Y ;2| zpyn
jest zbiezny. Wykaz, ze x € [, dla 1/p+1/¢ = 1.

. Wykaz, ze szereg > 2, Tnyn jest zbiezny dla kazdego ciagu y, zbieznego do zera
wtedy 1 tylko wtedy gdy > 02 |xn| < oo.

. Zalézmy, ze f, € L]0, 1] sa takie, ze lim, fol In(t)g(t)dt = 0 dla wszystkich funkeji
g € L2[0,1]. Wykaz, ze sup,, || fnl|l2 < co. Czy musi zachodzié¢ lim,,_.« || fnl|l2 = 07

. Wykaz, ze w przestrzeni skonczonego wymiaru zbiezno$¢ w normie i staba sa réwno-
wazne.

. Wykaz, ze ciag wektoréw x,, = (2, )5, zbiega do stabo do zera w [,, 1 < p < oo
wtedy 1 tylko wtedy gdy sup,, ||zn||, < oo oraz lim, .o 2, = 0 dla wszystkich k.
Czy charakteryzacja ta jest prawdziwa dla 1?7 A dla ¢y?

. Wykaz, ze jesli 1 < p < oo oraz f, € L,[0, 1] sa takie, ze ||fu|l, < 1iA({z: fu(z) #
0}) — 0, to f, zbiegaja stabo do zera. Czy jest to prawda dla p = 17

. Wykaz, ze ciag funkcji Rademachera 7y, := sgn(sin 2¥7z) jest stabo zbiezny do zera
w L,[0,1] dla 1 < p < o0.
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. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wykaz, ze przeksztalcenie liniowe T: X —
C[0,1] jest ciagte wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ¢t € [0,1], x — Tx(t) jest
cigglym funkcjonalem na X.

. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha X i Y.
Wykaz, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego y* € Y*, y*(T') jest
cigglym funkcjonalem na X.

. Niech Y i Z beda dwoma domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha X
takimi, ze dla dowolnego x € X istnieje dokladnie jedna para wektoréw (y,z) =:
(Pix, Poy) € Y x Z taka, ze v = y + z. Wykaz, ze P; jest ciaglym rzutem X na Y.

. Zalézmy, ze X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha, za§ B: X — Z oraz C: Y — Z sa
ciaglymi operatorami liniowymi. Wykaz, ze jesli dla kazdego x € X istnieje dokladnie
jeden element y = Az taki, ze Bx = Cy, to A jest ciaglym operatorem z X w Y.

. Niech (ey)n>0 bedzie kanoniczng baza l,, 1 < p < co. Wykaz, ze operator liniowy
T:1, — 1, taki, ze Te,, = ape, jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy lim,, .o a, = 0.

. Czy operator ,przesunigcia w prawo” na [, jest zwarty?

. Niech T': Ly[0,1] — L2[0,1] bedzie dany wzorem T'f(z) = [7 f(s)ds. Czy jest to
operator zwarty?

. Okreslmy T: Ly(R) — La(R) jako Tf(x) = [*T f(y)dy. Wykaz, ze T jest ciagly.
Czy T jest zwarty?

. Wykaz, ze T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego ¢ > 0,
T(Bx) da sie pokry¢ skonczong liczba kulek w Y o promieniu €.
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. Niech T': I, — [,, 1 < p < oo bedzie dany wzorem T'(z1,x2,...) = (%:pz, %IEg, il‘4 ce)e
Jak wyglada T*7

. Niech T': L,[0,1] — L,[0,1], 1 < p < oo bedzie okredlony wzorem

T5() = [ K f o)y

dla pewnej funkcji ograniczonej mierzalnej k. Znajdz 1.

. Okreslmy T': Iy — ¢p jako

Znajdz T™*.
. Operator T': L2[0,1] — [; jest dany wzorem
2—ntl
Tf = (/w f(x)dac)n:m’m.
Zmajdz T™.

. Operator T: La(R) — Lo(R) jest dany wzorem T'f(x) = sgn(x)f(xz + 1). Znajdz
sprzezenie Hilbertowskie 7. Czy T jest samosprzezony, unitarny, normalny?

. Niech T': Ly(R) — Lo(R) bedzie postaci T'f = gf dla pewnej funkcji g € Loo(R) o
wartosciach zespolonych. Znajdz sprzezenie Hilbertowskie T™. Dla jakich g

a) T jest samosprzezony,

b) T jest unitarny,

c¢) T jest normalny?

10
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. Niech Tx = (0,x1,22/2,23/3,...). Wykaz, ze T jest zwartym operatorem na [y nie
posiadajacym wartosci wtasnych. Wyznacz operator T i znajdz jego wartosci wlasne.

. Niech T na ls bedzie zadany wzorem Tz = (a,xy), dla pewnego ciagu ograniczonego
an. Znajdz wszystkie wartosci wlasne i spektrum operatora 7.

. Niech T': Lo(X, ) — Lo(X, p) bedzie postaci Tf = gf dla pewnego g € Loo(X, ).
Zmajdz wartosci wlasne i spektrum operatora T'.

. Niech P bedzie rzutem ortogonalnym na domknieta podprzestrzen M przestrzeni
Hilberta ‘H. Wyznacz spektrum 7'.

. Wykaz, ze dla dowolnego niepustego, zwartego podzbioru K plaszczyzny zespolonej
istnieje operator T na pewnej przestrzeni Hilberta, ktérego spektrum jest réwne K.

. Wykaz, ze jeSli A € o(T), to " € o(T™) dlan =1,2,....

. Wyznacz spektrum i rezolwente operatora przesunigcia w lewo i w prawo na [o.
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