Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 1

. Ktére z ponizszych przestrzeni metrycznych sa przestrzeniami unormowa-
nymi?
.a) X =R, ||z|| = arctg|z|;
b) X =R", d(z,y) = |z1 — y1| + |x2 — ya| + max;>s [2; — yil;
c) X = C[0,1], d(f,9) = sup,eoq | f () — g(z)];
d) X = C[0,1], d(f,9) = |£(0) — g(0);
e) X = 0[0.1], d(f.9) = Jy 1/ (x) — g(x)\da;

. Ktére z przestrzeni z poprzedniego zadania sg zupelne?
. Narysuj kulki jednostkowe w nastepujacych przestrzeniach: 13,13, 12,12, 13,13, 13..

[S R 2]

. Powiemy, ze dwie metryki p; i po sa rownowazne, jesli definiuja takie same
topologie (czyli ciagi maja w obu metrykach te same granice). Wykaz, ze
jesli istnieja stale 0 < ¢ < C' < oo takie, ze

vw,y CPl(may) <p2(x,y) < Cpl(xay)v (1)
to metryki sg réwnowazne.
. Wskaz dwie réwnowazne metryki, ktére nie spelniaja (1).

. Méwimy, ze dwie normy sg réwnowazne, jesli metryki przez nie wyznaczo-
ne sg rownowazne. Wykaz, ze normy || - ||1 i || - ||2 sa réwnowazne wtedy i
tylko wtedy gdy istnieja stale 0 < ¢ < C' < oo takie, ze c||z|; < ||z]]2 <
Cllz|l1 dla wszystkich .

. * Wykaz, ze wszystkie metryki na R" sg réwnowazne.
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. Wskaz dwie nieréwnowazne normy na przestrzeni ciaggdw ograniczonych.
Dla niepustych zbioréw A, B w przestrzeni liniowej X oraz A € R definiu-
jemy A+ B={z+y:x € A,y € B} oraz \A = {)z: z € A}.

. Wykaz, ze jesli zbiér A jest wypukly, to aA+bA = (a+b)A dla dowolnych
a,b> 0.

. Wykaz, ze zbiér A jest wypukly wtedy i tylko wtedy gdy tA+(1—t)A = A
dla dowolnego 0 <t < 1.

. Wykaz, ze je$li zbiory A i B sa wypukle, to A + B tez. Wskaz przyktad
niewypuklych zbioréw A i B takich, ze A 4+ B jest wypukle.

. Wykaz, ze jesli zbiér A jest otwarty, to A + B jest otwarty, a jesli Ai B
sa zwarte, to A + B jest zwarty.

. Wykaz, ze w przestrzeni unormowanej B(z, 1)+ B(y,r2) = B(x +y,7m1 +
7“2).

. Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukla.

. Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenia unormowana, wykaz, ze f(z) = ||z||
jest funkcja ciagla na X.

. Niech A bedzie gwiazdzistym wzgledem zera i pochlaniajacym podzbiorem
przestrzeni liniowej X. Okreslmy pa(x) := inf{¢t > 0: 2/t € A}. Kiedy pa
jest norma na X7
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. Wykaz, ze jesli zbiér A jest wypukly, to zbiér A tez jest wypukly.

. Dla zbioru A w przestrzeni liniowej X okreslamy
conv(A) := ﬂ{B: B wypukle, A C B}.

Wykaz, ze

a) conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A.

b) conv(A) := {z = Z?:l Ajajia; € AN > Oazz‘l:1 Aj =1, n =
1,2,...}.

. Niech « = (z4)}_,. Wykaz, ze

a) [lzllg < zll, <n'/P=Helally dla 1l <p <gq.

b) limp, oo [[2]p = [|7]| o

c¢) Czy stale w a) sg optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych
w I, wynikaja z a)?

. Niech z = (z4)32, oraz 1 < p < q.

2) Wykaz, ge [[2], < |12l

b) Znajdz wektor x taki, ze ||z||; = oo oraz ||z||, < oco.

c) Czy zawsze lim, . ||z]|, = ||#]/co? Jesli nie, to kiedy tak jest?

. Wykaz, ze {x = (z5)72;: Yioq l2i| < 1} jest domknietym wypuklym
podzbiorem [? o pustym wnetrzu. Czy jest to zbiér zwarty?

. Niech (X, F,u) bedzie przestrzenia z miara skoficzona u oraz f bedzie
funkcja mierzalna na X. Udowodnij, ze dla 1 < p < g,

2) [1fllp < w0219 flly, w sacaegdinosel | Fll, < [/ edy p(X) = 1.
Kiedy zachodzi réwno$é?

b) Znajdz funkcje f € LP[0,1] taka, ze || f]l, = oo.

c) Znajdz funkcje f € L7]0, c0) taka, ze || f|l, = .

. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania okreslamy

I flloc = esssup|f| = inf{t > 0: p({z: f(z) > A}) = 0}.
Wykaz, ze jesli p(X) < oo, to limy—oo || fllp = 1| flo-
. Wykaz, ze przestrzenr L7[0, 1] z norma || f||, nie jest zupelna dla1l < p < g.

. Wykaz, ze jedli zbiér A jest domkniety oraz A + 14 C A, to A jest
wypukty.
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. Dla jakich p przestrzenie [P, LP[0, 1] sa osrodkowe?
. Czy przestrzen C[0, 1] jest osrodkowa?

. Niech Cogr(R) bedzie przestrzenia funkeji cigglych i ograniczonych na R z
normg supremum. Czy jest to przestrzen osrodkowa?

. Przestrzen Lip[0, 1] okreslamy jako przestrzen wszystkich funkeji Lipschit-
zowskich na [0, 1] z norma

Ifl = sup [f@O)+ sup L ZSOL

t€[0,1] 5,t€[0,1],5%t |5 - t‘
Wykaz, ze jest to przestrzen Banacha. Czy jest ona osrodkowa?

. Dla jakich 1 < p < oo funkcja F(t) = Ijgy jest funkcja ciagta z [0,1] w
L?[0,1]7?

. Wykaz, ze o(f) := 01/2 fla)dx — f11/2 f(x)dx jest ciaglym funcjonalem na

C[0,1] i policz jego norme.

. Niech X := {f € C[0,1]: f(¢t) = 2f(1 —t),t € [0,1/2]}. Udowodnij, ze
nastepujace funcjonaly sa ciagle i policz ich normy:

a) o(f) = J,"* f(x)dz,
b) o(f) = f(7),

c) ¢(f) = (%)

. Wykaz, ze kazdy zbiér domkniety wypukly jest przecieciem polprzestrzeni
domknietych.
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. Na przestrzeni C*[0,1], k > 1 definiujemy norme maxoc; < SUP;c(o,1] FAIGIE
Udowodnij ciggloéé i oblicz norme nastepujacych funkcjonatéw na C*[0, 1]:

a) o(f) = [y f(t)dt,
b) o(f) = f/(1/2),
o) ¢(f) = (1) = £(0).

. Méwimy, ze podzbiér A przestrzeni Banacha X jest liniowo gesty, jesli
kombinacje liniowe punktéw z A sa geste w X. Wykaz, ze A jest liniowo
gesty w X wtedy i tylko wtedy gdy

a) nie istnieje wlagciwa domknigta podprzestrzen F C X zawierajaca A;
b) kazdy ciagly funkcjonal zerujacy sie na A jest réwny 0.

. Wykaz, ze kula jednostkowa w przestrzeni Banacha jest zwarta wtedy i
tylko wtedy gdy wymiar przestrzeni jest skonczony.

- Niech M := {f € C[0,1]: [,* f(t)dt = [}, f(t)dt}. Wykai, ze M jest

domknieta podprzestrzenia C[0,1]. Niech g(t) = t, oblicz dist(g, M). Czy
istnieje funkcja f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g||?

. M = {f € L'0,1]: fol f(t)dt = 0}. Wykaz, ze M jest domknieta pod-
przestrzenia L'[0,1]. Niech g = 1, oblicz dist(g, M). Czy istnieje funkcja
f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g||? Lle jest takich funkcji?

. Niech K bedzie $rodkowosymetrycznym zwartym wypuklym podzbiorem
R™ o niepustym wnetrzu. Okreslamy

K°:={ycR": sup |[(z,y)| <1}
zeK

Wykaz, ze K° jest srodkowosymetryczne, zwarte, wypukle i ma niepuste
wnetrze. Ile wynosi (K°)°7?
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. Wykaz, ze na l, istnieje funkcjonal ciggly o normie jeden, ktory kazde-
mu ciagowi zbieznemu przyporzadkowuje jego granice. Udowodnij, ze taki
funcjonal jest monotoniczny.

. Jaka jest norma funkcjonatu ¢(f) := fol e” f(z)dx na LP(0,2), 1 < p < oo?

. Dla jakich p z przedziatu [1, oo] wzér ¢(z) :== >~ n~1/3z, zadaje ciagly
funkcjonal na [,,?

. Niech c oznacza przestrzen ciggdéw zbieznych, a cy przestrzen ciggdw zbiez-
nych do zera (z norma supremum). Opisz przestrzenie ¢y i ¢*.

. Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz x € X bedzie wektorem o
normie 1. Udowodnij, ze A(z) := {z* € X*: a2*(x) = 1 = ||*||} jest
niepustym, domknietym zbiorem wypuklym.

. Podaj przyklady x € [, takie, ze A(z) jest jednopunktowe, n-wymiarowe,
nieskonczenie wymiarowe.

. Opisz wszystkie & € ¢y takie, ze A(z) jest jednopunktowe.

. Przestrzen C[0, 1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen L*[0, 1].
Funkcjonal §,.(f) := f(z) jest ciaglym funkcjonatem o normie 1 na C[0, 1],
zatem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu
¢, na L*[0, 1] o normie 1. Wykaz, Ze nie istnieje funkcja g € L*[0, 1] taka,
ze . (f) = fol f(s)g(s)ds. Udowodnij, ze jesli f € L*°[0,1] jest taka, ze
f =0 na zbiorze (x — e, +¢), to @, (f) = 0.
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. Niech p bedzie skoniczong miara borelowska na [0, 1]. Wykaz, ze funkcjonal
dany wzorem ¢(f) = fol f(z)du(x) jest ciagly na C[0,1] i policz jego
norme.

. Dla x € [0, 1], niech d,(f) = f(x). Udowodnij, ze

a) 0, jest ciaglym liniowym funkcjonalem na C[0, 1] o normie 1.

b) Jesli (z,,)_; jest skoficzonym ciagiem réznych punktéw z [0, 1], to dla
dowolnych liczb a,,,

N

N
1Y anda,llcpa = Y lanl-
n=1

n=1
c) Wykaz, ze b) zachodzi dla N = oc.

. Wykaz, ze dla f € L'[0,1] funkcjonal s na C[0, 1] zadany wzorem ¢ (g) :=
1 . .

Jo F(t)g(t) jest ciagly oraz [y = [ £l

. Niech T'f(z) := fox f(s)ds. Wykaz, ze T jest ciaglym operatorem z L' w

C10,1]. Oblicz ||T].

. Wykaz, ze T jest ciaglty z LP w L9 dla 1 < p,q < oo.

. Zalbézmy, ze © = (Ty)n>1 jest takim ciagiem, ze dla kazdego y € 1, szereg

> | Tpyn jest zbiezny. Wykaz, ze x € [, dla 1/p+1/q = 1.

. Wykaz, ze szereg Y .-, T,yn jest zbiezny dla kazdego ciagu y,, zbieznego

do zera wtedy i tylko wtedy gdy > oo |zn| < co.

. Zalézmy, ze f, € L[0,1] sa takie, ze lim, o fol fa®)g(t)dt = 0 dla
wszystkich funkcji g € C0,1]. Wykaz, ze sup, ||fulli < oo. Czy musi
zachodzié¢ lim,, o || fn|l1 = 07
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. Niech C(T') oznacza klase funkcji ciaglych na R o okresie 2w. Wykaz, ze
jest to przestrzen Banacha. Ponadto dla dowolnego f € L'[—m, 7] prze-
ksztalcenie ¢y : C(T') — R zadane wzorem ¢(g) := [*_ f(t)g(t)dt definiuje
ciagty funkcjonat liniowy oraz ||¢¢|| = || fllt[—r,x-

. Dla f € C(T) okreSlamy wspélczynniki Fouriera f wzorem a,(f) :=
ST f@)emtdt, n = 0,41,+2,.... Wykaz, ze dla dowolnego = € R ist-
nieje funkcja f € C(T) taka, ze jej szereg Fouriera Y oo a,(f)e’™™ jest
rozbiezny.

. Zatézmy, ze (X, |- |l1) i (X, | - ||l2) sa przestrzeniami Banacha. Wykaz, ze
jesli ||z])1 < CJlz||2 dla wszystkich z € X, to te dwie normy sa réwnowazne.

. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha
X 1Y. Wykaz, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
y* € Y™ y*(T) jest ciaglym funkcjonatem na X.

. Niech Y i Z beda dwoma domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Ba-
nacha X takimi, ze dla dowolnego = € X istnieje dokladnie jedna para
wektoréw (y,z) =: (Pix, Poy) € Y x Z taka, ze x = y + z. Wykaz, ze Py
jest ciaglym rzutem X na Y.

. Zatozmy, ze X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha, zas B: X — Z oraz
C:Y — Z sa ciaglymi operatorami liniowymi. Wykaz, ze jesli dla kazdego
x € X istnieje dokladnie jeden element y = Ax taki, ze Bx = Cy, to A
jest ciaglym operatorem z X w Y.

. Niech T': Iy — 1, bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze Tz =
(Thz, Thx, . ..). Wykaz, ze jesli dla kazdego i, T; jest ciaglym funkcjonalem
na Iy, to T jest ciagte.
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. Niech X := {f € L?[0,1]: f|[0,1/2] = 0} C L?[0,1] Znajdz X* i rzut
ortogonalny na X.

. Niech X := {f € L?[-1,1]: f(z) = f(—x)} C L?[-1,1] Znajdz X' i rzut
ortogonalny na X..

. Niech V;, bedzie podprzestrzenia L?[0, 1] sktadajaca sie z funkcji stalych
na [k/n,(k+1)/n), k=1,...,n.

a) Znajdz rzut ortogonalny f na V,.

b) Znajdz odleglosé¢ f(t) =t w L2[0,1] od V,,.

¢) Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji f € L2[0,1], ||f — Pufll2 — 0 przy
n — oo (P, oznacza rzut ortogonalny na V,,.

. Wykaz, ze norma | - || jest zadana przez iloczyn skalarny wtedy i tylko
wtedy gdy spetniony jest warunek réwnolegtoboku |z + y||? + ||z — y||*> =
2||z||? + 2||y||* dla wszystkich z, y.

. Zmajdz ortogonalizacje ciagu wektoréw 1,¢,t> w L?[—1,1].
. Zmajdz wielomian stopnia 2 taki, ze fil [t* — w(t)|?dt jest najmniejszy.

. Niech P, bedzie ukladem wielomianéw Legendre’a

Pa(t) 1 d

= — @2 -1", tel-1,1 > 0.
2"n!dt”( )% tel-1L1], n>0

a) Wykaz, ze P, jest uktadem ortogonalnym w L?[—1,1].
b) Czy jest to uklad zupelny?

. Niech L,, bedzie ukladem wielomianéw Laguerre’a

d’n
L(t) = etdt—n(t”e*t), t>0,n>0

jest uktadem ortogonalnym w L?(R,,e~tdt). Czy jest to uktad zupetny?
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. Niech f(z) =« dla « € (=7, 7). ZnajdZ rozwiniecie f w szereg Fouriera
Zn aneint.

. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?[—m, 7] da sie przedstawié w po-
staci f(t) = Yo", ancosnt, przy czym ciag jest zbiezny w L?. Ile wynosi
Yoo an?

. Jak wyglada odpowiednie rozwiniecie w szereg Fouriera dla funkcji niepa-
rzystych?

. Niech 7y, := sgn(sin2Fnz), k = 1,2,.... Wykaz, ze jest to uklad ortonor-
malny, niezupelny w L?[0, 1]. Dla skénnczonych zbioréw A C {1,2,...}
okreSlamy wa := [[pcamr wp = 1. Wykaz, ze (wa)a jest baza o.n.
L?[0,1].

. Niech u bedzie miara skoficzona na [0, 1], ktéra nie jest skupiona na zbiorze
skoficzonym. Wykaz, ze istnieje baza o.n. (f,)n>0 L?([0,1], 1) taka, ze f,
jest wielomianem stopnia n.

. Niech (fi(x)); i (9j(y)); beda ukladami ortonormalnymi w L*(X, pq) i
L2(Y, p2) odpowiednio. Wykaz, ze

a) uktad (f;(z)g;(y)):; jest uktadem ortonormalnym w L*(X X Y, 11 p2).
b) jesli uktady (fi):, (g;); sa zupelne, to uklad (fig;)i; tez jest zupelny.

10
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. Zmajdz transformate Fouriera funkcji:
a) e "1[p,00) ()
b) sinzl_, ().

. Niech T': l, — [, bedzie dany wzorem T'(z1,z2,...) = (x2,23,...). Jak
wyglada T%7

. Niech T: L?[0,1] — L?[0,1] bedzie okreslony jako T f(z) := [ f(y)dy.
Znajds T*.

. Niech T': L?[0,1] — L*]0, 1] bedzie okreslony wzorem T f(z) := fol k(x,y)f(y)dy
dla pewnej funkcji ograniczonej mierzalnej k. Znajdz T™.

. Okre$lmy T': I3 — ¢p jako

T((xn)n>1) = (

S
8
<
3
WV
NA

Znajdz T*.

11



Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 12

. Niech (en)n>0 bedzie kanonicznag baza l,. Wykaz, ze operator liniowy
T:1, — I, taki, ze Te, = ape, jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy
lima,, = 0.

. Czy operator ,przesuniecia w prawo” na [, jest zwarty?

. Niech T': L?[0,1] — L?[0,1] bedzie dany wzorem T f(z) = [ f(s)ds. Czy
jest to operator zwarty?

. Okreslmy T: L2(R) — L2(R) jako Tf(z) = [*™" f(y)dy. Wykaz, 7e T
jest ciagly. Czy T jest zwarty?

. Wykaz, ze jeli T' € B(X,Y) jest skoficzenie wymiarowy (tzn. dimT'(X) <
o0), to T jest zwarty.

. Wykaz, ze T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
e > 0 T(Bx) da si¢ pokry¢ skonczona liczba kulek w Y o promieniu e.

. Wykaz, ze operator T jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € >
0 istnieje przestrzen Y. C Y taka, ze dim Y; < oo oraz dist(T(Bx),Y:) < e.

. Zalézmy, ze T,, € B(X,Y) sa skonczenie wymiarowe oraz ||T,, — T'|| — 0.
Wykaz, ze T jest zwarty.

. Wykaz, ze jesli X jest przestrzenia Hilberta, a T € B(X, X) jest zwarty, to
istnieje ciag skoficzenie wymiarowych operatoréw T, taki, ze | T,,—T'|| — 0.
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