Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I*
gr.1, 15 grudnia 2009

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1.

Zatézmy, ze X jest przestrzenig Banacha, a T' liniowym przeksztatce-
niem X w C|0,1]. Wykaz, ze T jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy
ciagte sg wszystkie funkcjonaty postaci x — f;’ Tz(s)ds,0 < a<b<1.

Zatézmy, ze x,, jest baza o.n. osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Okresl-
my przeksztalcenie 7' na H wzorem Tz = (£ (z, x,))52;.

i) Wykaz, ze przeksztalcenie T jest dobrze okreslone i ciagle z H w [,
dla 1 < p < oo.

ii) Oblicz norme przeksztatcenia T:H — I1 i T:H — l.

Niech z,, bedzie stabo zbieznym do zera ciggiem elementow przestrzeni
Banacha X. Wzér T' = (z*(x,))22, zadaje woéwcezas przeksztatcenie z

X*w cy. Czy przeksztalcenie to musi by¢ ciagte? Czy musi by¢ zwarte?

Niech
X = {(an)oo c lgi a9p—1 — A2p dlan = 1, 2, .. }

n=1

Znajdz odleglosé wektora (1,1/3,1/9,...) od przestrzeni X.

Przeksztalcenie T na Iy ma postaé¢ Tz = (a1x1, aswe, azzs, . ..). Wykaz,
ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

D) Xzt lan]*? < o0,

ii) T jest ciagle z Iy w [y,

iii) T jest operatorem zwartym z Iy w [;.

. Dla jakich p € [1,00] istnieje niezerowy ciggty funkcjonal na L,[0, 1]

taki, ze p(w) = 0 dla dowolnej funkcji wielomianowej w?



Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I*
gr.2, 15 grudnia 2009

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1.

Dla jakich p € [1, 00| istnieje niezerowy ciagly funkcjonat na L,[—1, 1]
taki, ze o(w) = 0 dla dowolnej funkcji wielomianowej w?

Zalozmy, ze x,, jest baza o.n. osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Okresl-
my przeksztatcenie T na H wzorem Tx = (=5 (2, Zn))p2,

i) Wykaz, ze przeksztalcenie T' jest dobrze okreslone i ciagle z H w [,
dla 1 <p < oo.

ii) Oblicz norme przeksztatcenia T:H — I1 1 T:H — l.

Przeksztatcenie T na I3 ma postaé Tz = (a1, asws, asxs, . . .). Wykaz,
ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

D) Yozt lanl*? < oo,

ii) T jest ciagte z I3 w [y,

iii) 7" jest operatorem zwartym z I3 w [;.

Niech
X ={(an);2, €lo: agp—1 = —ag, dlan=1,2,...}.
Znajdz odlegto$¢ wektora (1,1/2,1/4,...) od przestrzeni X.

Zatozmy, ze X jest przestrzenia Banacha, a T' liniowym przeksztatce-
niem X w C[—1,1]. Wykaz, ze T jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy
ciagle sa wszystkie funkcjonaly postaci x +— [*Tx(s)ds, =1 < a <0 <
b<1.

Niech x,, bedzie stabo zbieznym do zera ciggiem elementow przestrzeni
Banacha X. Wzér T' = (2*(x,,))5°, zadaje wowczas przeksztalcenie z
X* w cy. Czy przeksztatcenie to musi by¢ ciggle? Czy musi by¢ zwarte?



