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Sposérod ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ pelne rozwigzanie kaz-
dego z nich na osobnej kartce podpisanej u goéry imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu.
Kazde z zadan bedzie oceniane w skali 0-10, poza podpunktem iii) zadania 2 za ktéry
mozna dosta¢ dodatkowe 5 punktéw. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wyktadzie i ¢wiczeniach.

1. Znajdz odleglosé w La([—1,1]) funkcji f = (1 + 22)~! od przestrzeni

X = {f € Lo[—1,1]: /11 flz)dex = /11 zf(z)dr = 0}.

2. Niech (X, || ||) bedzie przestrzenia unormowana. Okreslmy
V= {(@a)pzy on € X, lim [|2] =0}

Poltézmy tez ||(zn)|ly := sup,, ||zn||. Wykaz, ze
i) (Y] |ly) jest przestrzenia unormowana,

ii) jesli X jest osrodkowa, to Y jest oSrodkowa,
iii)* jesli X jest Banacha, to Y jest Banacha.

3. Niech (uy)n>1 bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H. Okreslmy
przeksztatcenie T na H wzorem

1 3n
Tr = | ——— Z (x, uk>) .
( nt 2l n>1

Udowodnij, ze Tx € ¢y dla x € H oraz T jest ciaglym przeksztalceniem z H w ¢p.
Znajdz norme tego przeksztalcenia.

4. Udowodnij, ze
i) jesli f € Li(R) i f € Loo(R), to f € L,(R) dla wszystkich p € (1, 00),
ii) jesli suppeqi o0y 1|2, ®) < 00, to f € Loo(R).

5. Niech ¢, bedzie ciagiem funkcjonatéw liniowych ciagtych na przestrzeni unormowane;j
X. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
i) sup, liall < oo,
ii) dla dowolnego zbieznego do zera ciagu wektoréw x,, € X, ciag ¢n(z,) jest zbiezny
do zera.

6. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze A nie jest liniowo
gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcjonal liniowy o normie 1 zerujacy
sie na wszystkich wektorach z A.



