KOLOKWIUM Z ANALIZY FUNKCJONALNEJ
grupa I, 14.15-15.45, 14 stycznia 2000

. Dla funkeji f € C[0,1] i p € [1,00) zdefiniujmy operator Ty : LP[0,1] —
LP[0,1] wzorem Tyg = fg. Udowodnij, ze ||Tf|| = ||fllsc- Dla jakich
funkcji f operator T jest odwracalny, jak wyglada i 19

. Ktére z nastepujacych przestrzeni sa przestrzeniami Banacha w normie

[(an)ll = >onry lanl:

a)X; = {(an) € 1y : limsup,,_,, |na,| =0}
b)Xo = {(a,) € l1 : a1a2 = azas}

C)X?’ = {(an) €ly:a1+as=az+ a4}?

. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Udowodnij, ze przeksztalcenie lin-
iowe T : X — C]0,1] jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy

Vie,1] Jowy<se [Tx(t)] < C(t)||z| dla wszystkich x € X.

. Cigg funkcji f,, € L?[0,1] spelia nastgpujacy warunek
1
Vg€L2[O,1] lim / fn(x)g(x)dx =0.
n—oo 0
Wykaz, ze sup,, fol f2dx < co. Czy ponadto musi zachodzié

1
lim [ f2de =07

n—oo 0

. Ciag wektoréw x;, i = 1,2,... jest baza o.n. przestrzeni [%. Zdefiniujmy
wektory y; wzorami yop_1 = %(asgk,l + Tok) 1 Yo = %(xgk,l — x9) dla
k=1,2,...

a) Czy (y;) jest uktadem ortogonalnym w [, czy jest ortonormalny?

b) Czy (y;) jest baza 127 '

¢) Oblicz norme wektora u = o0, 27 y;.

. Operator T : L?[0,1] — I* jest dany wzorem

27'n.+l

rr= ([ f@da.
a) Udowodnij, ze T jest dobrze okreslony tzn Tf € ! dla f € L?[0,1]

b) Znajdz ||T||, czy T jest ciagly?

¢) Miegdzy jakimi przestrzeniami dziala operator sprzezony T, podaj wzor
na T*.



KOLOKWIUM Z ANALIZY FUNKCJONALNEJ
grupa IT 14.15-15.45, 14 stycznia 2000

. Ktére z nastepujacych przestrzeni sa przestrzeniami Banacha w normie
[(an)ll = Zzozl |an|:

a)X; = {(a,) €l : limsup,,_, |n%a,|= 0}

b)X2 = {((ln) S ll rap = ag + ag}

C)Xg = {(an) Ely: a% = a2a3}?

. Ciag funkcji g,, € L2[0, 00) spelnia nastepujacy warunek
Vier2(,00) lim / f(@)gn(z)dz = 0.
n—oo 0

Wykaz, ze sup,, fooo g2dx < co. Czy ponadto musi zachodzié

oo

lim g2dr = 0?

n—oo 0

. Dla funkcji f € C0,1] zdefiniujmy operator Ty : L*[0,1] — L*[0,1]
wzorem Tyg = fg. Udowodnij, ze ||T¢|| = ||f|/s. Dla jakich funkcji f
operator T jest odwracalny, jak wyglada s 19

. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Udowodnij, ze przeksztalcenie lin-
iowe T': X — ([0, 1] jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy

Vie,1] Jowy<oe [Tx(t)] < C(t)||z| dla wszystkich x € X.

. Operator T : L?[0,1] — [* jest dany wzorem

3—n,+1

Tf= (/ f(l")dl’)n:l,z,...
a) Udowodnij, ze T jest dobrze okreslony tzn T'f € I! dla f € L?[0,1]

b) Znajdz ||T||, czy T jest ciagly?

¢) Miegdzy jakimi przestrzeniami dziala operator sprzezony T, podaj wzor
na 7.

. Ciag wektoréw x;, i = 1,2, ... jest baza o.n. przestrzeni [?. Zdefiniujmy
wektory y; wzorami yog_1 = %(xgk,l +2x95) 1 Yo = %(2;102;9,1 — x9;) dla
k=1,2,...

a) Czy (y;) jest uktadem ortogonalnym w 2, czy jest ortonormalny?

b) Czy (y;) jest baza 12?7

c) Oblicz norme wektora u = Y oo, 37 "y;.



KOLOKWIUM Z ANALIZY FUNKCJONALNEJ
grupa 16.00-17.30, 14 stycznia 2000

. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Udowodnij, ze przeksztalcenie lin-
iowe T : X — [P jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy

Vi Jomy<oo |(Tx)y] < C(t)]|2|| dla wszystkich z € X.
(Uwaga: (Tx), oznacza n-ta wspolrzedna wektora T'x)

. Dla funkcji f € C[0,1] zdefiniujmy operator Ty : L'[0,1] — L'[0,1]
wzorem Tyg = fg. Udowodnij, ze ||T¢|| = ||fllc. Dla jakich funkcji f
operator T jest odwracalny, jak wyglada T 19

. Ktére z nastepujacych przestrzeni sa przestrzeniami Banacha w normie
I{an) [l = sup, |anl:

a)X; = {(an) € ¢o : limsup,,_,, |na,| =0}

b)XQ = {(an) S ll Lajan = O}

C)Xg = {(an) €ly:a14+as = O}?

. Cigg funkcji f,, € L?[—1,1] spemia nastepujacy warunek
1
Yoerron Jlim [ fu(e)gla)de =0,
n—oo [ 4

Wykaz, ze sup,, fil f2dx < co. Czy ponadto musi zachodzié

1
lim fidax =07

n—oo [ 4

. Ciag wektoréw x;, 3 = 1,2,... jest baza o.n. przestrzeni (2. Zdefiniujmy
wektory y; wzorami ysp—2 = 3 (T3k—2 + T36—1) Ysk—1 = 5 (T3h—2 — T3k—1)
iysg =agp dlak=1,2,....

a) Czy (y;) jest uktadem ortogonalnym w [, czy jest ortonormalny?

b) Czy (y;) jest baza [2?

c) Oblicz norme wektora u =Y oo, 27 y;.

. Operator T : L?[0,1] — co jest dany wzorem

l_g-n
Tf=([ i@
1-2-n+1
a) Udowodnij, ze T jest dobrze okredlony tzn Tf € ¢y dla f € L?[0,1]

b) Znajdz ||T||, czy T jest ciagly?

¢) Miegdzy jakimi przestrzeniami dziala operator sprzezony T, podaj wzor
na T*.



