Egzamin z Analizy Funkcjonalnej- Czes¢ zadaniowa
16 czerwca 2016

Spoérod ponizszych zadan nalezy wybraé cztery i napisaé ich pelne rozwigzania na
osobnych kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i zadania. Kazde
zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowod-
nione na wykladzie i éwiczeniach.

1.

Operator liniowy T': ¢g — c¢q jest ciagly i Te,, = an(eant1 + €2n+2) dlan =1,2,.. .,
gdzie (ey,) jest kanoniczna baza cp, za$ (ay,) jest ciagiem ograniczonym.

i) Podaj (i uzasadnij) ogdlny wzér na Tx dla x € ¢y. Oblicz ||T|.

ii) Wykaz, ze T jest operatorem zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy a, jest zbiezny
do zera.

Okreslmy operator T': L]0, 00) + [} wzorem

= (ni 1 /:H f(x)d:c) n>1

i) Wykaz, ze T jest dobrze okreslony i ciagly. Oblicz ||T||.
ii) Znajdz T* i oblicz || T™||.

Wykaz, ze operator liniowy T z przestrzeni Banacha X w przestrzen [; jest ciagly
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n, przeksztalcenie z — > 32, (T'z) jest ciaglym
funkcjonalem na X.

. Rozpatrzmy operator S na La(R) zadany wzorem Sf(x) = ih(x)f(x + 1), gdzie h

jest funkcjg ograniczong z R w C.

i) Wykaz, ze S jest dobrze okreslony i ciagly.

ii) Oblicz sprzezenie Hilbertowskie S*.

iii) Wyznacz wszystkie funkcje ograniczone h dla ktérych S jest operatorem unitar-
nym.

Wykaz, ze ciag funkcji f,, zbiega stabo do zera w L4[0, 2] wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodza nastepujace dwa warunki:

i) sup,, Jg | fn(@)|*da < oo,

i) limy, oo fi 2% fo(z)dz = 0 dla k = 0,1,2.. ..



Egzamin z Analizy Funkcjonalnej- Czes¢ Testowa
grupa I, 16 czerwca 2016

Nalezy podaé tylko krétkie odpowiedzi (w mozliwie najprostszej postaci) na podane
ponizej polecenia. Test ma dwie strony.

1. (3pkt) Uzupelnij definicje:
i) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest unitarny, jesli.....

ii) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest samosprzezony, jesli.....
iii) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest zwarty, jesli.....

2. (3pkt) Niech p,q € [1, 0], za$ a(p, q) bedzie najmniejsza liczba taka, ze
1 £l zg00.5 < a(p, D) fllz,05 dla dowolnej funkeji f € L0, 5].

Wéwezas a(p, q) < oo wtedy 1 tylko wtedy, gdy.....ccoovveeiniiiiiniiiiinieenns
oraz jesli a(p,q) < 00, t0 a(P,q) =weeerevveiniiiiiniices

3. (2pkt) Podaj definicje przestrzeni Lo, (R) oraz odpowiedniej normy.

4. (2pkt) Sformuluj twierdzenie Radona-Nikodyma.

5. (4pkt) Zalézmy, ze (u,)5e; jest baza o.n. pewnej przestrzeni Hilberta H. Niech
M={zx e H: 2(z,ugp_1) = (x,u2,) dlan=1,2,...}.

Wéwcezas

Ponadto odlegtosé wektora z = >"02 | 27w, od M WynoSsi ..coceeeeeeeeenieennenne.



10.

(4pkt) Przeksztalcenie T na Iy jest zadane wzorem Tx = (f—fli”xn)n%. Oblicz

1) G(T) S
HE) () S eeeeeee e

(2pkt) Wielomiany sa geste w nastepujacych przestrzeniach (podkresl wlasciwe od-
powiedzi) L[0,1], L1[0,1], L2[0,1], C[0,1], Coe(R), Li(R), La2(R).

(3pkt) Wzér o(f) = [5°(3+1)~Y/5 f(¢)dt zadaje funkcjonal ciagly na L,[0, 00) wtedy
i tylko wtedy, gdy ..coveevveviineennns
Norma tego funkcjonatu Wynosi..........cccoevviiiiiiiiiiiiiiiinie,

(3pkt) Ciag anly,-3) jest zbiezny w L»[0, 1] stabo do zera wtedy i tylko wtedy, gdy

(prosze o podanie jak najprostszego warunku na ciag a,).

(2pkt) Sformuluj twierdzenie Banacha-Steinhausa.



Egzamin z Analizy Funkcjonalnej- Cze$é Testowa
grupa II, 16 czerwca 2016

Nalezy podaé tylko krétkie odpowiedzi (w mozliwie najprostszej postaci) na podane
ponizej polecenia. Test ma dwie strony.

1. (3pkt) Niech p,q € [1, 0], za$ a(p, ¢) bedzie najmniejsza liczba taka, ze
12403 < a(p, @) fllz,p,3 dla dowolnej funkeji f € Ly[0,3].

Wéwezas a(p, q) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy.....cooovveiniiiiiniiiinineens
oraz jesli a(p,q) < 00, t0 a(P,q) =weeereoieeiiiiianeeens

2. (2pkt) Sformuluj twierdzenie Banacha-Steinhausa.

3. (4pkt) Zalézmy, ze (u,)52 jest baza o.n. pewnej przestrzeni Hilberta H. Niech

M={zeH: (x,ugn—1)=3(z,u2,) dlan=1,2,...}.

Ponadto odlegltosé wektora z = >"02 ;1 27w, od M Wynosi ..coceeeeeeenieennenne.

4. (4pkt) Przeksztalcenie T' na Iy jest zadane wzorem T = (5,%7i"%n)n>1. Oblicz
D) T =i, T[] =i,
1) O(T7) =i
1) G (1) =i

5. (3pkt) Ciag anlj,-2) jest zbieiny w L0, 1] stabo do zera wtedy i tylko wtedy, gdy

(prosze o podanie jak najprostszego warunku na ciag ay,).



10.

(3pkt) Uzupelnij definicje:
i) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest samosprzezony, jesli.....

ii) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest unitarny, jesli.....

iii) Operator liniowy ciagly S na przestrzeni Hilberta H jest zwarty, jesli.....

(3pkt) Wzér o(f) = [°(4+1t)~1/3 f(t)dt zadaje funkcjonal ciagly na L,[0, o) wtedy
i tylko wtedy, gdy ..cooeevvevvinnieiies
Norma tego funkcjonalu Wynosi.......ccoeeevviviiiiieiiiiiiiineeiin.

(2pkt) Podaj definicje przestrzeni Lo ([0, 00)) oraz odpowiedniej normy.

(2pkt) Wielomiany sa geste w nastepujacych przestrzeniach (podkresl wlasciwe od-
powiedzi) L1(R), L1[0,1], Lo(R), L2[0,1], Lu[0,1], C[0,1], Cou(R).

(2pkt) Sformuluj twierdzenie Radona-Nikodyma.



