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Czesé zadaniowa

Spoérdd ponizszych zadan nalezy wybraé cztery i napisac ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i zadania. Kazde zadanie bedzie
oceniane w skali 0-10 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione na wykladzie i
¢wiczeniach.

1. Zal6ézmy, ze T jest ciaglym operatorem liniowym na przestrzeni Banacha X. Okreslmy

T = Tk
=1

Udowodnij, ze

a) powyzszy szereg jest zbiezny w normie operatorowej;

b) €T jest granica w normie operatorowej ciagu (Id + %)”,
c) el jest odwracalny i (eT)~1 = e~ 7T}

d) e —1d jest zwarty, jesli T' jest zwarty.

2. Niech X bedzie przestrzenia unormowang oraz

Vo= {0 o e X, @l = (3 heal?) < oo}

Wykaz, ze

a) Y jest przestrzenia unormowana,;

b) Y jest osrodkowe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest osrodkowe;
¢) Y jest Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy X jest Banacha,;

d) Y jest przestrzenia Hilberta, jesli X jest przestrzenia Hilberta.

3. Operator T L1]0,00) — I3 jest dany wzorem

Tf= (/1:1 f(ac)dx):;l.

a) Wykaz, ze T jest ciagly i oblicz ||T|.
b) Znajdz T* i oblicz || T|].
¢) Czy T jest operatorem zwartym?

4. Operator T na przestrzeni C[—2, 2] jest dany wzorem

—f(z) dla z € [-2,—1]
Tf(x) =4 =f() dla z € [~1,0]
J¥ fly)dy  dlaz € [0,2].

a) Oblicz ||T|.
b) ZnajdZ wartosci wlasne T.
¢) Znajdz widmo T'. ( Wskazéwka. Operator T ,obciety” do C[0,2] jest zwarty.)

5. Zalézmy, ze T jest liniowym przeksztalceniem przestrzeni Banacha X w C[0, 1] takim, ze dla
kazdegon = 0,1, 2, ... przeksztalcenie z — fol t"Tx(t)dt jest ciagltym funkcjonalem liniowym
na X. Czy wynika stad, ze przeksztalcenie T jest ciagle?



Czesé testowa

. (3pkt) Sformuluj twierdzenie o postaci zwartego operatora na osrodkowej przestrzeni Hilberta
nieskonczonego wymiaru.

. (5pkt) a) Podaj definicje transformaty Fouriera

FE) = oo,

b) Dla f(z) = €72 Sin@, f(t) =i,

) Jedli f(t) = eI t0 f(Z) =rrvioooiiieeeeeee,

(3pkt) Kula jednostkowa w L,[0,1] jest zwarta w stabej topologii wtedy i tylko wtedy, gdy

. (3pkt) Niech f, = anlp, 2n). Wowezas f,
zbiega w normie do zera w L4 ([0, 00) wtedy i tylko wtedy, gdy ...ccovvvvviniviiincennce.
zbiega stabo do zera w L4 ([0, 00) wtedy i tylko wtedy, gdy «.covoveerienieniiinieien

. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Banacha-Steinhausa.

. (3pkt) Podaj przyklad operatora samosprzezonego na ly, ktérego widmo jest réwne [0, 1].
Czy operator taki moze by¢ zwarty?

. (4pkt) Niech

WVOWEZAS M ettt ettt e, oraz
P]w(e_x) R

. (3pkt) Podaj przyklad bazy ortonormalnej przestrzeni Ly([0, 00)).

. (3pkt) Opisz przestrzen sprzezong do C|0, 1].



