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JEZYK RACHUNKU ZDAN

Jezyk rachunku zdan sktada sie z nastepujacych elementéw:

@ Symbole:
o Nieskonczony zbiér zmiennych zdaniowych VAR = {p,q,r,...}
o 4 wyréznione symbole: —, V. (,).
© Reguty sktadania:
Woprowadzamy przez definicje rekurencyjna pojecie " poprawnie
zdefiniowanych formut zdaniowych” lub krétko formut zdaniowych
o Zmienne zdaniowe ze zbioru VAR = {p,q,r,...} sa formutami
zdaniowymi.
o Jesli ¢ jest formuta zdaniowa to —¢ tez jest formuta zdaniowa
o Jesli ¢ i ¢ s3 formutami zdaniowymi, to (¢ V 1) jest formuta zdaniowa.

Zbiér wszystkich poprawnie zdefiniowanych formut oznaczamy przez
FORM.
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JEZYK RACHUNKU ZDAN C.D.

Symbole — i VV nazywamy spdjnikami logicznymi (lub operatorami
logicznymi). Intuicyjnie, nawiasy sa wprowadzone tylko po to, aby okresli¢
kolejnos¢ dziatania, dlatego moga one by¢ usuniete z jezyka.

W celu uproszczenia opiséw oraz ufatwienia pisania formut, wprowadzamy
do jezyka dodatkowe state T, L oraz operatory A, =, <, ktére sa
definowane nastepujaco:

OANY =gef —(mdV )
=1 =def "OVY
¢ =apr (FOVY)A(PV Q)
T =4ef pV —pdla pewnej zmiennej p € VAR
1 =4ef pA—pdla pewnej zmiennej p € VAR

Znaczenia operatoréw logicznych i statych (ktére moga by¢ traktowane
jako operatory 0-argumentowe) zostana podane w dalszej czesci wykfadu.
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ZNACZENIE (SEMANTYKA) SYMBOLI

Rozpatrujemy zbiér B = {0, 1}.

Utozsamiamy 0 z wartoscia logiczng FAtSZ, a 1 — PRAWDA.

Wéwczas operatory logiczne s3 skojarzone z odpowiednimi funkcjami na B.
Spaojnik — jest skojarzony z funkcja —: B — B taka, ze —(z) =1 — z.
Dwucztonowe spéjniki logiczne s3 skojarzone z funkcjami postaci

x: BxB—B

gdzie * oznacza dowolny operator ze zbioru {V, A, —,<}. Funkcje te sa
definiowane przez nastepujaca tabelke (truth table):

T ylxVy Ny =y TSY
0 O 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
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WARTOSCIOWANIE

Wartosciowaniem nazywamy kazda funkcje
v:VAR — B

Dla kazdego wartosciowania mozemy definiowaé (przez rekursje wzgledem
struktury) semantyke dla formut, czyli funkcje :

[], : FORM — B

(ConsT) dla statych
[Tl,=1 [L]=0

(VAR) dla zmiennych p € VAR
[p], = v(p)
(=) dla dowolnej formuty ¢ € FORM
[-¢l, =1 -1[4],
(x) dla dowolnych formut ¢, € FORM

[6+ 4], = [9], * [¥1,

O
. 5 .
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WYNIKANIE LOGICZNE, MODEL

MODEL W RACHUNKU ZDAN

Méwimy, ze wartosciowanie v jest modelem dla formuty ¢ wtedy, i tylko
wtedy, gdy

[¢], =1

wéwczas méwimy, ze ¢ jest prawdziwa w modelu v.

W roku 1936, Tarski wprowadzit pojecie "wynikania logicznego® (lub relacje
"semantycznej konsekwencji'). Ta relacja jest zdefiniowana w sposéb
nastepujacy.

KONSEKWENCJA SEMANTYCZNA(\/VYNIKANIE LOGICZNE)

Moéwimy, ze formuta ¢ wynika logicznie ze zbioru formut @ i piszemy

o9

jesli formuta ¢ jest prawdziwa w kazdym modelu dla wszystkich formut z ®.
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TAUTOLOGIE, SEMANTYKA VS. SYNTAKTYKA

Formuty ¢, dla ktérych zachodzi relacja
F¢

(czyli sa prawdziwe dla wszystkich wartosciowan) nazywamy tautologiami.

Celem rachunku zdan jest opisywanie "syntaktycznego wynikania’ dla
relacji semantycznej konsekwencji = poprzez definiowanie przyblizonego,
formalnego systemu dedukgcji (system dowodzenia).

W dalszej czesci wyktadu wprowadzimy taki system dedukcji (Hilbert),
ktéry pozniej fatwo mozna bedzie uogélni¢ w przypadku logiki modalnej.
Kazdy system dedukcji sktada sie ze zbioru aksjomatéw i zbioru regut
dedukcyjnych.
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SYSTEM FORMALNY (DEDUKCYJNY) RACHUNKU ZDAN

SYSTEM DEDUKCYJNY
W przypadku rachunku zdan, system dedukcji sktada sie z:

o Aksjomatéw. Aksjomatami sa tautologie oraz formuty postaci

(k) ¢ = (0 — )
(1) (0= —¢) = (0 =)= (60— 9))
wraz z aksjomatami dotyczacymi innych spéjnikéw logicznych.

o Jednej reguty dedukcyjnej zwanej modus ponens lub reguta odrywania:

0, 00—
¢

Powyzsze aksjomaty i reguta zostana uzyte do zdefiniowania relacji
"konsekwencji syntaktycznej” .

(Modus ponens)
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KONSEKWENCJA SYNTAKTYCZNA (DEDUKCJA)

Niech ® bedzie zbiorem formut (& C FORM).

(a) Przez wywdd z ® rozumiemy kazdy cigg formut

¢07 ¢17 EREX) (bn

taki, ze dla kazdej formuty ¢; z ciagu, zachodzi co najmniej
jeden z nastepujacych warunkéw:

Q 9, cd
@ ¢; jest aksjomatem
@ Istnieja formuty ¢;, @1 wystepujace wezesniej w tym
ciagu (tzn. j, k < 1) takie, ze ¢, = (¢; — ¢;)
(b) Dla kazdej formuty ¢, relacja

dF

zachodzi wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje wywéd z @, na
koncu ktérego otrzymujemy ¢.
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PLAN WYKLADU

@ SKLADNIA (SYNTAKTYKA)
@ Wiasnos¢ dedukgji
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WELASNOSC DEDUKCJI

Relacja ® - ¢ jest symulacja pojecia logicznej konsekwencji. Ten system
ma, z definicji, "wfasnos¢ dedukcyjng":

WELASNOSC DEDUKCJI
Dla kazdego zbioru formut ® oraz pary formut 6, ¢, zachodzi implikacja

b0 = PF(0—9) (1)

Niestety, ta wazna wtasnos¢ nie zachodzi dla wiekszosci systemoéw
modalnych.
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PLAN WYKLADU

@ PELNOSC RACHUNKU ZDAN

Marcin Szczuka (MIMUW) Logika Stosowana 2019 16 / 30



POPRAWNOSC I PELNOSC

Petnos¢ systemu logicznego to witasnosé, ktéra zréwnuje ze sobg relacje
konsekwencji semantycznej i syntaktycznej (= i ). Zwykle dowéd petnosci
dla systemu logicznego (formalnego) sktada sie z dwéch krokéw:

@ Dowodu poprawnosci, to jest dowodu, ze sktadnia jest OK. Oznacza
to koniecznos¢ wykazania, ze przez stosowanie konsekwencji
syntaktycznej nie mozna wywies¢ fastszywych wnioskéw z prawdziwych
przestanek. Formalnie, zapisujemy to jako:

R =

W naszym (zdaniowym) przypadku poprawnosc dowodzi sie przez
rutynowa indukcje ze wzgledu na dtugos¢ (formalnego, dedukcyjnego)
wywodu dla ® + ¢.

@ Dowdd “whasciwe]” petnosci, to jest dowodu, ze kazde zdanie
prawdziwe w przy przyjetych zatozeniach moze by¢ formalnie
wywiedzine (wydedukowane). Formalnie, zapisujemy to jako:

Dlg=dF ¢
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PLAN WYKLADU

@ PELNOSC RACHUNKU ZDAN
@ Niesprzecznosé¢
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NIESPRZECZNOSC

Dowéd wiasnosci drugiej na poprzednim slajdzie (¢ = ¢ = @ + ¢) jest
czesto utozsamiany z dowodem petnosci, gdyz wtasnos¢ 1 (poprawnosé —
OF¢p= P ¢) jest zwykle prosta do wykazania.

Istnieje wiele sposobéw dowodzenia petnosci dla systeméw logicznych. My
postuzymy sie technika wykorzystujaca niesprzecznos¢, ktéra potem
przeniesiemy na inne systemy logiczne (modalne).

NIESPRZECZNY ZBIOR FORMUL

Méwimy, ze zbiér formut @ jest niesprzeczny jesli nie zachodzi relacja

S L

Intuicyjnie, nie mozna wprowadzié fatszu do systemu przez uzycie tylko
niesprzecznych zbioréw formut, aksjomatéw i poprawnych regut
wnioskowania.
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NIESPRZECZNE ZBIORY FORMUL

Niech CON bedzie zbiorem wszystkich niesprzecznych zbioréw formut ®.
Zbiér CON spetnia (z definicji) nastepujace warunki:
© Dla kazdego zbioru ® mamy ® € CON wtw, gdy ¥ € CON dla
kazdego skoncznego podzbioru ¥ C ®.

@ Dla kazdej zmiennej p € VAR mamy {p, —~p} ¢ CON oraz,
oczywiscie { L} ¢ CON
@ Dla kazdego zbioru ® € CON oraz dla dowolnych formut ¢, 8 mamy

(pNO)eD = PU{¢p,0} e CON
—(pVvO)e® = PdU{~¢,~0} € CON
~(p—>0)cd = dU{p -0} € CON

Te wtasnos¢ nazywamy zachowywaniem koniunkgji.
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NIESPRZECZNE ZBIORY FORMUL

@ Dla kazdego zbioru ® € CON oraz dla dowolnych formut ¢, 6 mamy

(pVO) ed = dU{¢}cCON lub ®U{A} € CON
~(pAB) €D = DU{~¢} € CON lub &U{-0} c CON
(p—+0)ed = dU{~¢}c CON lub ®U{f#} € CON

Te wihasnos¢ nazywamy zachowywaniem dyzjunkcji (alternatywy).
@ Dla kazdego zbioru ® € CON i kazdej formuty ¢ mamy

——pe® = PdU{p}ec CON

Te wtasnos¢ nazywamy zachowywaniem negacji.
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MAKSYMALNIE NIESPRZECZNY ZBIOR FORMUL

Oznaczmy przez MAXCON rodzine maksymalnie niesprzecznych zbioréw
formut, tzn. takich zbioréw ¥ € CON, ze dla kazdego zbioru formut
® € CON mamy

jesivCd® to =90

Nastepujacy lemat jest bardzo wazny dla dowodu petnosci systemu
dowodzenia.

LEMAT - ISTNIENIE MAXCON

Dla kazdego zbioru ® € CON istnieje 3 € MAXCON taki, ze & C 3.
Innymi stowy, pojecie maksymalnie niesprzecznego zbioru formut jest
nietrywialne, a kazdy niesprzeczny zbiér formut moze by¢ rozszerzony do
maksymalnego.
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DoOwWOD ISTNIENIA MAXCON

Niech {1; : i < w} bedzie numeracja wszystkich formut. Definiujemy ciag
zbioréw formut {A, : r < w} nastepujaco:

Ay = @
A _ A, U{¢,} jesli ten zbiér nalezy do CON,
il A, w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze A € CON dla wszystkich r < w, wéwczas definiujemy
Z:U{Ar:r<w}€CON

Z przeprowadzonej konstrukcji réwniez mamy ¥ € MAXCON.

Marcin Szczuka (MIMUW) Logika Stosowana 2019 23 /30



PLAN WYKLADU

@ PELNOSC RACHUNKU ZDAN

@ Dowéd petnosci
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[STNIENIE MODELU

TWIERDZENIE — ISTNIENIE MODELU

Kazdy zbiér formut ® € CON ma model.

Dowdd:
Niech ¥ bedzie maksymalnie niesprzecznym zbiorem formut takim, ze
® C X, Definiujemy wartosciowanie vy, : VAR — {0, 1} nastepujaco:

1 jesli pe X,
”E(p)_{ 0 jeslipg¢x.

tatwo mozna pokazaé, za pomoca indukgcji, ze warto$ciowanie vy, jest
modelem dla (wszystkich formut w) ®. W kroku indukcyjnym
wykorzystujemy wtasnosci zachowywania operacji (koniunkgji, dyzjunkgji i
negacji) z definicji CON.
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TWIERDZENIE O PELNOSCI
Dla kazdego zbioru formut ® oraz kazdej formuty ¢ mamy

¢ o Do

Dowdd: Implikacja (=) jest oczywista. Zatem wystarczy udowodnic¢
(«<). Zatézmy, ze @ |= ¢, wowczas zbiér & U {—¢} nie posiada modelu, i z
tw. o istnieniu modelu mamy

DU {~¢} ¢ CON czyli &, {-¢} F L
Z wtasnosci dedukcji (por. wzér (1)) mamy
OF (¢ — 1)
czyli (z pewnego aksjomatu/tautologii)
O (-L —¢)
Ale wiemy, ze ® F =L zawsze zachodzi, stad mamy ® - ¢. (Q.E.D.)
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PLAN WYKLADU

@ ZwARTOSC

Marcin Szczuka (MIMUW) Logika Stosowana 2019 27 / 30



SPELNIALNOSC — SAT

Zbiér formut @ jest niesprzeczny jesli nie zachodzi relacja @ - L, co
oznacza (por. twierdzenie o petnosci), ze posiada on model tzn. istnieje
wartosciowanie, w ktérym wszystkie formuty z ® s3 prawdziwe. Dlatego
niesprzeczny zbiér formut nazywamy réwniez spetnialnym.

Rozwazmy zadanie (problem decyzyjny) znane jako problem spetnialnosci
zbioru formut (SATisfiability — SAT).

Musimy zdecydowac czy ® jest spetnialny, czyli czy istnieje prawidtowe
wartosciowanie w ktérym wszystkie formuty z ® sa prawdziwe.

W swietle twierdzenia o petnosci spetnialnosé zbioru formut ® mozna
sprawdza¢ dwiema réwnowaznymi metodami:

o Metoda ekperymentalna: sprawdzenie czy istnieje model dla ® wsréd
wszystkich mozliwych wartosciowan;

o Metoda teoretyczna: sprawdzenie czy mozna dowies¢ 1 z ® za
pomoca regut dedukcyjnych.

Marcin Szczuka (MIMUW) Logika Stosowana 2019 28 / 30



ZWARTOSC

Woprowadzimy jeszcze jedng metode sprawdzenia spetnialnosci zbioru
formut. Bazuje ona na pojeciu zwartosci systemu logicznego.
Pokazemy, ze rachunek zdan jest zwarty i jak dzieki temu mozna
pokazywa¢ spetnialnosé zbioréw formut.

TWIERDZENIE — ZWARTOSC RACHUNKU ZADAN

Niech ® bedzie zbiorem formut rachunku zdan.

Jesli kazdy skonczony podzbiér zbioru formut ® ma model to ® réwniez ma
model.
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ZWARTOSC RACHUNKU ZDAN — DOWOD

Dowdd:

Zatozenie: Niech ® bedzie dowolnym zbiorem formut spetniajacym
warunki twierdzenia, to jest takim, ze kazdy jego skonczony podzbiér ma
model.

Wystarczy teraz pokaza¢, ze P jest niesprzeczny, a z tw. o petnosci
wyniknie, ze ma model, czyli jest spetnialny.

Przyjmijmy (nie wprost), ze ® jest sprzeczny. Wtedy istnieje skonczony
wywod formalny

W = <¢07 (Z)l) (bn? J-)

dla relacji ® - L.

Woéweczas istnieje skoncznony zbiér ¥ C &, dla ktérego W réwniez jest
wywodem. Wystarczy wziac jako ¥ zbiér wszystkich formut wystepujacych
w W. Ale z tego wynika, ze U I 1, czyli skofczony zbiér ¥ C & nie ma
modelu co jest sprzeczne z zatozeniem.

(Q.E.D.)

Marcin Szczuka (MIMUW) Logika Stosowana 2019 30 / 30



	Jezyk rachunku zdan
	Sematyka dwuwartosciowa (binarna)
	Wynikanie logiczne, model
	Składnia (syntaktyka)
	Własnosc dedukcji

	Pełnosc rachunku zdan
	Niesprzecznosc
	Dowód pełnosci

	Zwartosc

