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Marcin Kysiak
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Dokument ten zawiera zadania omoéwione przeze mn@aviezeniach do wy-
ktadu monograficznego prof. P. Zakrzewskiego "Deskryptywna teoria n&edgo
oraz kilka zada, ktére powinny zostamoim zdaniem omowione, ale nie zostaty
z braku czasu. Zadania podzielone zostaty na trzy kategorie:

e zadania zwykte, ktére kazdy uczestiaiwiczen powinien umié rozwiaz&.

e zadaniatrudniejsze, oznaczone symbolenPrzeznaczone sa one dla oséb
zainteresowanych, niekoniecznie zwiazane sa b&egoio z tematyka wy-
ktadu, lecz do ich rozwiazania nie potrzeba dodatkowej wiedzy.

e zadania bardzo trudne, oznaczone symbolksk. Przeznaczone sa dla
0s0b szczegdlnie zainteresowanych teoria maog®rzyznaje, ze najcge
ciej nie znam ich rozwiazania uzywajacego tylko wiedzy z naszego wy-
ktadu.
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1 Powtorka z dobrych porzadkéw i indukcji poza-
skonczone;

Definicja 1.1. Czesciowy porzadeK X, <) nazywamy dobrym, jezeli jest liniowy
i kazdy niepusty podzbiéd C X ma element najmniejszy.

Definicja 1.2. Podzbi6rO zbioru liniowo uporzadkowanegs nazywamy odcin-
kiem poczatkowym, jezeli spetnia warunek:

Ve,ye X (€O ANy<z)=yeO.

Zad. 1.1. Wykaz, ze porzadek liniowy jest dobry wttw. gdy kazdy sdavy
odcinek poczatkowy ma bezp@dni nastepnik.

Zad. 1.2. Wykaz, ze dla zbioru dobrze uporzadkowanédd <) nastepujace
warunki sa rownowazne:

e Istnieje funkcjaf : X — R taka, ze

Ve,ye X v <y<e flx) < f(y).

e X jest przeliczalny.

Zad. 1.3. Wykaz, ze istnieje zbior dobrze uporzadkowdr¥, <) o tej wkasné-
ci, ze X jest nieprzeliczalny, ale kazdy w#eiwy odcinek poczatkowy wX jest
przeliczalny: Mozesz skorzystaz faktu, zeR mozna dobrze uporzadkoma

Zad. 1.4 (Twierdzenie o definiowaniu przez indukcje pozaskiczona). (%)
Niech (X, <) bedzie dobrym porzadkiem ¥ dowolnym zbiorem. Niechb :
P(X xY) — Y bedzie dowolna funkcja. Wykaz, ze istnieje doktadnie jedna
funkcjaF' : X — Y spelniajaca warunek:

Ve e X @(f | Olz]) = f(a),
gdzieO[z] ={y € X 1y < x}.

Definicja 1.3. Zbiér P C R nazywamy zbiorem doskonatym, gdy# P = P
oraz P nie ma punktow izolowanych.

1Dobry porzadek o tej wiassei bedziemy oznaczasymbolemw;.



Zad. 1.5. Wykaz, ze dowolny nieprzeliczalny domkniety podzbi®rzawiera
podzbiér doskonaly.

Zad. 1.6. Dla dowolnego zbioru domknietegb C R okreslmy ciag zbioréw
nastepujaco:

o [L=F.
o I,y =F,\{z € F, : xjest punktem izolowanym F,, }.
e [,=(,Fu
Skonstruuj taki zbiér domkniety’, ze £, nie jest zbiorem doskonatym.

Zad. 1.7. () Dla dowolnego zbioru domknietegb C R oraz dlaa € w;
okresimy zbiory F,, nastepujaco:

o [y=1F,
[ Ga = mﬁ<a Fg,
o [, =G, \ {x € G, : x jest punktem izolowanym G, }.

Wykaz, ze dla dowolnega € w; istnieje taki zbior domkniety, ze F, nie jest
zbiorem doskonatym.

2 Powtorka z topologii

Zad. 2.1. Niech X bedzie dowolna przestrzenia metryczna. Wykaz, ze nastepu-
jace warunki sa rownowazne:

e X jest csrodkowa,
e X ma baze przeliczalna,

e X ma wtasn@&C Lindeltfa: kazde pokrycie otwarte przestrzénima pod-
pokrycie przeliczalne.



Zad. 2.2 (Twierdzenie Cantora). Niech X bedzie przestrzenia metryczna zu-
petna. Wykaz, ze jezeliF,, : n € w) jest zstepujacym ciagiem zbioréw domknie-
tych o tej wkasnéci, zelim,, .., diam(F},) = 0, to istnieje doktadnie jeden punkt
xr € X taki, ze

Sprawdz, ze zatozenie &ednicach zbioréwF), jest istotne nawet dla faktu,
ze ich przecigcie jest niepuste.

Zad. 2.3 (Twierdzenie Baire’a). Niech X bedzie przestrzenia metryczna zu-
petna. Wykaz, ze jezeliF,, : n € w} jest rodzina zbioréw domknigetych brzego-
wych, tol J,,, F. jest zbiorem brzegowym.

3 Przestrzenie polskie

Zad. 3.1. Wykaz, ze przeliczalny produkt przestrzeni polskich jest przestrzenia
polska.

Zad. 3.2. Wykaz, ze przestrzeC'([0, 1]) z norma "supremum" jest przestrzenia
polska.

Zad. 3.3. Wykaz, ze kazda przeliczalna przesfrzaetryczna zupetna ma punkt
izolowany.

Zad. 3.4.Wykaz, ze podprzestragrzestrzeni zupetnej (z metryka dziedziczona)
jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy jest domknieta. Zauwaz, ze podprzestrze
przestrzeni zupetnej, ktéra jest metryzowalna w sposob zupetny nie midiosy
mknieta.

Zad. 3.5. Na przestrzernt“ mozemy wprowadzi topologie na rézne sposoby:

e Traktujemy2“ jako produkt przestrzeni dwupunktowych przestrzeni dys-
kretnych i wprowadzamy na nim topologie Tichonowa.

e Za baze topologii przyjmujemy rodzings| : s € 2<“}, gdzie[s] = {z €
2 :s Cua}.
e Okreslamy metrykeal; wzorem

1
min{n € w: z(n) #y(n)}

dl('ray) =
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e Okreslamy metrykel, wzorem

dofa,y) = S 27" a(n) — y(n)|.

new

Wykaz, ze wszystkie cztery sposoby wprowadzenia topologii d&ja eoktadnie
te sama rodzine zbioréw otwartych.

Zad. 3.6.Dla f € w'“ orazz € 2“ okreslmy

By ={ze€27:V®n [ [f(n), f(n+1)) #z [ [f(n), f(n+1))}

e Wykaz, ze dla dowolnych € 2¥ i f € w!“ zbiér B, ; jest pierwszej kate-
gorii Baire’a w2“.

e Wykaz, ze dowolny podzbi@®, ktory jest pierwszej kategorii Baire’a jest
zawarty w zbiorzeB, ; dla pewnych: € 2@ i f € w*.

Zad. 3.7. Wykaz, ze nastepujace przestrzenie sa homeomorficzne:

* R\Q

o WY,

euwv={rew :Ynecw z(n) <z(n+1)},
o [WY={xre2¥:3%n x(n) =1}.

Zad. 3.8. Wykaz, ze w przestrzeni“ istnieje zbidr pierwszej kategorii Baire’'a,
ktory nie jesto-zwarty.

Zad. 3.9. Sprawdz, ze kazda przestfemetryczna zwarta jest przestrzenia pol-
ska.

Zad. 3.10.Wykaz, ze jezel{( X, d) jest przestrzenia metryczna to istnieje metryka
d’ naX rownowaznal taka, zed’ < 1. Ponadto sprawdz, ze jezdliest zupetna
to istnieje takal’ zupetna.

Zad. 3.11. Wykaz, ze rozktad Cantora-Bendixsona nieprzeliczalnego zbioru do-
mknigetegoF’ na sume roztaczna zbioru doskonatego i przeliczalnego (por. zad.
1.5) jest wyznaczony jednoznacznie.



Zad. 3.12. Wykaz, ze w przestrzeni metrycznej kazdy zbiér domkniety jest typu
Gs.

Zad. 3.13.Niech(X, d) bedzie przestrzenia polsk&gej podprzestrzenia polska
(tzn. metryzowalna w sposo6b zupetny, natomiast niekoniecznie zupetna z metryka
d ] (G x G)). Wykaz, zeG jest typuGs.

Zad. 3.14. Wykaz, ze zbioiR \ Q jet typuG; a nie jest zbiorem typt’,.

Zad. 3.15. Wykaz, ze jezeliX jest przestrzenia topologiczna zwarka,przes-
trzenia Hausdorffa & : X — Y funkcja ciagta i roznowartciowa, tof jest
homeomorfizmem przestrzeNii f[X].

4 Przedtuzanie funkcji ciagtych

Zad. 4.1 (Twierdzenie Kuratowskiego).Niech XY beda przestrzeniami pol-
skimiaA C X dowolnym zbiorem. Wykaz, ze dla kazdej funkcji ciagfej:
A — Y istnieje jej przediuzenie do ciagtej funkgji : G — Y dla pewnego
zbioruG O A typuGs.

Zad. 4.2 (Twierdzenie Lavrentieva).Niech X, Y beda przestrzeniami polskimi,
A C X, B C Y dowolnymi zbiorami af : A — B homeomorfizmem. Wykaz,
ze istnieja zbioryG O A, H O B typu G5 oraz homeomorfiznk : G — H
przedtuzajacyf.

5 Drzewa

Definicja 5.1. Drzewem na zbiorzel nazywamy dowolny zbiof" C A< taki,
ze
(seT An<|s|)=sneT.

Powiemy, ze drzewd’ jest dobrze przyciete, jezeli dla dowolnegoe T
istniejet 0 s, t e T.

Powiemy, ze drzew@ C A<“ jest doskonale, jezeli dla dowolnegoe T'
istniejet € T takie, zet O s oraz istniejau, o’ € A takie, ze

a#ad Nt a,t"d eT.
JezeliT' C A<¥ jest drzewem, to przelZ’] oznaczamy zbidr jego gatezi:

T={x€cA:Vnew xz[neT}.
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We wszystkich zadaniach zaktadlagdziemy, zed jest dyskretna przestrzenia
polska.

Zad. 5.1. Wykaz, ze dla dowolnego drzeWaC A<“ zbior[T] jest domkniety w
A¥,

Zad. 5.2. Wykaz, ze jezelil, 7" C A<¥ sa drzewami dobrze przycietymi, oraz
T # T'to [T] # [T']. Zauwaz, ze zalozenie o tym, ze drzewa sa przyciete jest
istotne.

Zad. 5.3. Wykaz, ze dla dowolnego zbioru domkniete§oC A“ istnieje drzewo
dobrze przycietd' takie, zeD = [T.

Zad. 5.4. Wykaz, ze zbiorP C 2¥ jest doskonaty wtedy i tylko wtedy, gdy
P = [T'] dla pewnego drzewa doskonategjo

Zad. 5.5. Wykaz, ze w przestrzerii* kazdy zbiér domkniety i niepusty jest
retraktem catej przestrzeni.

6 Przestrzenie zerowymiarowe

Definicja 6.1. Niepusta przestrfemetryczna érodkowaX jest zerowymiarowa,
jezeli ma baze topologii ztozona ze zbioréw otwarto-domknigetych.

Zad. 6.1. Wykaz, ze przestrzeniR \ Q, Q, 2¥ i w* sa zerowymiarowe.

Zad. 6.2. Wykaz, ze dowolna przestrzenetryczna srodkowa zerowymiarowa
zanurza sie homeomorficznie2n.

Zad. 6.3. Wykaz, ze przestrze2“ jest jedyna z doktadrszia do homeomorfizmu
zwarta, doskonata przestrzenia metryczna zerowymiarowa.

Zad. 6.4. Wykaz, ze odwzorowanie : w* — [w]* C 2 okreslone nastepu-
jaco:
p(x) =0"0 170" W 170" 1L
gdzie
E_ A~ ~
0"=0"...70

k zer

jest homeomorfizmem* i [w]* = {z € 2 : 3%°n x(n) = 1}.



7 Wzmacnianie topologii polskich

Zad. 7.1. Wykaz, ze jezel( X, 7) jest przestrzenia polska orag = {A,, : n €
w} C Bor(X, 1), to mozna tak wzmochitopologier do topologii polskiejr’ O
7,2eBor(X,7) = Bor(X,7') orazA C Clop(X, 7).

Zad. 7.2. Wykaz, ze jezeli( X, 1) jest przestrzenia polskd, przestrzenia me-
tryczna égrodkowa, & : (X, 7) — Y dowolna funkcja borelowska, to mozna tak
wzmocnt topologier do topologii polskiejr’ 2 7, ze Bor(X, 7) = Bor(X, /)
orazf : (X,7') — Y jest ciagta.

Zad. 7.3. Wykaz, ze jezeli X, 1) jest przestrzenia polska to mozna tak wzmoc-
nic jej topologie do topologii polskiej’ O 7, ze Bor(X,7) = Bor(X, 1), ale
(X, 7') jest zerowymiarowa.

8 Schematy tuzina

Definicja 8.1. Niech X bedzie przestrzenia polska. Schematem tuzina nazy-
wamy rodzing(A; : s € w<v) taka, ze

e A, C X dladowolnege € w<,
e A, N As;dladowolnychs € w<“ii,j € w,i # j;
o A, C A, dladowolnychs € w<“ii € w.

Jezelivx € w¥ lim,,_, diam(A,,) = 0, to definiujemy
D:{waw:ﬂAxm%@}

orazf : D — X wzorem

7@} =) Aen

Zad. 8.1. Niech(A4; : s € w<“) bedzie schematem tuzina na przestrzeni polskiej
X takim, zeVz € w* lim, o diam(A,,) = 0. Wykaz, ze
e fjestciagtai"1-1",

e jezeli dla kazdegs € w<v zbidr A, jest domkniety wX, to D jest do-
mkniety ww®,



e jezelidla kazdege € w<“ zhidr A, jest otwarty wX, to f jest zanurzeniem
homeomorficznynD w X.

Zad. 8.2. Wykaz, ze jezelir, 7, sa topologiami polskimi na przestrzexitakimi,
zeBor(X, ) = Bor(X, ), to rowniez

X, 1) = 21X, 7).

Zad. 8.3. Wykaz, ze dowolny zbior borelowski w dowolnej przestrzeni polskiej
jest ciagtym i réznowarteciowym obrazem zbioru domknietegauy.

Zad. 8.4. Wykaz, ze w przestrzeni¥ kazdy zbior zwarty ma puste wnetrze.

Zad. 8.5 (Twierdzenie Aleksandrowa-Urysohna) Wykaz, ze przestriev” jest
jedyna z doktadngcia do homeomorfizmu przestrzenia polska zerowymiarowa o
tej wtasndci, ze kazdy zbiér zwarty ma puste wnetrze. Korzystajac z tej informa-
Cji rozwiaz ponownie zadanie 3.7.

9 Operacja Suslina
Definicja 9.1.

e Schematem Suslina na przestrzeni polskiepazywamy dowolna rodzine
(As)sew<w podzbiorowX.

e Dla schematu Susling4;).c.<~ definiujemy operacjed Suslina nastepu-

¢4y4s:: LJ (]44xm'

jaco:
TEWY N

e Jezelil' C X dla pewnej przestrzeni polskigf, to przezAI' oznaczamy
klase zbioréw postacil; A, dla pewnego schematu Suslifd, ) sc,<o C T

Zad. 9.1. Wykaz, ze jezeliin c w A, e I'tol,, An.),, An € ATL.

Definicja 9.2. Schemat SuslingA;)c.,<~ Nazwiemy regularnym, jezedi C ¢ =
A, D A

Zad. 9.2. Wykaz, ze dla dowolnego schematu Susligg) <<~ istnieje regu-
larny schemat Suslin@3;) sc.,<~ taki, ze

A A, = A B;.
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Zad. 9.3. Udowodnij, ze jezell jest rodzina podzbioréw przestrzeni polskigj
taka, zeX €T, to
Al' = AAT.

Zad. 9.4 (Twierdzenie Hurewicza).(%) Wykaz, ze przestrZepolska zawiera
domknieta kopie przestrzent’ wtedy i tylko wtedy, gdyX nie jesto-zwarta.

10 Mierzalnost i wkasnosc Baire’a

PrzezM i N oznaczé bedziemy odpowiednio rodziny zbioréw pierwszej kate-
gorii Baire’a i miary Lebesgue’a zero. JezEljest klasa podzbioréw zbiori,
to przezo (I') oznaczamy-ciato generowane przdz

Definicja 10.1. MOwimy, ze podzbidrA przestrzeni polskiek ma wtasné&t Ba-
ire’a jezeli istnieje taki zbior borelowsks C X oraz taki zbidr pierwszej katego-
ri FF C X,zeA = B A F. Rodzing zbiorow o wtasrszi Baire'a w przestrzeni
X oznaczé bedziemy przeBP(X).

Zad. 10.1. Wykaz, ze dla podzbiorul przestrzeni polskieX nastepujace wa-
runki sa rownowazne:

e A ma witasn&c Baire’a;
e A A B e Mdlapewnegd3 € Bor(X);
o Aco(Bor(X)uM).
Zad. 10.2. Wykaz, ze dla zbiorid C R nastepujace warunki sa rwnowazne:

e A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a (to znaczy, z definicji, spetnia waru-
nek Caratheodory’ego);

e A A B e N dlapewnegd € Bor(X);
e Aco(Bor(X)UN).

Zad. 10.3.Wykaz, ze nastepujace warunki sa rwnowazne dla podzbignze-
strzeni polskiejX:

e A ma wilasn&t Baire'a;

e istnieje taki zbior otwarty) C X, zeU A A € M

11



Zad. 10.4. Udowodnij, ze dla dowolnego zbiotd € BP \ M istnieje niepusty
zbior otwartyU C X taki, zeU C5, A (tzn. U \ A € M).

Zad. 10.5. Podaj przyktad takiego zbiord C R, ze A jest mierzalny w sensie
Lebesgue’a, ale dla dowolnego zbioru otwartego niepustegoR mamyU ¢,
A.

Zad. 10.6. Wykaz, ze w dowolnej nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej istnieje
zbior, ktory nie ma wiasrgzi Baire'a.

Definicja 10.2. Méwimy, ze ideatZ podzbioréw przestrzeni polskigj ma wia-
SN c.c.c. jezelinie istnieje nieprzeliczalna rodzina zbioréw borelowskich spoza
Z.

Zad. 10.7.Wykaz ze ideatyV, (X) orazM (X)) dla dowolnej przestrzeni polskiej
X i borelowskiej miaryu na X maja wtasn&t c.c.c..

Zad. 10.8. Wykaz, ze istnieja takie zbiory’ € M i G € N, zeR = F UQG.
Zad. 10.9.

e Wykaz, ze istnieje zbio®d C R, ktéry ma wiasnéc Baire’a, ale nie jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a.

e Wykaz, ze istnieje zbioB C R, ktdry jest mierzalny w sensie Lebesgue’a,
ale nie ma whasr&xi Baire’a.

Zad. 10.10.Niech A C R bedzie taki, zeA € BP \ M. Wykaz, ze zbioryd — A
orazA + A maja niepuste wnetrza.

Zad. 10.11.Niech A C R bedzie zbiorem mierzalnym miary dodatniej. Wykaz,
ze zbioryA — A oraz A + A maja niepuste wnetrza.

Definicja 10.3. Powiemy, ze zbi6rd C 2“ jest ogonowy, gdy dla dowolnych
Vo, y € 2¢¥ jezeliV®n z(n) =y(n),tox € A &y € A.

Zad. 10.12. (%) Wykaz, ze jezeli zbiorA € BP(2¥) jest ogonowy tod € M
lub 2¥ \ A € M. Przypomnij sobie rowniez (z "Rachunku Prawdopodbbiea
I") prawo 0—1 Kotmogorowa.

Zad. 10.13. (% %)
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e Czy istnieje taki zbiér domkniety miary zeth C R, ze A+ A € N, ale
A—A=R?

e Czy istnieje taki zbiér domkniety miary zeth C R, ze A — A € N, ale
A+ A=R?

Definicja 10.4. Niech X, Y beda przestrzeniami polskimi. Powiemy, ze funkcja
f: X — Y jestBP-mierzalna, jezelif ~!'[U] € BP(X) dla dowolnego zbioru
otwartegol/ C Y.

Zad. 10.14.Niech X,Y beda przestrzeniami polskimi. Udowodnij, ze jezeli
funkcja f : X — Y jest BP-mierzalna, to istnieje taki zbioF' € M(X), ze
fix\r) Jest ciagta.

Zad. 10.15.Wykaz, ze jezeli funkcjg : R — R jest mierzalna w sensie Lebes-
gue’a, to dla dowolnege > 0 istnieje I C R taki, zeu(G) < ¢ oraz fiw\ o) jest
ciagta.

Zad. 10.16. (%) Podaj przykfad takiej funkcjf : R — R mierzalnej w sensie
Lebesgue’a, ze dla dowolnedgb € N funkcja fr\ i) Nie jest ciagta.

11 Twierdzenia o oddzielaniu

Zad. 11.1. Wykaz, ze dla kazdej rodzinyA,, : n € w} parami roztacznych
analitycznych podzbioréw przestrzeni polskigjistnieje rodzina(B,, : n € w}
parami roztacznych zbiorow borelowskich przestrz&niakich, zeA, C B,.

12 Klasy borelowskie, zbiory uniwersalne

Zad. 12.1.Wykaz, ze nie istnieje& -uniwersalny zbidér borelowski dla klasy zbio-
réw borelowskich przestrzeni polskig;].

Zad. 12.2. Wykaz, ze w nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej dla dowolnych
£ < w; mamy:
3o UILY, € 35 N 1II5.

Zad. 12.3. Wykaz, ze w nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej dla dowolnego
w1

13
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13 Rangi drzew ufundowanych

Definicja 13.1. NiechT C w<“ bedzie drzewem ufundowanym. Rarijelefi-
niujemy nastepujaco:

o ranky(t) = sup{ranky(s)+1:t & seT}dlat e T,
o rank(7") = sup{ranky(t) : t € T'}.

Zad. 13.1. Sprawdz, ze dla dowolnego drzewa ufundowan2g& w<“ jego
rangarank(7") jest dobrze okr&lona.

Zad. 13.2. Zauwaz, ze dl# # T' C w=* mamy
rank(7T") = rankr(0).

Zad. 13.3. Wykaz, ze dla dowolnega < w; istnieje ufundowane drzews C
w<¥ takie, zerank(7T") > «.

14 Hiperprzestrzen

Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to prz€ZX) oznacza bedziemy ro-
dzine wszystkich zwartych podzbiord¥.

Definicja 14.1. Jezeli( X, d) jest przestrzenia metryczna ordx 1, to naK (X)
definiujemy metrykel,;, zwana metryka Hausdorffa, nastepujaco:

o dlaK, L € K(X) definiujemyd(K, L) = sup,x d(x, L);
e dla K, L # () definiujemy

dy(K, L) = max{§(K,L),d(L,K)},
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o dy(0, L) =dy(L,0)=1dlaL # 0,
® dH(Q), @) = 0.
Zad. 14.1. Sprawdz, zely jest metryka nd< (X).

Definicja 14.2. Na K (X) wprowadzamy topologie, zwana topologia Vietorisa,
ktérej podbazéstanowia zbiory postaci:

(K e K(X): KNV =0}

oraz
{Ke K(X): KCU},
gdzieU, V sa zbiorami otwartymi wX'.

Zad. 14.2. Wykaz, ze metryka Hausdorffa na przestrzeni polskiggadaje topo-
logie Vietorisa.

Definicja 14.3. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Dla ciagu zbioréw
(A, : n € w) definiujemy jego topologiczna granice dolha,, A,, oraz gérna
lim, A,, nastepujaco:

e lim A, = {x € X : YU — otoczenia otwartego punkiu V>°n U N A,, #
0},

e lim,A, = {z € X : VU - otoczenia otwartego punkiu 3°n U N A, #

0}.

Jezeli granica gorna jest réwna granicy dolnej, to ich wspdlna &@dmnaczamy
przezlim, A,.

Zad. 14.3. Wykaz, ze
o lim A, ={r € X :3Irp)new Tn € Ap ANz, — T},

o lim,A, = {z € X : I(2n)neco Tn € Ay ATy, — T
dla pewnego podciagiw; )ic., }-

Zad. 14.4.Wykaz, ze przy oznaczeniach z definicji 14.1 mamy:

2Rodzina jest podbaza topologii, jezeli $kaone przeciecia zbioréw z tej rodziny tworza
baze.
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e (K, K,) — 0= K Clim, K,
¢ )(K,,K)— 0= K Dlim,K,.

Zauwaz, zely(K,,K) — 0 = K = lim A,,. Sprawdz, ze implikacja odwrotna
nie musi bg prawdziwa.

Zad. 14.5.Wykaz, ze jezeliX jest przestrzeniasodkowa, tak (X)) jest rowniez
osrodkowa.

Zad. 14.6. Wykaz, ze jezeliX jest przestrzenia zupetna f6(X) tez jest prze-
strzenia zupetna.

Zad. 14.7.Wykaz, ze jezeliX jest przestrzenia zwarta (X ) tez jest prze-
strzenia zwarta.

Zad. 14.8.Wykaz, zeK (2¥) = 2.

Zad. 14.9.Wykaz, ze jezeliX jest przestrzenia polska, to— {z} jest zanurze-
niem homeomorficznynX w K (X).

Zad. 14.10.Niech X bedzie przestrzenia polska. Wykaz, ze
e relacjac jest domknieta wX x K (X),
e relacjaC jest domknieta Wi (X)?,
e relacjaK N L # () jest domknigta WK (X)?,
e funkcja(K, L) — K ULz K(X)?w K(X) jest ciagta,

Zad. 14.11.Wykaz, ze rodzina zwartych zbiorow doskonatych podzbioréw prze-
strzeni polskiejX jest typuGs w K (X).

Definicja 14.4. Struktura Effrosa na przestrzeni polski¥j nazywamy rodzine
F(X) wszystkich zbiorow domknietych przestrzeXiiwraz zo-ciatem podzbio-
row F'(X) generowanym przez zbiory postaci

{(FeF(X): FNU # 0},
gdzieU C X jest dowolnym zbiorem otwartym.

Zad. 14.12.Wykaz, ze struktura Effrosa na przestrzeni polsiejest standar-
dowa, tzn. istnieje topologia polskana zbiorzeF'(X) taka, zes-ciato wystepu-

jace w definicji struktury Effrosa jest doktadreciatem borelowskich podzbio-
row (F(X), 7).
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15 Zbiory borelowsko X1-zupetne

Definicja 15.1. Dany jest liniowy porzadek: na zbiorzeA. Liniowy porzadek,
zwany porzadkiem Kleene’ego—Brouwera Aa* definiujemy nastepujaco: Je-
zelis = (sg, ..., Sy—1) Orazt = (to,...,t,—1), t0

s<gptesDtA (I <min{m,n} Vj<is;=t;&s, =t).

Zad. 15.1. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Wykaz, ze
dla dowolnego drzewd C A<“: T jest ufundowane wtedy i tylko wtedy, gdy
porzadek Kleene’ego—Brouwera ograniczonyldgst dobrym porzadkiem.

Zad. 15.2. Wykaz, ze zbiorLLO liniowych porzadkow nav jest domknietym
podzbiorem«*«,

Zad. 15.3. Wykaz, ze zbioiN'WO C LO, ztozony ze wszystkich porzadkow na
w, ktére nie sa dobre, je3ti-zupetny.
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