
Zadania z deskryptywnej teorii mnogości

Marcin Kysiak

Semestr letni roku ak. 2001/2002

Dokument ten zawiera zadania omówione przeze mnie naćwiczeniach do wy-
kładu monograficznego prof. P. Zakrzewskiego "Deskryptywna teoria mnogości"
oraz kilka zadán, które powinny zostác moim zdaniem omówione, ale nie zostały
z braku czasu. Zadania podzielone zostały na trzy kategorie:

• zadania zwykłe, które każdy uczestnikćwiczén powinien umiéc rozwiązác.

• zadania trudniejsze, oznaczone symbolemF. Przeznaczone są one dla osób
zainteresowanych, niekoniecznie związane są bezpośrednio z tematyką wy-
kładu, lecz do ich rozwiązania nie potrzeba dodatkowej wiedzy.

• zadania bardzo trudne, oznaczone symbolemFF. Przeznaczone są dla
osób szczególnie zainteresowanych teorią mnogości. Przyznaję, że najczęś-
ciej nie znam ich rozwiązania używającego tylko wiedzy z naszego wy-
kładu.
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5 Drzewa 7

6 Przestrzenie zerowymiarowe 8

7 Wzmacnianie topologii polskich 9

8 Schematy Łuzina 9

9 Operacja Suslina 10
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1 Powtórka z dobrych porządków i indukcji poza-
skończonej

Definicja 1.1. Czę́sciowy porządek〈X, <〉 nazywamy dobrym, jeżeli jest liniowy
i każdy niepusty podzbiórA ⊆ X ma element najmniejszy.

Definicja 1.2. PodzbiórO zbioru liniowo uporządkowanegoX nazywamy odcin-
kiem początkowym, jeżeli spełnia warunek:

∀x, y ∈ X (x ∈ O ∧ y < x) ⇒ y ∈ O.

Zad. 1.1. Wykaż, że porządek liniowy jest dobry wttw. gdy każdy właściwy
odcinek początkowy ma bezpośredni następnik.

Zad. 1.2. Wykaż, że dla zbioru dobrze uporządkowanego〈X,≺〉 następujące
warunki są równoważne:

• Istnieje funkcjaf : X → R taka, że

∀x, y ∈ X x ≺ y ⇔ f(x) < f(y).

• X jest przeliczalny.

Zad. 1.3. Wykaż, że istnieje zbiór dobrze uporządkowany〈X, <〉 o tej własnós-
ci, żeX jest nieprzeliczalny, ale każdy właściwy odcinek początkowy wX jest
przeliczalny.1 Możesz skorzystác z faktu, żeR można dobrze uporządkować.

Zad. 1.4 (Twierdzenie o definiowaniu przez indukcję pozaskónczoną). (F)
Niech 〈X, <〉 będzie dobrym porządkiem aY dowolnym zbiorem. NiechΦ :
P (X × Y ) → Y będzie dowolną funkcją. Wykaż, że istnieje dokładnie jedna
funkcjaF : X → Y spełniająca warunek:

∀x ∈ X Φ(f � O[x]) = f(x),

gdzieO[x] = {y ∈ X : y < x}.

Definicja 1.3. Zbiór P ⊆ R nazywamy zbiorem doskonałym, gdy∅ 6= P = P
orazP nie ma punktów izolowanych.

1Dobry porządek o tej własności będziemy oznaczać symbolemω1.
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Zad. 1.5. Wykaż, że dowolny nieprzeliczalny domknięty podzbiórR zawiera
podzbiór doskonały.

Zad. 1.6. Dla dowolnego zbioru domkniętegoF ⊆ R okréslmy ciąg zbiorów
następująco:

• F0 = F .

• Fn+1 = Fn \ {x ∈ Fn : x jest punktem izolowanym Fn}.

• Fω =
⋂

n Fn.

Skonstruuj taki zbiór domkniętyF , żeFω nie jest zbiorem doskonałym.

Zad. 1.7. (F) Dla dowolnego zbioru domkniętegoF ⊆ R oraz dlaα ∈ ω1

okréslmy zbioryFα następująco:

• F0 = F ,

• Gα =
⋂

β<α Fβ,

• Fα = Gα \ {x ∈ Gα : x jest punktem izolowanym Gα}.

Wykaż, że dla dowolnegoα ∈ ω1 istnieje taki zbiór domkniętyF , żeFα nie jest
zbiorem doskonałym.

2 Powtórka z topologii

Zad. 2.1. NiechX będzie dowolna przestrzenią metryczną. Wykaż, że następu-
jące warunki są równoważne:

• X jest ósrodkowa,

• X ma bazę przeliczalną,

• X ma własnósć Lindelöfa: każde pokrycie otwarte przestrzeniX ma pod-
pokrycie przeliczalne.
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Zad. 2.2 (Twierdzenie Cantora). Niech X będzie przestrzenią metryczną zu-
pełną. Wykaż, że jeżeli〈Fn : n ∈ ω〉 jest zstępującym ciągiem zbiorów domknię-
tych o tej własnósci, żelimn→∞ diam(Fn) = 0, to istnieje dokładnie jeden punkt
x ∈ X taki, że

x ∈
⋂
n∈ω

Fn.

Sprawdź, że założenie ósrednicach zbiorówFn jest istotne nawet dla faktu,
że ich przecięcie jest niepuste.

Zad. 2.3 (Twierdzenie Baire’a). Niech X będzie przestrzenią metryczną zu-
pełną. Wykaż, że jeżeli{Fn : n ∈ ω} jest rodziną zbiorów domkniętych brzego-
wych, to

⋃
n∈ω Fn jest zbiorem brzegowym.

3 Przestrzenie polskie

Zad. 3.1. Wykaż, że przeliczalny produkt przestrzeni polskich jest przestrzenią
polską.

Zad. 3.2. Wykaż, że przestrzén C([0, 1]) z normą "supremum" jest przestrzenią
polską.

Zad. 3.3. Wykaż, że każda przeliczalna przestrzeń metryczna zupełna ma punkt
izolowany.

Zad. 3.4. Wykaż, że podprzestrzeń przestrzeni zupełnej (z metryką dziedziczoną)
jest zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy jest domknięta. Zauważ, że podprzestrzeń
przestrzeni zupełnej, która jest metryzowalna w sposób zupełny nie musi być do-
mknięta.

Zad. 3.5. Na przestrzeni2ω możemy wprowadzić topologię na różne sposoby:

• Traktujemy2ω jako produkt przestrzeni dwupunktowych przestrzeni dys-
kretnych i wprowadzamy na nim topologię Tichonowa.

• Za bazę topologii przyjmujemy rodzinę{[s] : s ∈ 2<ω}, gdzie[s] = {x ∈
2ω : s ⊆ x}.

• Okréslamy metrykęd1 wzorem

d1(x, y) =
1

min{n ∈ ω : x(n) 6= y(n)}
.
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• Okréslamy metrykęd2 wzorem

d2(x, y) =
∑
n∈ω

2−n|x(n)− y(n)|.

Wykaż, że wszystkie cztery sposoby wprowadzenia topologii dają w2ω dokładnie
tę samą rodzinę zbiorów otwartych.

Zad. 3.6. Dla f ∈ ω↑ω orazz ∈ 2ω okréslmy

Bz,f = {x ∈ 2ω : ∀∞n x � [f(n), f(n + 1)) 6= x � [f(n), f(n + 1))}.

• Wykaż, że dla dowolnychz ∈ 2ω i f ∈ ω↑ω zbiór Bz,f jest pierwszej kate-
gorii Baire’a w2ω.

• Wykaż, że dowolny podzbiór2ω, który jest pierwszej kategorii Baire’a jest
zawarty w zbiorzeBz,f dla pewnychz ∈ 2ω i f ∈ ω↑ω.

Zad. 3.7. Wykaż, że następujące przestrzenie są homeomorficzne:

• R \Q,

• ωω,

• ω↑ω = {x ∈ ωω : ∀n ∈ ω x(n) < x(n + 1)},

• [ω]ω = {x ∈ 2ω : ∃∞n x(n) = 1}.

Zad. 3.8. Wykaż, że w przestrzeniωω istnieje zbiór pierwszej kategorii Baire’a,
który nie jestσ-zwarty.

Zad. 3.9. Sprawdź, że każda przestrzeń metryczna zwarta jest przestrzenią pol-
ską.

Zad. 3.10.Wykaż, że jeżeli(X, d) jest przestrzenią metryczną to istnieje metryka
d′ naX równoważnad taka, żed′ 6 1. Ponadto sprawdź, że jeżelid jest zupełna
to istnieje takad′ zupełna.

Zad. 3.11. Wykaż, że rozkład Cantora-Bendixsona nieprzeliczalnego zbioru do-
mkniętegoF na sumę rozłączną zbioru doskonałego i przeliczalnego (por. zad.
1.5) jest wyznaczony jednoznacznie.
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Zad. 3.12. Wykaż, że w przestrzeni metrycznej każdy zbiór domknięty jest typu
Gδ.

Zad. 3.13.Niech(X, d) będzie przestrzenią polską aG jej podprzestrzenią polską
(tzn. metryzowalną w sposób zupełny, natomiast niekoniecznie zupełną z metryką
d � (G×G)). Wykaż, żeG jest typuGδ.

Zad. 3.14. Wykaż, że zbiórR \Q jet typuGδ a nie jest zbiorem typuFσ.

Zad. 3.15. Wykaż, że jeżeliX jest przestrzenią topologiczną zwartą,Y przes-
trzenią Hausdorffa af : X → Y funkcją ciągłą i różnowartósciową, tof jest
homeomorfizmem przestrzeniX i f [X].

4 Przedłużanie funkcji ciągłych

Zad. 4.1 (Twierdzenie Kuratowskiego).NiechX,Y będą przestrzeniami pol-
skimi a A ⊆ X dowolnym zbiorem. Wykaż, że dla każdej funkcji ciągłejf :
A → Y istnieje jej przedłużenie do ciągłej funkcjig : G → Y dla pewnego
zbioruG ⊇ A typuGδ.

Zad. 4.2 (Twierdzenie Lavrentieva).NiechX, Y będą przestrzeniami polskimi,
A ⊆ X, B ⊆ Y dowolnymi zbiorami af : A → B homeomorfizmem. Wykaż,
że istnieją zbioryG ⊇ A, H ⊇ B typu Gδ oraz homeomorfizmh : G → H
przedłużającyf .

5 Drzewa

Definicja 5.1. Drzewem na zbiorzeA nazywamy dowolny zbiórT ⊆ A<ω taki,
że

(s ∈ T ∧ n 6 |s|) ⇒ s � n ∈ T.

Powiemy, że drzewoT jest dobrze przycięte, jeżeli dla dowolnegos ∈ T
istniejet ! s, t ∈ T .

Powiemy, że drzewoT ⊆ A<ω jest doskonałe, jeżeli dla dowolnegos ∈ T
istniejet ∈ T takie, żet ⊇ s oraz istniejąa, a′ ∈ A takie, że

a 6= a′ ∧ t_a, t_a′ ∈ T.

JeżeliT ⊆ A<ω jest drzewem, to przez[T ] oznaczamy zbiór jego gałęzi:

[T ] = {x ∈ Aω : ∀n ∈ ω x � n ∈ T}.
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We wszystkich zadaniach zakładać będziemy, żeA jest dyskretną przestrzenią
polską.

Zad. 5.1. Wykaż, że dla dowolnego drzewaT ⊆ A<ω zbiór [T ] jest domknięty w
Aω.

Zad. 5.2. Wykaż, że jeżeliT, T ′ ⊆ A<ω są drzewami dobrze przyciętymi, oraz
T 6= T ′ to [T ] 6= [T ′]. Zauważ, że założenie o tym, że drzewa są przycięte jest
istotne.

Zad. 5.3. Wykaż, że dla dowolnego zbioru domkniętegoD ⊆ Aω istnieje drzewo
dobrze przycięteT takie, żeD = [T ].

Zad. 5.4. Wykaż, że zbiórP ⊆ 2ω jest doskonały wtedy i tylko wtedy, gdy
P = [T ] dla pewnego drzewa doskonałegoT .

Zad. 5.5. Wykaż, że w przestrzeni2ω każdy zbiór domknięty i niepusty jest
retraktem całej przestrzeni.

6 Przestrzenie zerowymiarowe

Definicja 6.1. Niepusta przestrzeń metryczna ósrodkowaX jest zerowymiarowa,
jeżeli ma bazę topologii złożoną ze zbiorów otwarto-domkniętych.

Zad. 6.1. Wykaż, że przestrzenieR \Q, Q, 2ω i ωω są zerowymiarowe.

Zad. 6.2. Wykaż, że dowolna przestrzeń metryczna ósrodkowa zerowymiarowa
zanurza się homeomorficznie w2ω.

Zad. 6.3. Wykaż, że przestrzén 2ω jest jedyną z dokładnością do homeomorfizmu
zwartą, doskonałą przestrzenią metryczną zerowymiarową.

Zad. 6.4. Wykaż, że odwzorowanieϕ : ωω −→ [ω]ω ⊆ 2ω okréslone następu-
jąco:

ϕ(x) = 0x(0) _ 1 _ 0x(1) _ 1 _ 0x(2) _ 1...

gdzie
0k = 0_..._0︸ ︷︷ ︸

k zer

jest homeomorfizmemωω i [ω]ω = {x ∈ 2ω : ∃∞n x(n) = 1}.
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7 Wzmacnianie topologii polskich

Zad. 7.1. Wykaż, że jeżeli(X, τ) jest przestrzenią polską orazA = {An : n ∈
ω} ⊆ Bor(X, τ), to można tak wzmocnić topologięτ do topologii polskiejτ ′ ⊇
τ , żeBor(X, τ) = Bor(X, τ ′) orazA ⊆ Clop(X, τ ′).

Zad. 7.2. Wykaż, że jeżeli(X, τ) jest przestrzenią polską,Y przestrzenią me-
tryczną ósrodkową, af : (X, τ) → Y dowolną funkcją borelowską, to można tak
wzmocníc topologięτ do topologii polskiejτ ′ ⊇ τ , żeBor(X, τ) = Bor(X, τ ′)
orazf : (X, τ ′) → Y jest ciągła.

Zad. 7.3. Wykaż, że jeżeli(X, τ) jest przestrzenią polską to można tak wzmoc-
nić jej topologię do topologii polskiejτ ′ ⊇ τ , żeBor(X, τ) = Bor(X, τ ′), ale
(X, τ ′) jest zerowymiarowa.

8 Schematy Łuzina

Definicja 8.1. Niech X będzie przestrzenią polską. Schematem Łuzina nazy-
wamy rodzinę〈As : s ∈ ω<ω〉 taką, że

• As ⊆ X dla dowolnegos ∈ ω<ω,

• As_i ∩ As_j dla dowolnychs ∈ ω<ω i i, j ∈ ω, i 6= j;

• As_i ⊆ As dla dowolnychs ∈ ω<ω i i ∈ ω.

Jeżeli∀x ∈ ωω limn→∞ diam(Ax�n) = 0, to definiujemy

D = {x ∈ ωω :
⋂
n

Ax�n 6= ∅}

orazf : D → X wzorem
{f(x)} =

⋂
n

Ax�n.

Zad. 8.1. Niech〈As : s ∈ ω<ω〉 będzie schematem Łuzina na przestrzeni polskiej
X takim, że∀x ∈ ωω limn→∞ diam(Ax�n) = 0. Wykaż, że

• f jest ciągła i "1-1",

• jeżeli dla każdegos ∈ ω<ω zbiór As jest domknięty wX, to D jest do-
mknięty wωω,
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• jeżeli dla każdegos ∈ ω<ω zbiórAs jest otwarty wX, tof jest zanurzeniem
homeomorficznymD w X.

Zad. 8.2. Wykaż, że jeżeliτ1, τ2 są topologiami polskimi na przestrzeniX takimi,
żeBor(X, τ1) = Bor(X, τ2), to również

Σ1
1(X, τ1) = Σ1

1(X, τ2).

Zad. 8.3. Wykaż, że dowolny zbiór borelowski w dowolnej przestrzeni polskiej
jest ciągłym i różnowartósciowym obrazem zbioru domkniętego wωω.

Zad. 8.4. Wykaż, że w przestrzeniωω każdy zbiór zwarty ma puste wnętrze.

Zad. 8.5 (Twierdzenie Aleksandrowa-Urysohna).Wykaż, że przestrzén ωω jest
jedyną z dokładnóscią do homeomorfizmu przestrzenią polską zerowymiarową o
tej własnósci, że każdy zbiór zwarty ma puste wnętrze. Korzystając z tej informa-
cji rozwiąż ponownie zadanie 3.7.

9 Operacja Suslina

Definicja 9.1.

• Schematem Suslina na przestrzeni polskiejX nazywamy dowolną rodzinę
(As)s∈ω<ω podzbiorówX.

• Dla schematu Suslina(As)s∈ω<ω definiujemy operacjęA Suslina następu-
jąco:

AsAs =
⋃

x∈ωω

⋂
n

Ax�n.

• JeżeliΓ ⊂ X dla pewnej przestrzeni polskiejX, to przezAΓ oznaczamy
klasę zbiorów postaciAsAs dla pewnego schematu Suslina(As)s∈ω<ω ⊆ Γ.

Zad. 9.1. Wykaż, że jeżeli∀n ∈ ω An ∈ Γ to
⋃

n An,
⋂

n An ∈ AΓ.

Definicja 9.2. Schemat Suslina(As)s∈ω<ω nazwiemy regularnym, jeżelis ⊆ t ⇒
As ⊇ At.

Zad. 9.2. Wykaż, że dla dowolnego schematu Suslina(As)s∈ω<ω istnieje regu-
larny schemat Suslina(Bs)s∈ω<ω taki, że

AsAs = AsBs.
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Zad. 9.3. Udowodnij, że jeżeliΓ jest rodziną podzbiorów przestrzeni polskiejX
taką, żeX ∈ Γ, to

AΓ = AAΓ.

Zad. 9.4 (Twierdzenie Hurewicza).(F) Wykaż, że przestrzén polska zawiera
domkniętą kopię przestrzeniωω wtedy i tylko wtedy, gdyX nie jestσ-zwarta.

10 Mierzalność i własnósć Baire’a

PrzezM i N oznaczác będziemy odpowiednio rodziny zbiorów pierwszej kate-
gorii Baire’a i miary Lebesgue’a zero. JeżeliΓ jest klasą podzbiorów zbioruX,
to przezσ(Γ) oznaczamyσ-ciało generowane przezΓ.

Definicja 10.1. Mówimy, że podzbiórA przestrzeni polskiejX ma własnósć Ba-
ire’a jeżeli istnieje taki zbiór borelowskiB ⊆ X oraz taki zbiór pierwszej katego-
rii F ⊆ X, żeA = B M F . Rodzinę zbiorów o własności Baire’a w przestrzeni
X oznaczác będziemy przezBP(X).

Zad. 10.1. Wykaż, że dla podzbioruA przestrzeni polskiejX następujące wa-
runki są równoważne:

• A ma własnósć Baire’a;

• A M B ∈M dla pewnegoB ∈ Bor(X);

• A ∈ σ(Bor(X) ∪M).

Zad. 10.2. Wykaż, że dla zbioruA ⊆ R następujące warunki są równoważne:

• A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a (to znaczy, z definicji, spełnia waru-
nek Caratheodory’ego);

• A M B ∈ N dla pewnegoB ∈ Bor(X);

• A ∈ σ(Bor(X) ∪N ).

Zad. 10.3.Wykaż, że następujące warunki są równoważne dla podzbioruA prze-
strzeni polskiejX:

• A ma własnósć Baire’a;

• istnieje taki zbiór otwartyU ⊆ X, żeU M A ∈M
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Zad. 10.4. Udowodnij, że dla dowolnego zbioruA ∈ BP \M istnieje niepusty
zbiór otwartyU ⊆ X taki, żeU ⊆∗M A (tzn. U \ A ∈M).

Zad. 10.5. Podaj przykład takiego zbioruA ⊆ R, żeA jest mierzalny w sensie
Lebesgue’a, ale dla dowolnego zbioru otwartego niepustegoU ⊆ RmamyU *∗N
A.

Zad. 10.6. Wykaż, że w dowolnej nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej istnieje
zbiór, który nie ma własnósci Baire’a.

Definicja 10.2. Mówimy, że ideałI podzbiorów przestrzeni polskiejX ma wła-
snósć c.c.c. jeżeli nie istnieje nieprzeliczalna rodzina zbiorów borelowskich spoza
I.

Zad. 10.7.Wykaż że ideałyNµ(X) orazM(X) dla dowolnej przestrzeni polskiej
X i borelowskiej miaryµ naX mają własnósć c.c.c..

Zad. 10.8. Wykaż, że istnieją takie zbioryF ∈M i G ∈ N , żeR = F ∪G.

Zad. 10.9.

• Wykaż, że istnieje zbiórA ⊆ R, który ma własnósć Baire’a, ale nie jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a.

• Wykaż, że istnieje zbiórB ⊆ R, który jest mierzalny w sensie Lebesgue’a,
ale nie ma własnósci Baire’a.

Zad. 10.10.NiechA ⊆ R będzie taki, żeA ∈ BP\M. Wykaż, że zbioryA−A
orazA + A mają niepuste wnętrza.

Zad. 10.11.NiechA ⊆ R będzie zbiorem mierzalnym miary dodatniej. Wykaż,
że zbioryA− A orazA + A mają niepuste wnętrza.

Definicja 10.3. Powiemy, że zbiórA ⊆ 2ω jest ogonowy, gdy dla dowolnych
∀x, y ∈ 2ω jeżeli∀∞n x(n) = y(n), to x ∈ A ⇔ y ∈ A.

Zad. 10.12. (F) Wykaż, że jeżeli zbiórA ∈ BP(2ω) jest ogonowy toA ∈ M
lub 2ω \ A ∈ M. Przypomnij sobie również (z "Rachunku Prawdopodobieństwa
I") prawo 0–1 Kołmogorowa.

Zad. 10.13. (FF)
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• Czy istnieje taki zbiór domknięty miary zeroA ⊆ R, żeA + A ∈ N , ale
A− A = R?

• Czy istnieje taki zbiór domknięty miary zeroA ⊆ R, żeA − A ∈ N , ale
A + A = R?

Definicja 10.4. NiechX,Y będą przestrzeniami polskimi. Powiemy, że funkcja
f : X → Y jestBP-mierzalna, jeżelif−1[U ] ∈ BP(X) dla dowolnego zbioru
otwartegoU ⊆ Y .

Zad. 10.14. Niech X, Y będą przestrzeniami polskimi. Udowodnij, że jeżeli
funkcja f : X → Y jest BP-mierzalna, to istnieje taki zbiórF ∈ M(X), że
f�(X\F ) jest ciągła.

Zad. 10.15.Wykaż, że jeżeli funkcjaf : R → R jest mierzalna w sensie Lebes-
gue’a, to dla dowolnegoε > 0 istniejeH ⊆ R taki, żeµ(G) < ε orazf�(R\H) jest
ciągła.

Zad. 10.16. (F) Podaj przykład takiej funkcjif : R → R mierzalnej w sensie
Lebesgue’a, że dla dowolnegoH ∈ N funkcjaf�(R\H) nie jest ciągła.

11 Twierdzenia o oddzielaniu

Zad. 11.1. Wykaż, że dla każdej rodziny{An : n ∈ ω} parami rozłącznych
analitycznych podzbiorów przestrzeni polskiejX istnieje rodzina{Bn : n ∈ ω}
parami rozłącznych zbiorów borelowskich przestrzeniX takich, żeAn ⊆ Bn.

12 Klasy borelowskie, zbiory uniwersalne

Zad. 12.1.Wykaż, że nie istniejeX-uniwersalny zbiór borelowski dla klasy zbio-
rów borelowskich przestrzeni polskiejX.

Zad. 12.2. Wykaż, że w nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej dla dowolnychα <
β < ω1 mamy:

Σ0
α ∪Π0

α ⊆ Σ0
β ∩Π0

β.

Zad. 12.3. Wykaż, że w nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej dla dowolnegoα <
ω1

13



• Σ0
α 6= Π0

α,

• Σ0
α 6= Σ0

α+1,

• Π0
α 6= Π0

α+1,

• Σ0
α 6= ∆0

α 6= Π0
α.

13 Rangi drzew ufundowanych

Definicja 13.1. NiechT ⊆ ω<ω będzie drzewem ufundowanym. RangęT defi-
niujemy następująco:

• rankT (t) = sup{rankT (s) + 1 : t  s ∈ T} dla t ∈ T ,

• rank(T ) = sup{rankT (t) : t ∈ T}.

Zad. 13.1. Sprawdź, że dla dowolnego drzewa ufundowanegoT ⊆ ω<ω jego
rangarank(T ) jest dobrze okréslona.

Zad. 13.2. Zauważ, że dla∅ 6= T ⊆ ω<ω mamy

rank(T ) = rankT (∅).

Zad. 13.3. Wykaż, że dla dowolnegoα < ω1 istnieje ufundowane drzewoT ⊆
ω<ω takie, żerank(T ) > α.

14 Hiperprzestrzeń

JeżeliX jest przestrzenią topologiczną, to przezK(X) oznaczác będziemy ro-
dzinę wszystkich zwartych podzbiorówX.

Definicja 14.1. Jeżeli(X, d) jest przestrzenią metryczną orazd 6 1, to naK(X)
definiujemy metrykędH , zwaną metryką Hausdorffa, następująco:

• dlaK, L ∈ K(X) definiujemyδ(K,L) = supx∈K d(x, L);

• dlaK, L 6= ∅ definiujemy

dH(K,L) = max{δ(K, L), δ(L, K)},
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• dH(∅, L) = dH(L, ∅) = 1 dlaL 6= ∅,

• dH(∅, ∅) = 0.

Zad. 14.1. Sprawdź, żedH jest metryką naK(X).

Definicja 14.2. Na K(X) wprowadzamy topologię, zwaną topologią Vietorisa,
której podbazę2 stanowią zbiory postaci:

{K ∈ K(X) : K ∩ V = ∅}

oraz
{K ∈ K(X) : K ⊂ U},

gdzieU, V są zbiorami otwartymi wX.

Zad. 14.2. Wykaż, że metryka Hausdorffa na przestrzeni polskiejX zadaje topo-
logię Vietorisa.

Definicja 14.3. Niech X będzie przestrzenią topologiczną. Dla ciągu zbiorów
〈An : n ∈ ω〉 definiujemy jego topologiczną granicę dolnąlimnAn oraz górną
limnAn następująco:

• limnAn = {x ∈ X : ∀U – otoczenia otwartego punktux ∀∞n U ∩ An 6=
∅},

• limnAn = {x ∈ X : ∀U – otoczenia otwartego punktux ∃∞n U ∩ An 6=
∅}.

Jeżeli granica górna jest równa granicy dolnej, to ich wspólną wartość oznaczamy
przezlimn An.

Zad. 14.3. Wykaż, że

• limnAn = {x ∈ X : ∃(xn)n∈ω xn ∈ An ∧ xn → x},

• limnAn = {x ∈ X : ∃(xn)n∈ω xn ∈ An ∧ xni
→ x

dla pewnego podciągu(ni)i∈ω}.

Zad. 14.4. Wykaż, że przy oznaczeniach z definicji 14.1 mamy:

2Rodzina jest podbazą topologii, jeżeli skończone przecięcia zbiorów z tej rodziny tworzą
bazę.
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• δ(K,Kn) → 0 ⇒ K ⊆ limnKn,

• δ(Kn, K) → 0 ⇒ K ⊇ limnKn.

Zauważ, żedH(Kn, K) → 0 ⇒ K = lim An. Sprawdź, że implikacja odwrotna
nie musi býc prawdziwa.

Zad. 14.5.Wykaż, że jeżeliX jest przestrzenią ośrodkową, toK(X) jest również
ośrodkowa.

Zad. 14.6. Wykaż, że jeżeliX jest przestrzenią zupełną toK(X) też jest prze-
strzenią zupełną.

Zad. 14.7. Wykaż, że jeżeliX jest przestrzenią zwartą toK(X) też jest prze-
strzenią zwartą.

Zad. 14.8. Wykaż, żeK(2ω) u 2ω.

Zad. 14.9. Wykaż, że jeżeliX jest przestrzenią polską, tox 7→ {x} jest zanurze-
niem homeomorficznymX w K(X).

Zad. 14.10.NiechX będzie przestrzenią polską. Wykaż, że

• relacja∈ jest domknięta wX ×K(X),

• relacja⊆ jest domknięta wK(X)2,

• relacjaK ∩ L 6= ∅ jest domknięta wK(X)2,

• funkcja〈K,L〉 7→ K ∪ L z K(X)2 w K(X) jest ciągła,

Zad. 14.11.Wykaż, że rodzina zwartych zbiorów doskonałych podzbiorów prze-
strzeni polskiejX jest typuGδ w K(X).

Definicja 14.4. Strukturą Effrosa na przestrzeni polskiejX nazywamy rodzinę
F (X) wszystkich zbiorów domkniętych przestrzeniX wraz zσ-ciałem podzbio-
rów F (X) generowanym przez zbiory postaci

{F ∈ F (X) : F ∩ U 6= ∅},

gdzieU ⊆ X jest dowolnym zbiorem otwartym.

Zad. 14.12. Wykaż, że struktura Effrosa na przestrzeni polskiejX jest standar-
dowa, tzn. istnieje topologia polskaτ na zbiorzeF (X) taka, żeσ-ciało występu-
jące w definicji struktury Effrosa jest dokładnieσ-ciałem borelowskich podzbio-
rów (F (X), τ).
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15 Zbiory borelowskoΣ1
1-zupełne

Definicja 15.1. Dany jest liniowy porządek< na zbiorzeA. Liniowy porządek,
zwany porządkiem Kleene’ego–Brouwera naA<ω definiujemy następująco: Je-
żeli s = 〈s0, . . . , sm−1〉 orazt = 〈t0, . . . , tn−1〉, to

s <KB t ⇔ s ) t ∧ (∃i < min{m, n} ∀j < i sj = tj & si = ti).

Zad. 15.1. Niech 〈X, <〉 będzie zbiorem dobrze uporządkowanym. Wykaż, że
dla dowolnego drzewaT ⊆ A<ω: T jest ufundowane wtedy i tylko wtedy, gdy
porządek Kleene’ego–Brouwera ograniczony doT jest dobrym porządkiem.

Zad. 15.2. Wykaż, że zbiórLO liniowych porządków naω jest domkniętym
podzbiorem2ω×ω.

Zad. 15.3. Wykaż, że zbiórNWO ⊆ LO, złożony ze wszystkich porządków na
ω, które nie są dobre, jestΣ1

1-zupełny.
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