
Praca domowa � seria I.
Zadania nale»y odda¢ do 15 marca 2012.

Zadanie 1. Niech Ω = {z ∈ C : |z| < 1} oraz niech Ki dla i = 0, 2, ... b¦d¡ zwartymi
podzbiorami Ω przy czym Ki ⊂ intKi+1 oraz

⋃
iKi = Ω. Rozwa»my przestrze« H(Ω)

funkcji holomor�cznych na Ω z topologi¡ zadan¡ przez póªnormy

pN(x) := max{|f (k)(x)| : x ∈ KN , k = 0, 1, ..., N},

gdzie f (k) jest k-t¡ pochodn¡ funkcji f oraz f (0) = f .

(a) Pokaza¢, »e pN s¡ póªnormami dla N = 0, 1, ... oraz »e zadaj¡ na H(Ω) metryzo-
waln¡, lokalnie wypukª¡ topologi¦.

(c) Czy operator T : H(Ω)→ H(Ω) zadany wzorem Tf = f
′
jest ci¡gªy w tej topologii?

Czy posiada punkt staªy?

(d) Czy istnieje element f0 ∈ H(Ω) taki, »e zbiór {T kf : k = 1, 2, ...} jest g¦sty w
H(Ω)?

Zadanie 2. Udowodnij, »e w metryzowalnej przestrzeni liniowo topologicznej lokalnie
wypukªej ci¡g xn jest sªabo zbie»ny do x0 wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy jego podci¡g
zawiera podci¡g, dla którego istniej¡ kombinacje wypukªe tworz¡ce ci¡g mocno zbie»ny
do x0.

De�nicja 1. Niech (X, Y ) � para dualna oraz A ⊂ X, B ⊂ Y . Zbiory

Ap := {y ∈ Y : | < x, y > | ≤ 1, dla wszystkich x ∈ A},
Bd := {x ∈ X : | < x, y > | ≤ 1, dla wszystkich y ∈ B}

nazwiemy odpowiednio polarem zbioru A oraz polarem* zbioru B.

Zadanie 3. Niech (X, Y ) b¦dzie par¡ dualn¡. Pokaza¢, »e je±li A ⊂ X, to (Ap)d jest
najmniejszym zbiorem wypukªym, zbalansowanym, domkni¦tym (w topologii σ(X, Y ))
zawieraj¡cym zbiór A.

Zadanie 4. Udowodnij, »e {x ∈ l2 : 1
2
≤ ‖x‖2 ≤ 1} nie jest zwarty w sªabej topologii

w l2.

Zadanie 5. Niech {ωn}∞n=1 to wszystkie liczby wymierne z odcinka [0, 1].

(a) Udowodnij, »e wzór φ(f) =
∑∞

n=1 anf(ωn) zadaje funkcjonaª liniowy ci¡gªy na
C[0, 1] wtedy i tylko wtedy, gdy

∑∞
n=1 |an| <∞ oraz udowodnij, »e ‖φ‖ =

∑∞
n=1 |an|.

(b) Udowodnij, »e opisane wy»ej funkcjonaªy o normie ≤ 1 s¡ *sªabo g¦ste w kuli
jednostkowej w C[0, 1]∗
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