Cwiczenia przedostatnie — gonimy grupe Julii.

Zadanie 1. Wyszuka¢ w literaturze (Rudin, Wikipedia) definicje, potrzebne do zrobi-
enia pozostatych zadan.

Zadanie 2. Poda¢ kilka przykladow algebr Banacha i C*—algebr. Zidentyfikowaé, czym
w tych konkretnych przyktadach jest inwolucja. Wystarczy ok. 4 przyklady.

Zadanie 3. Niech T € B(H). Pokaza¢, ze kerT* = (ImT)* oraz kerT = (ImT*)*.

Zadanie 4. Pokaza¢, ze L]0, 1] ze splotem jest przemienna algebra Banacha. Czy ma
jedynke? Zaproponowaé rozsadna nadalgebre L0, 1] posiadajaca jedynke.

Zadanie 5. Pokazac, ze Li(R) ze splotem jest algebra z inwolucja (czym jest ta in-
wolucja?), ale nie jest C* algebra.

Remark 0.1. Trzymamy sie konwencji, ze jesli E jest miarg spektralna, to £,,(w) =<
E(w)z,y >.

Zadanie 6. Sprawdzi¢ z definicji miary spektralnej (miare spektralna oznaczamy przez
E):
L. (¢1,¢2,...) — baza on., A C N, wowczas E(A)(x) =) ;.4 < ,0; > ¢y,
2. B(B)E(A)(@) = ¥jenm < 0,65 > b5,
3. w Lo[0, 1] mamy:
o E(w)f = xuwf, gdzie x — indykator, funkcja charakterystyczna, itd.
o Epy(w) = Jo xo(®)f)g(t)dt = [, f()g(t)dt
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Zadanie 7. Pokazaé, ze jesli wy, ..., w, sa roztagczne to T = ijl a;E(w;) jest opera-
torem unitarnym o normie ||7'|| = max; |a;|

Zadanie 8. E — miara spektralna, U — operator unitarny. Pokaza¢, ze F' = U*EU tez
jest miarg spektralna (rownosé rozumiemy jako réwnosé dla kazdej w).

Zadanie 9. |Na kartce| Pokaza¢, ze nie jest prawda, ze jesli f, — f i g, — ¢ to
fngn — fg. Co jesli jedna ze zbieznosci zamienimy na silna? Np. f, — fig, — ¢, czy
wtedy fngn — fg7?

Zadanie 10. [Na kartce| Niech T'f = Ik x f, gdzie I = (1,1,...,1), k(s) = |s|7¢, dla
0 < a < doraz fy € C*(R?) beda dane, przy czym suppfy C B(1)- kula jednostkowa
w R?. Niech ponadto

K={ge€ J:9(0,z) = fo(x)},
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gdzie J jest pewnym ograniczonym podzbiorem pewnej przestrzeni X C D/([O,to] X
R?). Dobra¢ w ten sposéb zbior J i czas ty, zeby zbiér K byl niepusty, zeby J byt
ograniczony w jakiej§ normie (np. w owej przestrzeni X, ktora tez nalezy dobrac) lub
jakichs§ potnormach i zeby odwzorowanie

Algl(t,x) = e I diveTg(s,2(s))ds g (1)
mialo punkt staly w zbiorze K. Przypominam, ze x(s) zadane jest rownaniem

#(s) = Tf(s,x),
x(0) = xo.

Moze sie okazaé, ze to zadanie jest trywialne, jak réwniez, ze jest nieprawdziwe, ale w
to ostatnie watpie. Tak, czy inaczej zadanie to wymaga pewnego wysitku badawczego.
Tresé jest sformutowana luzno poniewaz tak w istocie wyglada proba udowodnienia ist-
nienia rozwigzan rownan czastkowych. To na matematyku spoczywa trudnosé okresle-
nia przestrzeni, w ktorej rozwiazania maja istnie¢ i przedziatu czasowego. Generalnie
stoi przed Panstwem problem, ktory nalezy rozwiazaé, wszelkimi dostepnymi §rodkami.
Powodzeniall

!dobrym pomystem jest poéwieci¢ na to zadanie 20 minut. jesli okaze sie, ze nie wychodzi, to pewnie
warto odpuscié¢ i nie marnowaé czasu.



