
�wiczenia � 26.03.2012.
Zadania oznaczone liter¡ K nale»y oddawa¢ pisemnie. Niektóre z nich mog¡ by¢ troch¦
trudniejsze. Pozostaªe s¡ do przemy±lenia.
Przypominam, »e za ka»de zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.

Uwaga 1. Zadania 1�6 s¡ naprawd¦ nietrudne i ka»dy mo»e je ªatwo zrobi¢, je±li tylko
zechce przebrn¡¢ przez de�nicje.

Uwaga 2 (Wyj¡tkowa okazja!). Tylko teraz � za jedno zadanie otrzymasz a» 14
punktów! Ka»dy podpunkt zadania 7 wart jest 2 punkty. W rzeczywisto±ci te podpunkty
nie s¡ wcale tak trudne (cho¢ zadanie 7 samo w sobie jest jak wida¢ zªo»one). Je»eli
zrobisz zadanie 7 to udowodnisz sobie, »e te póªtorej godziny 23 kwietnia na pewno nie
poszªo w las, a jednocze±nie masz okazj¦ zdoby¢ bardzo du»o punktów (czyli podwójny
zysk).

Zadanie 1. Udowodni¢ Uwag¦ 8 z ¢wicze« tzn. pokaza¢, »e

1. ∆j : Lp → Lp jest operatorem ci¡gªym dla j ≥ −1,

2. ∆j∆j′u ≡ 0, gdy |j − j ′ | > 2,

3. F(Sj−1u∆jv) ⊂ 2jC,

4. (Sju)(̂ξ) = χ(2−jξ)û(ξ).

Zadanie 2. Uzupeªni¢ dowód Stwierdzenia 9 z ¢wicze« tzn. pokaza¢, »e dla dowolnej
funkcji f ∈ S(Rd) mamy χ(2−j·)f̂ → f̂ w S(Rd).

Zadanie 3. Pokaza¢, »e Bs
2,2 ' Hs dla s ∈ (0, 1).

Zadanie 4. Pokaza¢, »e przestrze« Bs
p,q nie zale»y od wyboru φ i χ (oczywi±cie przy

zaªo»eniu, »e zadaj¡ one rozkªad Paley'a�Littlewooda).
Wskazówka: To wynika natychmiast z Lematu 13 (tego z omikronem), wi¦c warto zacz¡¢
od dowodu lematu.

Zadanie 5. Pokaza¢ Stwierdzenie 14: Niech 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞.

Wówczas dla wszystkich s rzeczywistychBs
p1,q1

wkªada si¦ w sposób ci¡gªy wB
s−d( 1

p1
− 1
p2

)

p2,q2 .

Zadanie 6. Udowodni¢ Wniosek 19: Przestrze« Bs
p,q ∩ L∞ jest algebr¡ oraz zachodzi

nierówno±¢

‖uv‖Bsp,q ≤ C‖u‖L∞‖v‖Bsp,q + ‖v‖L∞‖u‖Bsp,q .
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Zadanie 7 (Ka»dy podpunkt za 2 punkty.). Udowodni¢ Twierdzenie 20: Je»eli s
′
< s,

to dla wszystkich φ ∈ S(Rd) mno»enie przez φ jest operatorem zwartym mi¦dzy Bs
p,∞ a

Bs
′

p,1.
Aby to zrobi¢, mo»na post¦powa¢ tak:

1. Uzasadni¢, »e wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnego ci¡gu (un) ograniczonego w
Bs

p,∞, zbie»nego do 0 w S ′ mamy ‖φu‖
Bs
′
p,1

→ 0.

2. Uzasadni¢, »e ci¡g φu jest ograniczony w Bs
′

p,1.

3. Uzasadni¢, »e w dowodzie zbie»no±ci ‖φu‖
Bs
′
p,1

→ 0 wystarczy pokaza¢, »e

lim
n→∞

‖∆jφun‖Lp = 0

dla wszystkich j ≥ −1.

4. Pokaza¢, »e to natomiast mo»na dowodzi¢ przy zaªo»eniu (bez utraty ogólno±ci),
»e p = 1.

5. Dowód sprowadza si¦ zatem do pokazania, »e (pomijaj¡c analogiczny przypadek
j = −1) dla j ≥ 0 mamy limn→∞ ‖∆jφun‖L1 = 0. W tym celu udowodni¢, »e
∆jφun → 0 punktowo.

6. Pokaza¢, »e dobr¡ majorant¡ dla ∆jφun jest

C2jd

(
sup
n
‖un‖Bs1,∞

)
‖τ−xh(2j·)φ‖B−s∞,1 ,

gdzie h(x) = (F−1φ̃)(−x), za± φ̃ jest funkcj¡ de�niuj¡c¡ rozkªad P�L (tylda tutaj
nie jest niczym magicznym - chroni nas tylko przed kolizj¡ oznacze«). Jej caªko-
walno±¢ wynika z lematu:

7. Udowodni¢ lemat: Niech f, g ∈ S, σ ∈ R, p, q ∈ [1,∞]. Wówczas odwzorowanie

z 7→ ‖(τzf)g‖Bσp,q

nale»y do L1(Rd).
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