Cwiczenia — 26.03.2012.
Zadania oznaczone literg K nalezy oddawa¢ pisemnie. Niektore z nich mogg byé troche
trudniejsze. Pozostate sa do przemyslenia.
Przypominam, ze za kazde zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.

Uwaga 1. Zadania 1-6 sa naprawde nietrudne i kazdy moze je tatwo zrobié, jesli tylko
zechce przebrnac¢ przez definicje.

Uwaga 2 (Wyjatkowa okazja!). Tylko teraz — za jedno zadanie otrzymasz az 14
punktow! Kazdy podpunkt zadania 7 wart jest 2 punkty. W rzeczywistosci te podpunkty
nie sa wcale tak trudne (choé¢ zadanie 7 samo w sobie jest jak widac¢ zlozone). Jezeli
zrobisz zadanie 7 to udowodnisz sobie, ze te polttorej godziny 23 kwietnia na pewno nie
poszto w las, a jednoczesnie masz okazje zdoby¢ bardzo duzo punktow (czyli podwojny
zysk).

Zadanie 1. Udowodni¢ Uwage 8 z ¢wiczen tzn. pokazac, ze

1. A : LP — LP jest operatorem ciagltym dla j > —1,
2. AjA u=0,gdy |j—j|>2
3. f(Sj_luAjv) - 2jC,

4. (S;u)(€) = x(277€)a(€).

Zadanie 2. Uzupetni¢ dowod Stwierdzenia 9 7z éwiczen tzn. pokazac, ze dla dowolnej
funkcji f € S(RY) mamy x(277-)f — f w S(RY).

Zadanie 3. Pokazac, ze B3, ~ H*® dla s € (0,1).

Zadanie 4. Pokaza¢, ze przestrzen B, nie zalezy od wyboru ¢ i x (oczywiscie przy
zaltozeniu, ze zadaja one rozktad Paley’a-Littlewooda).

Wskazéwka: To wynika natychmiast z Lematu 13 (tego z omikronem), wiec warto zaczaé
od dowodu lematu.

Zadanie 5. Pokaza¢ Stwierdzenie 14: Niech 1 < p; < py < 00, 1 < ¢1 < ¢ < 0.
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Wowezas dla wszystkich s rzeczywistych By wktada si¢ w sposob ciagly w BpQ,q2 P27,

Zadanie 6. Udowodni¢ Whiosek 19: Przestrzen By, N Ly jest algebra oraz zachodzi
nieréwnos¢

By, < Cllullzelv]

p,a —

B3, + HU

[[uv]



Zadanie 7 (Kazdy podpunkt za 2 punkty.). Udowodni¢ Twierdzenie 20: Jezeli s < s,

to dla wszystkich ¢ € S(R?) mnozenie przez ¢ jest operatorem zwartym miedzy By a
Pl

Aby to zrobi¢, mozna postepowaé tak:

1. Uzasadnié, ze wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego ciagu (u,) ograniczonego w
B? __, zbieznego do 0 w S’ mamy |[¢ul| ., — 0.
1
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2. Uzasadni¢, ze ciag ¢u jest ograniczony w B ;.

3. Uzasadni¢, ze w dowodzie zbieznosci ||¢u||BS/ — 0 wystarczy pokazac, ze
p,1
lim ”Aj¢unHLp =0
n—o0

dla wszystkich j > —1.

4. Pokazaé, ze to natomiast mozna dowodzi¢ przy zalozeniu (bez utraty ogélnosci),
ze p=1.

5. Dowod sprowadza sie zatem do pokazania, ze (pomijajac analogiczny przypadek
j = —1)dla j > 0 mamy lim, . ||A;¢u,| ;1 = 0. W tym celu udowodni¢, ze
Ajou, — 0 punktowo.

6. Pokazac, ze dobra majoranta dla A;¢u,, jest

02 (sup .. ) Ir-oh(2 )0l

gdzie h(z) = (F'¢)(—x), zas ¢ jest funkcja definiujaca rozktad P-L (tylda tutaj
nie jest niczym magicznym - chroni nas tylko przed kolizja oznaczen). Jej calko-
walnos¢ wynika z lematu:

7. Udowodni¢ lemat: Niech f,g € S, 0 € R, p,q € [1, 0]. Wowezas odwzorowanie
2= (7= f)gllsg,

nalezy do L'(R%).



