Cwiczenia — 26.03.2012.
Zadania oznaczone literg K nalezy oddawa¢ pisemnie. Niektore z nich mogg byé troche
trudniejsze. Pozostate sa do przemyslenia.
Przypominam, ze za kazde zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.
Czes¢ z tych zadaii jest oczywista, czes¢ zapewne zostanie zrobiona na wykladzie - nalezy
zrobic¢ te, ktore pozostang.

Uwaga 1. W kazdym z ponizszych zadan moze wystepowac inna definicja transformaty
Fouriera (r6znig sie one stala). Nalezy sie domysle¢ o jaka definicje transformaty chodzi
(tak zeby zadanie dalo si¢ zrobic).

Zadanie 1 (Lemat Riemanna-Lebesgue’a). Udowodnij, ze jesli f,g € L'(R") to fe
Co(R™) (czyli ciagta i znikajaca w nieskonczonosci) oraz || fl|eo < || f]]1-

Zadanie 2. Niech f € L;(R"). Udowodni¢:

1. “jest liniowa,

- (fxg9r=f3.

(nf)(€) = f(£)e*™™¢, gdzie m,f (x) = f(x + h),
- (fermitey(&) = f(§ =),

L g(x) = AT (A ) = g(6) = f(A),

(FL1(6) = 2mig; f (€), gdy 5% € Ly

= <1 B SO JUR N

7. (—2miz; f)(€) = 2L(€), edy ;f € L.

J
Zadanie 3. Pokazaé, ze istnieje przestrzen liniowo topologiczna X taka, ze X* rozdziela

punkty X, w ktorej funkcje z zadania K 4 z h(0) = 1 tworza zbior zwarty (czyli, ze
faktycznie mozemy stosowaé twierdzenie Kreina-Millmana).

Zadanie 4 (Transformata odwrotna). Niech S — funkcje Schwartza. Pokazaé, ze trans-
formata Fouriera jest ciagltym odwzorowaniem z & w S takim, ze

/ ri= [ jg
]R'n R'"/

oraz

f)= [ f(&)e*=tde.

R”



Zadanie 5 (Transformata na Lo). Niech f,g € Ly(R™). Sprobowaé zdefiniowaé trans-
formate Fouriera dla takich funkeji (nie koniecznie catkowalnych). Pokazaé, ze

fgde = [ fgde.
Rn Rn
Zastanowié sie (bez dowodow), czy wlasnosci z Zadania 2 przenosza sie na Lo.

Zadanie 6 (Nieréwnos¢ Younga). Niech f € L,, g € L, pokaza¢, ze wowczas f*g € L,,
gdzie %—l—lz%—i—%oraz

17 gllr < 17 1Ipllglo-

Zadanie 7 (Nierownos$¢ Hausdorffa-Younga). Niech f € L,, 1 < p < 2. Pokaza¢, ze
f €L, oraz

£ 1Ly < [1£1lp-

Zadanie 8 (Nierownos¢ Bernsteina). Niech f — gladka oraz suppf C B(0, AR). Pokazac,
ze dla 1 < p < g < oo zachodzi nieréwnosé

n_n

11z, = CrA?—a

fllz,

gdzie Cg jest pewna stala zalezna tylko od R. Oczywiscie B(0, R) to kula w R"™ o $rodku
w 0 i promieniu R.

Zadanie 9. Pokazaé, ze jezeli gradient funkcji harmonicznej na R", catkowalnej z kwa-
dratem tez jest catkowalny z kwadratem, to funkcja jest stala. Dowdd jednolinijkowy.



