
�wiczenia � 26.03.2012.
Zadania oznaczone liter¡ K nale»y oddawa¢ pisemnie. Niektóre z nich mog¡ by¢ troch¦

trudniejsze. Pozostaªe s¡ do przemy±lenia.

Przypominam, »e za ka»de zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.
Cz¦±¢ z tych zada« jest oczywista, cz¦±¢ zapewne zostanie zrobiona na wykªadzie - nale»y

zrobi¢ te, które pozostan¡.

Uwaga 1. W ka»dym z poni»szych zada« mo»e wyst¦powa¢ inna de�nicja transformaty
Fouriera (ró»ni¡ si¦ one staª¡). Nale»y si¦ domy±le¢ o jak¡ de�nicj¦ transformaty chodzi
(tak »eby zadanie daªo si¦ zrobi¢).

Zadanie 1 (Lemat Riemanna-Lebesgue'a). Udowodnij, »e je±li f, g ∈ L1(Rn) to f̂ ∈
C0(Rn) (czyli ci¡gªa i znikaj¡ca w niesko«czono±ci) oraz ||f̂ ||∞ ≤ ||f ||1.

Zadanie 2. Niech f ∈ L1(Rn). Udowodni¢:

1. ˆjest liniowa,

2. (f ∗ g)̂ = f̂ ĝ,

3. (τhf )̂(ξ) = f̂(ξ)e2πih·ξ, gdzie τhf(x) = f(x+ h),

4. (fe2πih·x)̂(ξ) = f̂(ξ − h),

5. g(x)− λ−nf(λ−1x)⇒ ĝ(ξ) = f̂(λξ),

6. ( ∂f
∂xj

)̂(ξ) = 2πiξj f̂(ξ), gdy ∂f
∂xj
∈ L1

7. (−2πixjf )̂(ξ) = ∂f̂
∂ξj

(ξ), gdy xjf ∈ L1.

Zadanie 3. Pokaza¢, »e istnieje przestrze« liniowo topologiczna X taka, »e X∗ rozdziela
punkty X, w której funkcje z zadania K 4 z h(0) = 1 tworz¡ zbiór zwarty (czyli, »e
faktycznie mo»emy stosowa¢ twierdzenie Kreina-Millmana).

Zadanie 4 (Transformata odwrotna). Niech S � funkcje Schwartza. Pokaza¢, »e trans-
formata Fouriera jest ci¡gªym odwzorowaniem z S w S takim, »e∫

Rn

fĝ =

∫
Rn

f̂ g

oraz

f(x) =

∫
Rn

f̂(ξ)e2πix·ξdξ.
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Zadanie 5 (Transformata na L2). Niech f, g ∈ L2(Rn). Spróbowa¢ zde�niowa¢ trans-
format¦ Fouriera dla takich funkcji (nie koniecznie caªkowalnych). Pokaza¢, »e∫

Rn

fḡdx =

∫
Rn

f̂ ¯̂gdξ.

Zastanowi¢ si¦ (bez dowodów), czy wªasno±ci z Zadania 2 przenosz¡ si¦ na L2.

Zadanie 6 (Nierówno±¢ Younga). Niech f ∈ Lp, g ∈ Lq pokaza¢, »e wówczas f ∗g ∈ Lr,
gdzie 1

r
+ 1 = 1

p
+ 1

q
oraz

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Zadanie 7 (Nierówno±¢ Hausdor�a�Younga). Niech f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ 2. Pokaza¢, »e

f̂ ∈ Lp′ oraz

‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p.

Zadanie 8 (Nierówno±¢ Bernsteina). Niech f � gªadka oraz suppf̂ ⊂ B(0, λR). Pokaza¢,
»e dla 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ zachodzi nierówno±¢

‖f‖Lq ≤ CRλ
n
p
−n

q ‖f‖Lp ,

gdzie CR jest pewn¡ staª¡ zale»n¡ tylko od R. Oczywi±cie B(0, R) to kula w Rn o ±rodku
w 0 i promieniu R.

Zadanie 9. Pokaza¢, »e je»eli gradient funkcji harmonicznej na Rn, caªkowalnej z kwa-
dratem te» jest caªkowalny z kwadratem, to funkcja jest staªa. Dowód jednolinijkowy.
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