Cwiczenia 29.03.2012
Zadania oznaczone litera K nalezy oddawac¢ pisemnie. Niektore z nich moga by¢ troche
trudniejsze. Pozostate sa do przemyslenia.
Przypominam, ze za kazde zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.

Definicja 0.1. Slad operatora T = Y%z @ y; to tr(T) = X2, (). (O @ nalezy
mysle¢ tak, ze Te =Yz} (v)y;).

Zadanie 1. T : Ly(0,1) — Ly(0,1) t. ze Tf(t) = [5 f(s)ds
e Czy jest to operator Hilberta-Schmidta?
e Czy jest to operator nuklearny?
e Jaki ma slad?

Zadanie 2. Udowodnij, ze operator A na przestrzeni Hilberta jest Hilberta-Schmidta
& A*A jest operatorem nuklearnym.

Zadanie 3. Niech T': X — Y - nuklearny, R : W — X, § : Y — Z - ograniczone.
Pokaz, ze:

1. RTS tez jest nuklearny, n(RT'S) < ||R||n(T)|| S]],

2. Gdy W = Hy, X = H,, Y = H,, Z = Hj - przestrzenie Hilberta, to RT'S - jest
operatorem Hilberta-Schmidta oraz ||RT'S||ns < ||R|| ||T||as||S||-

Zadanie 4. . Pokaz, ze w przestrzeni lokalnie wypuktlej, gdy K zwarty, to co(K) C
co(E(K)), gdzie E(K) to zbiér punktéw ekstremalnych. Czy moze si¢ zdarzy¢, ze co(K)
ma punkty ekstremalne nie nalezace do K7

K 5. Udowodni¢, ze zlozenie dwoéch operatoréw Hilberta-Schmidta jest nuklearne.

Zadanie 5. Niech A bedzie zwartym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Powszech-
nieﬂ wiadomo, ze wowczas operator A*A jest symetrycznym operatorem zwartym, a
zatem posiada przeliczalnie wiele wartosci wlasnych, ktére mozna ustawi¢ malejaco

AM(A*A) > X(A*A) > ... > 0. Definiujemy s;(A) = /A\i(A*A). Pokazaé, ze
1. A jest nuklearny < ciag {s;(A4)} € l,
2. Ajest H-S & ciag {s;(A)} € lo,

3. \Jtr(A*A) = /S s:(A)2 = || A s.
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Definicja 0.2. Niech C(.S) - wszystkie zespolone funkcje ciagle na zwartej przestrzeni
Hausdorffa S z norma supremum oraz A C C(S) podprzestrzen, algebra w C(S) (tzn.
dla f,g € A fg € A). Zbiér At = {u regularna, borelowska miara zespolona na S,
[ fdu=0dla f € A} nazywamy anihilatorem A. Definiujemy Ap = {f|g: f € A}.

Definicja 0.3. Zbior £ C S nazywamy A-antysymetrycznym jesli kazda funkcja f € A,
ktora jest rzeczywista na E jest stala na E.

Zadanie 6. Niech K = {u € At ||u|| < 1}, gdzie ||u]| = |u|(S). Udowodnij, ze jedli
A jest domknieta podalegbra, rozdziela punkty S, jest samosprzezona (tj. dla f € A
f € A) oraz dla kazdego p € S istnieje f € A taka, ze f(p) # 0, to

e K jest wypukty, zbalansowany i stabo* zwarty,

e Jedli K # {0}, to dla p - punktu ekstremalnego K i E nosnika p mamy nastepujaca
wlasnosé: jesli f € A, f|g-rzeczywista, to f jest stala na E.

e Udowodnij, ze jesli g € C(S) oraz g|p € Ap, dla kazdego maksymalnego zbioru
antysymetrycznego E, to g € A.



