Cwiczenia — 12.03.2012.
Zadania oznaczone literg K nalezy oddawa¢ pisemnie. Niektore z nich mogg byé troche
trudniejsze. Pozostate sa do przemyslenia.
Przypominam, ze za kazde zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.
W ponizszych definicjach wystepuje symbol ’|| - ||’, oznacza on norme na odpowiedniej
przestrzeni (domyslenie sie ktora przestrzen jest w danym momencie odpowiednia zaj-
muje oczywiscie 0,08 sekundy).

Definicja 1. Niech Hy 1 Hy bedq przestrzeniami Hilberta. Powiemy, ze operator liniowy
T : Hy — H, jest operatorem Hilberta-Schmidta (H-S) jezeli zachodzi jeden z réwnowaz-
nych warunkow:

1. istnieje baza ortonormalna {e;} C Hy taka, ze > -, || Te;]|* < oo,

I

2. dla kazdej bazy ortonormalnej {e;} C Hy, mamy > -, [|Te;||* < oo,

3. dla kazdej pary baz ortonormalnych {e;} C Hy i {f;} C Ha, mamy

o0
d I <Te f;>]" <0

i,j=1

Ponadto ||T||us = /Y ioq T, gdzie {e;} — baza ortonormalna, nazwiemy normg
Hilberta-Schmaidta operatora T'.

Definicja 2. Niech X 1Y bedqg przestrzeniami Banacha. Powiemy, Ze operator liniowy
T : X —Y jest operatorem nuklearnym wtedy @ tylko wtedy, gdy mozna go przedstawié
w postaci T =Y 2 xf @y, dlaxf € X*, y; € Y oraz > 2, |z |||lyill < o0. Oczywiscie
® rozumiemy tak: Tx =Y 2 xf(x)y;. Ponadto

n(T) = mf{Y_ |27 lllyill - «f € X, g €Y, T =) ai ©y)
i=1 i=1

nazwiemy normq nuklearng operatora T'.

Definicja 3. Powiemy, ze operator jest zwarty, gdy przeprowadza zbiory ograniczone na
prezwarte.

Zadanie 1. Pokaza¢ rownowaznos¢, o ktorej mowa w Definicji [I} Sprobowaé zrozu-
mieé¢ te definicje. Sprobowaé znalezé kilka przykladow operatoréow nuklearnych, H-S i
zwartych.

Zadanie 2. Pokazac, ze || - ||gs 1 n(-) sa normami oraz, ze zachodzi oszacowanie || - || <
Il lzs < n(-). Wywnioskowac z tego, ze operatory nuklearne sg operatorami H-S, ktore
za$ sa operatorami ograniczonymi.



Zadanie 3. Pokaza¢ nawet wiecej, tj., ze operatory H-S sg zwarte.

Zadanie 4. Rozwazmy przestrzen H = L(2), gdzie 2 — otwarty podzbior R"™. Poka-
zaé, ze operator liniowy T : H — H jest H-S wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
(Tf)(s) = [, K(s,t)f(t)dt dla pewnej funkeji K € H? oraz, ze |T|ns = | K||m2 =

Voo [ (s, 0) Pdst.

Zadanie 5. Niech T': ¢g — Il bedzie dane wzorem T'((£,)52) = (££,)5%,.

1. Pokazac, ze T' jest zwarte.
2. Udowodni¢, ze T'(B,,) nie jest domknicte (B, — kula jednostkowa).
3. Opisz T(B,,) i jego punkty ekstremalne.

K 4. Znalez¢ wszystkie funkcje h : Z? — R, ktore spelniaja warunek:

1
V(2 y)ez2 h(z,y) = Z(h(m +lLy+1)+h(z—1Ly+1)+h(z+1ly—1)+h(z—1,y—1)).

Zadanie 6. Jesli ktos sie zna na tym (np. pisze prace licencjacka na temat operatorow
nuklearnych) to moze sie zastanowi¢ i zaprezentowaé po krotce zastosowania tej teorii.



