
�wiczenia � 12.03.2012.
Zadania oznaczone liter¡ K nale»y oddawa¢ pisemnie. Niektóre z nich mog¡ by¢ troch¦

trudniejsze. Pozostaªe s¡ do przemy±lenia.

Przypominam, »e za ka»de zadanie przedstawione przy tablicy jest jeden
punkt.
W poni»szych de�nicjach wyst¦puje symbol '‖ · ‖', oznacza on norm¦ na odpowiedniej
przestrzeni (domy±lenie si¦ która przestrze« jest w danym momencie odpowiednia zaj-
muje oczywi±cie 0,08 sekundy).

De�nicja 1. Niech H1 i H2 b¦d¡ przestrzeniami Hilberta. Powiemy, »e operator liniowy
T : H1 → H2 jest operatorem Hilberta-Schmidta (H-S) je»eli zachodzi jeden z równowa»-
nych warunków:

1. istnieje baza ortonormalna {ei} ⊂ H1 taka, »e
∑∞

i=1 ‖Tei‖2 <∞,

2. dla ka»dej bazy ortonormalnej {ei} ⊂ H1, mamy
∑∞

i=1 ‖Tei‖2 <∞,

3. dla ka»dej pary baz ortonormalnych {ei} ⊂ H1 i {fi} ⊂ H2, mamy

∞∑
i,j=1

| < Tei, fj > |2 <∞

Ponadto ‖T‖HS :=
√∑∞

i=1 ‖Tei‖2, gdzie {ei} � baza ortonormalna, nazwiemy norm¡
Hilberta-Schmidta operatora T .

De�nicja 2. Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha. Powiemy, »e operator liniowy
T : X → Y jest operatorem nuklearnym wtedy i tylko wtedy, gdy mo»na go przedstawi¢
w postaci T =

∑∞
i=1 x

∗
i ⊗ yi dla x∗i ∈ X∗, yi ∈ Y oraz

∑∞
i=1 ‖x∗i ‖‖yi‖ ≤ ∞. Oczywi±cie

⊗ rozumiemy tak: Tx =
∑∞

i=1 x
∗
i (x)yi. Ponadto

n(T ) := inf{
∞∑
i=1

‖x∗i ‖‖yi‖ : x∗i ∈ X∗, yi ∈ Y, T =
∞∑
i=1

x∗i ⊗ yi}

nazwiemy norm¡ nuklearn¡ operatora T .

De�nicja 3. Powiemy, »e operator jest zwarty, gdy przeprowadza zbiory ograniczone na
prezwarte.

Zadanie 1. Pokaza¢ równowa»no±¢, o której mowa w De�nicji 1. Spróbowa¢ zrozu-
mie¢ te de�nicje. Spróbowa¢ znale¹¢ kilka przykªadów operatorów nuklearnych, H-S i
zwartych.

Zadanie 2. Pokaza¢, »e ‖ · ‖HS i n(·) s¡ normami oraz, »e zachodzi oszacowanie ‖ · ‖ ≤
‖ · ‖HS ≤ n(·). Wywnioskowa¢ z tego, »e operatory nuklearne s¡ operatorami H-S, które
za± s¡ operatorami ograniczonymi.
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Zadanie 3. Pokaza¢ nawet wi¦cej, tj., »e operatory H-S s¡ zwarte.

Zadanie 4. Rozwa»my przestrze« H = L2(Ω), gdzie Ω � otwarty podzbiór Rn. Poka-
za¢, »e operator liniowy T : H → H jest H-S wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
(Tf)(s) =

∫
Ω
K(s, t)f(t)dt dla pewnej funkcji K ∈ H2 oraz, »e ‖T‖HS = ‖K‖H2 :=√∫

Ω×Ω
|K(s, t)|2dsdt.

Zadanie 5. Niech T : c0 → l2 b¦dzie dane wzorem T ((ξn)∞n=0) = ( 1
n
ξn)∞n=0.

1. Pokaza¢, »e T jest zwarte.

2. Udowodni¢, »e T (Bc0) nie jest domkni¦te (Bc0 � kula jednostkowa).

3. Opisz T (Bc0) i jego punkty ekstremalne.

K 4. Znale¹¢ wszystkie funkcje h : Z2 → R+, które speªniaj¡ warunek:

∀(x,y)∈Z2 h(x, y) =
1

4
(h(x+ 1, y + 1) + h(x− 1, y + 1) + h(x+ 1, y − 1) + h(x− 1, y − 1)).

Zadanie 6. Je±li kto± si¦ zna na tym (np. pisze prac¦ licencjack¡ na temat operatorów
nuklearnych) to mo»e si¦ zastanowi¢ i zaprezentowa¢ po krótce zastosowania tej teorii.
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