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Modelowanie rzeczywistosci

Stowo "model” ma kluczowe znaczenie w nauce, ale uzywane jest w réznych
kontekstach. Modele konstruuje sie po to, aby zrozumieé procesy przyrodnicze i
przewidywac ich przebieg (np. prognozowanie pogody, rozktad wiekowy populacji,
tempo wzrostu guza nowotworowego i.t.d.). Spotyka sie trzy pojecia, ktérych
granice sa nieostre :

@ model statystyczny—np. prosta (og6lnie krzywa) regresji jest modelem stat.
okreslajacym zalezno$¢ miedzy dwoma cechami, niekoniecznie zwigzanymi
przyczynowo-skutkowo, podobny charakter ma linia trendu liniowego
uzyskana metodg najmniejszych kwadratéw,

@ model symulacyjny (albo komputerowy)—np. model agentowy tzn.
algorytm, ktéry tworzy w pamieci komputera wirtualng populacje komoérek
wedtug przyjetych zasad rozwoju,

@ model matematyczny—np. rownanie rekurencyjne okres$lajace stan
populacji w k-tym sezonie w zaleznosci od stanu w sezonie k — 1, albo
model okreslajgcy prawdopodobienstwo wystgpienia mutacji w danym
fragmencie DNA w ustalonym przedziale czasu.
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Modele matematyczne

Uptyw czasu w modelu mozna reprezentowac:
@ dyskretnie za pomoca zbioru liczb naturalnych odpowiadajgcych
wybranym chwilom czasu;
@ w sposéb cigglty za pomoca zbioru liczb rzeczywistych.

Oba typy modeli spotykamy w ekologii, genetyce populacyjnej, kinetyce
reakcji chemicznych, fizjologii.
Modele moga by¢

@ deterministyczne — okreslajg (Sredni) stan jakiegos uktadu w czasie,

@ losowe (stochastyczne) — okreslajg rozklady prawdopodobienstwa,
ze dany ukfad znajdzie si¢ w danym stanie.

Dobrze sprecyzowany model stanowi przedmiot badan matematycznych. J

Dowodzi sie twierdzenia charakteryzujgce wtasnosci modelu.
W szczeg6lnosci trzeba stwierdzi¢, czy nie jest on wewnetrznie
sprzeczny(np. czy rozwigzania uzytego réwnania w ogéle istniejg itp.).
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Weryfikacja modelu

Waznym zagadnieniem jest weryfikacja modelu, czyli poréwnanie tego co
on przewiduje z rzeczywistoscia.

Jest to o wiele trudniejsze w przypadku modeli biologicznych niz np.
w fizyce, ze wzgledu na nieporéwnywalnie wigkszy stopien ztozonosci
uktadow biologicznych i ich naturalng zmienno$¢.

Z tego powodu modelujgc procesy biologiczne nie nalezy liczy¢ na to, ze
mozna przewidzie¢ przebieg zdarzen z doktadnoscig poréwnywalng z ta,
ktorg osiaga sie w fizyce lub technice.

W przypadku modeli biologicznych mozna byé zadowolonym nawet gdy
model matematyczny przewiduje tylko cze$é cech uktadu rzeczywistego,
np. pewne cechy jakosciowe typu wzrost, spadek, okresowo$¢, ale jest
niedoktadny pod wzgledem ilosciowym.
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@ Nie ma idealnego modelu danego fragmentu rzeczywistosci.

@ Czesto istotnie r6zne modele opisujg ten sam fragment
rzeczywistosci opierajgc sie na réznych zatozeniach.

@ Modele sie poprawia lub nawet odrzuca.

Zasada falsyfikowalnosci (Karl Popper (1902-1994))

Kazdy model lub teoria naukowa w obrebie nauk przyrodniczych winny
by¢ tak sformutowane, aby cho¢by teoretycznie mozliwe byto ich
obalenie, czyli falsyfikacja.

Jest to bardzo wazny postulat, ale w praktyce czesto trudno go spetnié.
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Modele populacyjne

Zajmiemy sie najpierw podstawowymi modelami opisujgcymi zmiany
zageszczen populaciji.
Przez zageszczenie populaciji rozumie sig liczbe osobnikow

wystepujacych na obszarze o jednostkowej powierzchni (np. 1 km?, 1 m?)
lub w obszarze o jednostkowej objetosci (np. 1 m3, 1 litr).

Zageszczenie jest miarg liczebnosci populacji w danym momencie.

Zageszczenie jest dobrze charakteryzuje populacje, o ile rozmieszczenie
osobnikéw w przestrzeni jest wzglednie rownomierne.

Dzieje sie tak wtedy, gdy ewentualny lokalny wzrost lub spadek liczebnosci
jest szybko wyréwnywany na skutek przemieszczania sie osobnikéw.

Przez stan populacji w danej chwili rozumie¢ bedziemy jej zageszczenie
w danej chwili.
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Rozwazmy najpierw modele z czasem dyskretnym

@ Interesuje nas stan populacji tylko w wyr6znionych momentach (np.
co roku pod koniec sezonu legowego) ty, t1 ,to, ... , t ... w réwnych
odstepach czasowych wyznaczonych przez krok czasowy At, czyli

dla dowolnego k > 1,
tky1 — tk = At
@ dla uproszczenia pomijamy strukture populacji, np. strukture wieku,
pici etc.,

Oznaczajac przez Nk stan populacji w momencie fx (np. w sezonie k)
i przez Ny stan poczatkowy, otrzymujemy zalezno$¢ postaci

Nk+1 = Nk + F(Nk),
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Funkcja F = F(N) opisuje przyrost populacji uwzgledniajac takie czynniki
jak: $miertelno$¢, reprodukeje, imigracje i emigracje. Przyjmujac zatozenie,
ze reprodukcja i $miertelno$¢ nie zmieniajg sie z sezonu na sezon i nie zalezg od
zageszczenia populacji w danym sezonie otrzymamy w podstawowym modelu
liniowym opisujgcym zmiany liczebnosci populacji mamy

F(N) = RN = (Rp, — Rqy)N,
gdzie

@ R, — wspodtczynnik reprodukcji okreslony jako liczba potomkéw, ktére
przezyly sezon, wydanych przez jednego osobnika,

@ Ry — wspodtczynnik Smiertelnosci okreslajacy odsetek osobnikéw, ktére nie
przezyty sezonu.

Poréwnajmy ten ogélny schemat z rozwazanym na wcze$niejszych zajeciach
modelem wzrostu populacji ptakéw

Nii1 = S(1 + I’o)Nk = N + srgNk — (1 — S)Nk,

gdzie ry to liczba potomkéw per capita, a s przezywalno$¢.
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Przez R oznaczymy wspétczynnik wzrostu populacji per capita (czyli na
jednego osobnika) bedacy réznicg pomiedzy Ry i Smiertelnoscia Ry. J

Po przeksztatceniu widzimy, ze wspotczynnik wzrostu populacji mozna
wyrazi¢ za pomoca standéw populaciji jako

_ Niar — Ne

R
Ni ’

dla kazdego k > 1.

Powyzszy model mozna tatwo rozszerzy¢ uwzgledniajgc state w czasie
tempo imigracji, opisywane przez wspétczynnik R; oraz tempo emigracji ze
wspotczynnikiem R. Wtedy

R=R, — Ry + R — Re.
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Jesli reprodukcija przebiega w sposéb ciggty, tzn. osobniki mtode
przychodzg na $wiat przez caty rok, nalezy raczej przyjag¢ model z czasem
ciggtym. Prowadzi to do wykorzystania réwnan rézniczkowych.

Nie jest to jednak reguta, takze wtedy mozna postuzy¢ sie modelem

z czasem dyskretnym, w ktérym wspotczynniki Ry i Ry sa wielkosciami
usrednionymi po catym kroku czasowym At.

Nie ma niestety prostej zaleznosci miedzy modelami z czasem ciggtym

i modelami z czasem dyskretnym, a niekiedy r6znice w przewidywaniach

otrzymanych za pomocg obu modeli na dtugich przedziatach czasu moga
by¢ znaczne.
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Model z czasem ciggtym

Przez N(t) oznaczmy zageszczenie populacji w chwili t.
Ustalmy mate At > 0. Przyrost populacji per capita w czasie A jest
proporcjonalny do czasu At ze wspétczynnikiem proporcjonalnosci r, czyli
N _
(t+ At) — N(t) AL
N(t)
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Teraz dzielimy stronami przez At

N(t+At)—N(1)
At

NG

Matematyka dla biologow Zajecia 9. 25 listopada 2024 11/26



Model z czasem ciggtym

Przez N(t) oznaczmy zageszczenie populacji w chwili t.

Ustalmy mate At > 0. Przyrost populacji per capita w czasie A jest
proporcjonalny do czasu At ze wspétczynnikiem proporcjonalnosci r, czyli

N(t+ At) — N(t)

=r- At
N(t) '
Teraz dzielimy stronami przez At
N(t+At)—N(t) dN(t) dN
At At—0 dt (1)
N(t) ' " OND T a "N

Przechodzac z At po lewej stronie otrzymujemy pochodna funkcji N(t)
w chwili t i ostatecznie otrzymujemy réwnanie rézniczkowe.
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Model z czasem ciggtym

Czyli przyrost populacji w chwili t jest opisywany przez réwnanie
rézniczkowe: oN ()
N(t) = ——
()=~
Przyjmujemy tez, ze zageszczenie populacji w jakiej$ ustalonej chwili
t = to rowne jest

= rN(t). (*)

N(to) = No. (**)

W ten sposob zadajemy warunek poczatkowy dla réwnania
rézniczkowego (x).

W réwnaniu rézniczkowym (x) z warunkiem poczatkowym (xx) szukamy
funkciji, ktéra bedzie okreslona na odcinku zawierajgcym to, takiej ze
spetnia rébwnanie (x) oraz jej warto$¢ w f jest réwna Np.
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Roéwnanie Malthusa

Roéwnanie

. aN(t
) = S0 < ), N(o) = o ()
jest podstawowym liniowym réwnaniem rézniczkowym opisujgcym zmiany
zageszczen populacji w czasie ciggtym.

Roéwnanie to zwane jest rownaniem Malthusa (Thomas Malthus —
angielski ekonomista — zyt na przetomie XVIII w. i XIX w. i prowadzit
badania z pogranicza ekonomii i socjologii).

Wspétczynnik r nazywany jest wspoétczynnikiem wzrostu populacii lub
wspoétczynnikiem wewnetrznego tempa wzrostu populacii.

Wspétczynniki wzrostu: R w modelu z czasem dyskretnym i r w modelu
z czasem ciggtym, cho¢ petnig podobna role nie sg sobie réwne.
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Wspotczynnik r moze by¢ dodatni badz ujemny i podobnie jak
w przypadku modelu z czasem dyskretnym przedstawia sie jako réznica

r=1rp—1rq

gdzie rp uwzglednia jedynie liczbe potomkéw przychodzgcych na $wiat
w jednostce czasu i pochodzacych $rednio od jednego osobnika, a ry
liczbe ,,zgonow” przypadajgcych w jednostce czasu na jednego osobnika.

Wspotczynnik r wyraza sie w jednostkach [1/czas].

Jesli zageszczenie wyrazamy w jednostkach [liczba osobnikow/(litr)],

a czas w godzinach, to po lewej stronie rownania mamy jednostki [liczba
osobnikéw/(godz. x litr]. Stad wynika, ze r wyraza sie w jednostce
[1/(godz.) ]
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Rozwigzanie rownania Malthusa

Dzielimy obie strony réwnania Malthusa przez N(t) i catkujemy od fp do T.
Dostajemy wtedy

t;%dt:/t; %(InN(t))dtz/tOTrdt:r(T_to%

czyli
INN(T) —InNo = r(T — to),

i ostatecznie, wracajac do typowego oznaczenia zmiennej czasu literg t,
otrzymujemy rozwigzanie

N(t) = Noe'™™®) dla teR.
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Réwnania rézniczkowe pojawiajg si¢ we wszystkich naukach
przyrodniczych.

W biologii modele oparte o rownania rézniczkowe pojawiajg sie na
wszystkich poziomach organizacji materii biologicznej od
subkomérkowego po ekologiczny.

Roéwnanie rézniczkowe przedstawia sposob w jaki stan danego procesu
w danej chwili wptywa na tempo jego zmian (wyrazone za pomoca
pochodnej).

Na przyktad: w réwnaniu Malthusa tempo zmiany zageszczenia jest

w kazdej chwili wprost proporcjonalne do zageszczenia populacji. Im
wigksza populacja tym, proporcjonalnie, wigksza (lub tym mniejsza)
szybko$¢ zmian jej zageszczen.
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Jakosciowe wtasnosci rozwigzan réwnan rézniczkowych

Podstawowe wtasnos$ci réwnan rézniczkowych

x(t) = f(x(1)), (x)

@ Rozwigzaniem réwnania (%) jest funkcja, ktéra po wstawieniu za x
spetnia to réwnanie. Najczesciej do rownania rézniczkowego dotgcza
sie warunek poczatkowy np. x(ty) = xo. Wtedy otrzymujemy tzw.
zagadnienie poczatkowe polegajgce na okresleniu takiej funkcji, ktéra
spetnia réwnanie rézniczkowe i w chwili t = ty przyjmuje warto$¢ xg.

@ Przewaznie nie umiemy znalez¢ wzoru (formuty) na rozwigzanie
réwnania (%), oczywiscie poza specjalnymi klasami réwnan takimi jak
réwnania liniowe i niektére rownania nieliniowe .
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Jakosciowe wtasnosci rozwigzan réwnan rézniczkowych

Stabilno$¢ punktu stacjonarnego

Punktem stacjonarnym réwnania (x) nazywamy taki punkt x, Zze jesli
x(0) = X, to wéwczas x(t) = x dla wszystkich t > 0. Zatem punkt
stacjonarny spetnia réwnanie 0 = f(x). Rzeczywiscie, jesli x(t) = X dla
wszystkicht € R, to x(t) = 0 = f(x(t)).

Punkt stacjonarny réwnania rézniczkowego (x) jest lokalnie
asymptotycznie stabilny jesli istnieje takie otoczenie tego punktu, Zze
rozwigzanie startujgce z dowolnego punktu z tego otoczenia zbiega w
granicy do tego stanu stacjonarnego.
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Jakosciowe wtasnosci rozwigzan réwnan rézniczkowych

Jak okresli¢ zachowanie rozwigzan na podstawie

wykresu funkcji f?

Portret fazowy Wykres rozwigzan
x =[f(x)  niestabilny x(t)
l % >
\ T %
)_(1 . )_(2 u ~ \
N ]| =
lokalnie //—

asymptotycznie stabilny i

v

x(0) € (0, x1) = x(t) ro$nie do X
x(0) € (X1, X2) = x(t) maleje do Xy
x(0) € (X2, X3) = x(t) ro$nie do X3
x(0) > X3 = x(t) maleje do X3
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Jakosciowe wtasnosci rozwigzan réwnan rézniczkowych

Jak analitycznie zbadac¢ stabilno$¢ punktéw

stacjonarnych?

e Jezeli f'(X) < 0, to woéwczas punkt stacjonarny X jest lokalnie
asymptotycznie stabilny;

@ Jezeli f'(x) > 0, to woéwczas punkt stacjonarny X jest niestabilny;

o Jezeli f'(x) = 0, to metoda nie rozstrzyga stabilnosci punktu
stacjonarnego.
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Model logistyczny
Rownanie logistyczne

Tak jak w przypadku modelu z czasem dyskretnym, liniowy model wzrostu
(model Mathusa) nie uwzglednia ograniczen srodowiskowych

(np. ograniczonej iloéci pokarmu).
Uwzglednienie czynnikow zageszczeniozaleznych

Przyjmijmy, ze wspétczynnik wzrostu populacji jest proporcjonalny do
zasobo6w Srodowiskowych, ktére maleja wraz ze wzrostem liczebnosci
populacii, czyli zatozymy, ze r = F(N) jest funkcja malejaca.

Woweczas przyrost per capita wynosi
% =F(N(t)) = N(t) = F(N(t))N(t).

Przyjmujemy 7(N) = r (1 — N/K) i otrzymujemy

rownanie logistyczne (lub réwnanie Verhulsta)

N(t) = r N(1) (1 - @) .
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Model logistyczny

Wiasciwosci réwnania logistycznego

Rownanie logistyczne z czasem ciggtym (Verhulsta)

N(t) = r N(1) <1 _ %) .

Postaé te zaproponowat ok. 1840 roku Verhulst (Pierre F. Verhulst
(1804-1849)). Parametr K nosi nazwe pojemnosci srodowiska i rowny jest
zageszczeniu populacji, przy ktérym tempo wzrostu populacji spada do
zera. Jest to zarazem maksymalne zageszczenie populacji wyznaczone
przez wielkosS¢ zasobéw siedliska.

Alternatywne wyprowadzenie polega na uzupetnieniu rownania Malthusa
o sktadnik aN wyrazajacy wzrost $miertelno$ci proporcjonalny do
zageszczenia :

N(t) = (r — aN(£))N(t) = rN(E)(1 — %N)

wtedy K = L.
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Model logistyczny
Wtasnosci rownania logistycznego

Roéwnanie logistyczne z czasem ciggtym (Verhulsta)

N(t) = r N(1) (1 _ %) .

Gdy wielko$¢ N jest stosunkowo mata, to wyrazenie w nawiasie jest
bliskie 1 i wtedy wzrost populaciji jest poréwnywalny do wzrostu

w réwnaniu Malthusa (parametr r petni tu te sama role co w réwnaniu
Malthusa).

Gdy N jest bliskie K, to wyrazenie w nawiasie zbliza sie do zera catkowicie
redukujgc tempo wzrostu populaciji.

N Jesli Ny € (0, K), to rozwigzanie jest funkcja rosnaca
dazacg do K.
Jesli Np > K, to rozwigzanie jest funkcja malejaca do K.
Jesli Np = 0 lub Ny = K, to funkcje state w czasie

N N(t)=0dlat > 0oraz N(t) =K dlat > 0sa

K
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Model logistyczny

Wtasnosci rownania logistycznego

Mozna znalez¢ wzér na rozwigzanie réwnania logistycznego!
1
N(t) = dla teR.
( ) K-1+ e—rt(No—1 _ K—1)

Dla wszystkich Ny > 0 mamy t "T N(t) = K, zatem stan stacjonarny
——+00

N = K jest globalnie asymptotycznie stabilny.

Funkcja N(t) wzrasta/maleje asymptotycznie do K (to znaczy zbliza sie
do K, gdy t — +o0, nigdy nie osiggajac tego stanu!). Warto wspomnie¢
0 jeszcze jednej ciekawej wiasnosci.

Zrézniczkujmy réwnanie logistyczne wzgledem czasu.
N(t r . . 2
N(t) = rN(t) ( ( )> — RN(t)N(t) = rN(t) (1 — RNU)> .

Druga pochodna rozwigzania N(t) zeruje sie zawsze w takiej chwili t, ze
K

N(t) = —.
(=7
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Model logistyczny
Krzywa logistyczna

Rozwigzanie przyjmujace wartosci w przedziale (0, K) jest funkcja
rosnaca. Zatem druga pochodna zeruje sie tylko gdy Ny € (0, g).
Kazde rozwigzanie startujace z przedziatu (0, g) rosnie w spos6b wypukty
az do punktu przegiecia (N = 0), gdy zageszczenie osigga potowe
pojemnosci siedliska. Potem rosnie coraz wolniej (jest funkcja wklesta).
Wykres tej funkcji ma charakterystyczny ksztatt przypominajacy
rozciggnieta litere S. Te krzywa nazywa sie krzywag logistyczna.

K
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Model logistyczny

Krzywa logistyczna jest bardzo czesto wykorzystywana do modelowania
efektu wysycenia, matematycznie ujetego jako asymptotyczne zblizanie
sie do granicy.

Rozwigzania startujgce z przedziatu (% , K) sa funkcjami wklestymi (nie
maja punktéw przegiecia).

Rozwigzanie z warunkiem poczatkowym Ny € (K, +00) moze odpowiadac
pojawieniu sie (np. introdukcji) jakiego$ gatunku, np. na wyspie, w sytuacii
gdy liczebno$é poczatkowa przekracza pojemnosé¢ siedliska.

Wtedy zageszczenie populaciji maleje w czasie zbiegajgc asymptotycznie
do K.

Jakie by nie byto poczatkowe zageszczenie populacii (na ogét trudne do
precyzyjnego ustalenia), zbiega ono w czasie do jedynego zageszczenia
K, co w praktyce oznacza, ze predzej czy pdzniej zageszczenie populacii
osiagnie wartosci dowolnie bliskie K.
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