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Podstawy analizy matematycznej

Przypomnienie: funkcja pierwotna

Niech F: D — R, gdzie D to odcinek otwarty lub cata prosta R).

Jezeli w kazdym punkcie x € D istnieje pochodna funkcji F, to funkcji F
mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé funkcje pochodng

f=F :D—R.

Odwrotnie, danej funkcji f mozna przyporzadkowac¢ funkcje F, taka ze
F’ = f. Funkcja F jest okreslona jednoznacznie z doktadnoécia do statej,
gdyz wtedy dla dowolnej statej ¢

(F(x)+¢) = f(x).

Funkcje F : D — R, takg ze F' = f nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f.
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Podstawy analizy matematycznej
Podstawowe wzory

° /(f(x)+g(x))dx: /f(x)dx+/g(x)dx
° /(f(x) —g(x))dx = /f(x)dx—/g(x)dx
o dla kazdej a € R zachodzi /(af(x)) dx = a/f(x)dx
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Catka oznaczona funkcji f : [a, b] — R w granicach od a do b nazywamy

liczbe

b

/ f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)
a

gazie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f.

Przyktad

2 1 1
dx = — 4
/1 X X = 4.X

1
—_ — . 4 —_ . 4 _—— = et
1_42 R 4 10-4=3%
OkresImy funkcje gérnej granicy catkowania
X
X »—>/ f(s)ds.
a

Wiedy 4 d
a/a f(s)ds = (F(x) — F(a)) = f(x).
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Przy obliczaniu catek czesto wykorzystuje sie nastepujaca wtasnosc.

Niech F bedzie funkcja pierwotng do f : [x1 , xo] — R. Rozpatrzmy funkcje
ztozong g(x) = f(ax + b), gdzie a i b to pewne state.

Funkcjg pierwotng do g jest funkcja G(x) = 1 F(ax + b), a zatem

~a

/sz g(x)dx = /Xz f(ax + b)dx = ;(F(axz + b) — F(ax; + b)).

1 X1

Przyktady
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Podstawowe wtasnosci catki oznaczonej

c b b
edlaa<c<hb mamy/ f(s)ds +/ f(s)ds = / f(s)ds bo
a o a

/?@ms+/%@wyzHQ—Fgmem—F@»:

b
=Hm—ma:/ngw
a
o Jedli « jest dowolng liczbg i g pewna funkcja ciggta, to
b b b
/ (f(s)+ag(s))ds:/ f(s)ds+/ ag(s)ds =
a a a
b b
:/ f(s)ds+a/ g(s)ds.
a a

Pierwsza wtasnos$¢ sugeruje, ze definicje catki oznaczonej mozna
rozszerzy¢ na funkcje kawatkami ciggte moéwiagc, ze catka z funkcji
kawatkami ciggtej jest suma catek obliczonych na przedziatach ciggtosci

funkgiji.
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Catka oznaczona jako pole obszaru pod wykresem

funkciji

y
1 15" A 1 1 :
/()xdx_§x0_§-1—§-0—§ N E
Y |
Wartos¢ tej catki jest rowna polu trojkata 3 E
prostokatnego wyznaczonego przez o$ / ! xdx |
poziomg uktadu wspotrzednych i wykres 0 :
funkcji f(x) = x. E
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Co to jest pole figury?

W szkole uczymy sie wzordw okreslajgcych pola roznych figur
regularnych: prostokatéw, tréjkatow, kot itd. Ale jak okresli¢ pole figury o
nieregularnym ksztatcie? Skoro nie mamy watpliwoséi co to jest pole
prostokata to

przez pole figury mozna rozumie¢ liczbe réwng sumie (na ogét
nieskonczonej) liczby wszystkich p6l prostokatéw zawartych catkowicie
w tej figurze rozmieszczonych tak, Ze moga one mieé¢ wspdlne jedynie
fragmenty swoich krawedzi.

Oczywiscie im doktadniej chcemy pokry¢ zbiér prostokatami, tym
mniejszych prostokatéw musimy uzy¢.
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Pole trojkata prostokatnego przyblizamy za pomocg sumy pol kwadratow
zawartych w trojkacie. Im doktadniejsze przyblizenie, tym mniejsze musza
by¢ kwadraty wypetniajgce w sumie tréjkat, ale zadna skonczona liczba
kwadratow nie wystarczy do catkowitego pokrycia tréjkata.
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Pole figury ograniczonej wykresem funkcji i osig x-6w

Rozpatrujemy najpierw przypadek szczegélny caftki z funkcji
monotonicznej. W najprostszy sposdb ukazuje on zwigzek pomiedzy
polem pod wykresem funkcji i jej catka oznaczona.

Funkcja f : [a, b] — R — ciagta, niemalejaca i nieujemna.

Dla x € [a, b] — P(x) pole figury ograniczonej od h .
géry przez wykres funkcji od punktu (a, f(a)) do
punktu (x, f(x)) i od dotu przez o$ x-6w.
Wtedy dia h > 0, takiego ze x + h € [a, b] ff
f(x

hf(x) < P(x + h) — P(x) < hf(x + h) URNE

i dzielac stronami przez h dostajemy P(x)
P(x+h)—P
f(x) < (X+/3 (X)<f(x+h). a XX+h b
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Przechodzac do granicy z h — 0 i korzystajac z definicji ciggtosci i definiciji
pochodnej otrzymujemy P’(x) = f(x) wigc P jest funkcja pierwotna f,
a zatem

X
/ f(s)ds = P(x) — P(a) = P(x),
a
gdyz P(a) = 0 z definicji P.
Pole figury ograniczonej wykresem funkcji i osig x wynosi

P(b) = /a * H(s)ds .

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla funkcji nieujemnej
i nierosnacej lub nieujemnej i kawatkami monotoniczne;j.
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Sa jednak funkcje ciggte na odcinku o do$¢ skomplikowanym przebiegu
(np. sinusoida warszawska, albo funkcja Weirstrassa), ktérych catkowanie
trzeba oprze¢ na przejsciu granicznym sumy p6l prostokgtéw (tzw. sumy
Riemanna) przyblizajgcych pole figury pod wykresem funkcji. Mozna
udowodnié¢, ze

Stwierdzenie
Pole P figury pomiedzy wykresem dowolnej funkcji ciggtej i nieujemnej

b
f:[a,b] — R iosig x-6w jest réwne calce oznaczonej / f(x)dx.
a
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Podstawy analizy matematycznej Catka oznaczona, pole obszaru

Wartos¢ $rednia funkciji

Definicja
WartosScia Srednig funkcji f : [a, b] — R nazywamy liczbe

4 b
f= b—a/a f(x)dx .

Przyktad z poprzedniego wyktadu

Samoch6d porusza sie po prostej startujgc w chwili t = 0 z punktu xg

z predkoscig v(t)[F]. W chwili t = T potozenie samochodu wynosi
x(T)=x0+ foT v(t)dt[m], gdyz funkcja okreslajaca potozenie
(wspotrzedng) samochodu jest funkcjg pierwotng do funkcji okreslajace;
predkosé samochodu. Warto$é $rednia funkciji okreslajacej predkosc

samochodu to 1 /T m
V== t)dt [—
V=7 [ viet 1),

czyli X(T) — xo
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Podstawy analizy matematycznej Catka niewtasciwa

Catki niewtasciwe

Rozwazymy teraz catki z funkcji okreslonych na przedziatach
nieograniczonych typu [a , +o0) lub (—o0, a], lub (—oo , +00).

Niech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f i zatézmy, ze istnieje granica
lim F(x). Poniewaz

X—+00
/X f(s)ds = F(x) — F(a), to

Definicja

Catka niewtasciwa funkcji f na odcinku [a, +00) nazywa sie liczbe
+oo
f = lim F(x)— F(a).
| H(e)ds = lim_F(x)~ F(a)
Catka niewtasciwa funkcji f na odcinku (—oo, a] nazywa sie liczbe

/_ " i(s)ds = F(a) — lim_F(x).
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Podstawy analizy matematycznej Catka niewtasciwa

@ Granica funkgji limy_ ~ F(x) moze nie istnie¢ — odpowiednia catka
niewtasciwa nie jest wtedy okreslona.

Funkcja pierwotna funkcji f(x) = cos x jest F(x) = sin x. Nie istnieja

lim sinx i lim sinx,
X——+00 X——00

zatem zadna z catek niewtasciwych nie jest okreslona.

@ Jesli limy_,; » F(x) = o0, to méwimy, Ze catka jest rozbiezna do
+oo.

Funkcja pierwotng funkgji f(x) = 2x jest F(x) = x2, oraz

o0
im x2 = +o0. Dlatego méwimy, ze / x dx jest rozbiezna do
d o0 a

—+o00.
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Podstawy analizy matematycznej Catka niewtasciwa

Jesli f(x) > 0 dla x > a, to funkcja pierwotna F jest funkcja niemalejaca
(bo F'(x) = f(x) > 0), wiec granica limy_ .~ F(x) jest albo liczbg
dodatnia, albo catka jest rozbiezna do +oc.

Przyktad:
oo —S li —X —1 —1
/1 e °ds = XJTM(—e )—(—e )=€e"";
+oo 4 1 1 1
—ds = i - = 1;
/1 sadS xJToo<(1—a)xa1> 1-a a-13""

+00 1
/ —ds= Ilim Inx—1In1=+4o00.
1

S X——+00

W powyzszych przyktadach funkcje podcatkowe sg dodatnie i malejg do 0.

1 : .
Funkcja — maleje do zera na tyle wolno wraz ze wzrostem x, ze pole

obszaru pomiedzy wykresem tej funkcii i osig x jest nieskonczone,

w odréznieniu od dwdch pozostatych funkgji.
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Podstawy analizy matematycznej Catka niewtasciwa

“+o00
Jesli f(x) > 0dlax € R, to catke / f(x)dx definiuje sig jako sume
+o00o a +o00o
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx , (*)
—0o0 —0o0 a
gdzie a € R jest dowolng liczbg. Ta definicja nie zalezy od wyboru a.
Rozpisujgc prawa strone (x) dostajemy, po uproszczeniu,
+o0o
/ f)dx = lim F(x)~ lim_F(x).

—00 X——+00

PowyZsza catka jest albo liczbg dodatnig, albo jest rozbiezna do +oc.
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