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Podstawy analizy matematycznej
Pochodna funkcji — przypomnienie

Dzieki pochodnej mozna okresli¢ czy funkcja ros$nie czy maleje

@ jesli pochodna jest ujemna (f'(x) < 0), to funkcja maleje
@ jesli pochodna jest dodatnia (f'(x) > 0), to funkcja ro$nie

Pochodna a wyznaczanie ekstreméw funkgciji
Minimum lub maksimum funkcji f w X = f'(xo) = 0.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Wypuktos¢ i wklestosé funkeji definiuje sie geometrycznie, odnoszac sie

do prostych bedacych siecznymi wykresu funkgciji.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja jest scisle wypukta, jesli odcinek taczacy dwa dowolne rézne
punkty wykresu funkcji lezy w catosci (poza koricami) ponad wykresem
funkcji. Funkcja jest wypukta, jesli odcinek tgczacy dwa dowolne rézne
punkty wykresu funkcji lezy ponad wykresem lub ma punkty z nim
wspdlne.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja jest scisle wklesta, jesli odcinek tgczgcy dwa dowolne rézne
punkty wykresu funkcji lezy w catosci (poza koricami) pod wykresem
funkcji. Funkcja jest wklesta, jesli odcinek taczgcy dwa dowolne rézne
punkty wykresu funkcji lezy pod wykresem lub ma punkty z nim wspdline.

Zwroémy uwage, ze kazda funkcja liniowa jest zarazem wklesta i wypukta,
nie jest jednak ani Scisle wypukta, ani Scisle wklesta.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Punkt przegigcia

Punkt p dziedziny funkcji nazywamy punktem przegiecia, jesli na pewnym
odcinku, ktérego prawym koricem jest p, funkcja jest scisle wypukta (odp.
wklesta) i na pewnym odcinku, ktérego lewym koncem jest p, funkcja jest
Scisle wklesta (odp. wypukta).
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Wypuktos¢ i znak drugiej pochodnej

Zaloézmy, ze f istnieje. Zamiast dowodu poczynimy nastepujace
obserwacje:

@ jesli f jest Scisle wypukta to na podzbiorze dziedziny gdzie jest
rosnaca jej pochodna rosnie wraz ze wzrostem argumentu (prosta
styczna jest coraz bardziej pionowa), a wiec f > 0. Z drugiej strony
tam gdzie f jest malejaca jej pochodna rosnie przyjmujac ujemne
warto$ci (prosta styczna jest coraz bardziej pozioma) a wiec wtedy
takze f > 0.

o jesli f jest Scisle wklesta to na podzbiorze dziedziny gdzie jest
rosngca ma ona pochodng malejgcg, a wiec f" < 0. Tam za$ gdzie f
jest malejaca ma pochodna malejaca przyjmujac ujemne wartosci, a
wiec takze wtedy f < 0.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Wypuktos¢ i znak drugiej pochodnej

Wypuktos¢ (wklestos€) funkceji mozna scharakteryzowac poprzez znak jej
drugiej pochodne;.

Twierdzenie

Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna.

@ Funkcja f jest wypukta na odcinku (a1, b1) C (a,b) w.t.w. gdy
f’(x) > 0 dla x € (a1, by).

@ Funkcja f jest wklesta na odcinku (a1, b)) C (a,b) w.t.w. gdy
f'(x) < 0dlax € (a1, by).

@ Punktp € (a,b) jest punktem przegiecia w.t.w. gdy f’(p) = 0 i f’(x)
zmienia znak w punkcie p.

W przypadku ostrych nieréwnosci f/(x) > 0 (f’(x) < 0) mamy $cista
wypukto$¢ lub odpowiednio Scistg wklestosé.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja wypukta/wklesta -podsumowanie

Funkcja $cisle wypukta Funkcja (Scisle) wklesta

@ Funkcja roénie coraz szybciej @ Funkcja maleje coraz szybciej
(maleje coraz wolniej). (ro$nie coraz wolniej).

@ Odcinki fgczace punkty wykresu @ Odcinki fgczace punkty wykresu
lezg nad wykresem funkgciji. lezg pod wykresem funkciji.

@ Pochodna funkcji jest rosnaca. @ Pochodna funkcji jest malejaca.

@ Druga pochodna funkgji jest @ Druga pochodna funkcji jest
dodatnia. ujemna.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja f(x) = x? dla x € R.

Jest to funkcja wypukta i //(x) = 2 > 0 dla y=2
x € R.
Podobnie funkcja g(x) = —x? jest wklgsta
ig'(x)=—-2<0dlaxeR.
X
y=x°

Funkcja f(x) = x® dla x € R.

Punkt x = 0 jest punktem przegiecia, gdyz
f"(x) = 6xoraz f"(0) =0idlax <0 X
funkcja jest wklesta (f’(x) < 0), adla
x > 0 — wypukta (f"(x) > 0).

y = 6x
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Stwierdzenie

Przyjmijmy, ze funkcja f : (a,b) — R jest réZniczkowalna w otoczeniu
punktu xo € (a, b) iistnieje " (xo).

@ Jeslif'(xo) = 01if"(xo) > 0, to f ma minimum lokalne w xq.

o Jeslif'(xo) = 0if"(x0) <0, to f ma maksimum lokalne w xq.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Dowdd (dla zainteresowanych)

Przypadek pierwszy (drugi dowodzi si¢ tak samo). Druga pochodna
funkcji f w punkcie xp jest granicg ilorazu réznicowego pierwsze;j
pochodnej w tym punkcie.
f'(x) — f(xo) f'(x)
X=X X — X

/! I H ! _ I H
o<f (XO)_xmo—x—xo _[bof(xo)_o] = lim

Zatem dla x z dostatecznie matego otoczenia xq oraz:

@ dla x > xo mamy f'(x) >0
e dlax < xp, f(x) <0.

W otoczeniu punktu xo funkcja maleje na lewo od Xy i ro$nie na prawo od
Xo, zatem w xg jest minimum lokalne.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja Hilla

Pojawia sie w réznych dziedzinach biologii od ekologii po biochemie.

X
H =m———dax>0,
h(X) P a x

gdzie m, a to pewne state dodatnie i n > 1 nazywamy wspoéiczynnikiem
Hilla.

Zbadamy jak zmienia sie wykres tej funkcji przy zmianie parametru n.

Zauwazmy, ze Hp(0) = 0 dla kazdego n > 1 oraz ze po podzieleniu
licznika i mianownika przez x" otrzymamy
1
Ho(x) =m———,
00 =My
zatem m
li = = —.
im Hn(x) =m, H(a) 5
Parametr a nosi nazwe statej potowicznego nasycenia.
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Otrzymujemy
nyn—1
H(x) = m na"x "

Hy(x) =

nma"x"2((n—1)a" — (n+ 1)x")
(an + Xn)27 n :

(an + Xn)S

Czyli funkcja Hy, jest rosngca dla n > 1 idla n > 2 ma punkt przegiecia

n/ N — .o
Xp=a , taki ze H"(x,) = 0.
Mp---mmmmmee oo N
o7 n= n=1
m
2 |
a X
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Podstawy analizy matematycznej Funkcja wypukta, funkcja wklesta

Funkcja Hilla

Tego typu funkcje opisujg efekt saturacji (wysycenia) wystepujacy w wielu
zagadnieniach biologicznych. Dla n = 1 funkcja Hy bywa nazywana
funkcja typu Michaelisa-Menten (Leonor Michaelis (1875-1949), Maud
Menten (1879-1960)). W biochemii opisuje ona tempo pewnego typu
reakcji enzymatyczne;.

Jesli przez x oznaczymy stezenie substratu, to H;(x) okresla tempo
tworzenia sie produktu. Charakterystyczng cechg reakcji enzymatycznych
jest to, ze ze wzgledu na ograniczone tempo tworzenia sie kompleksu
enzym-substrat, tempo produkciji produktu nie moze rosna¢ dowolnie wraz
ze wzrostem stezenia substratu x — nie moze ono przekroczy¢ pewne;j
wartos$ci graniczne;.

Funkcje tego typu pojawiajg sie takze w ekologii jako funkcje opisujace
odpowiedzi funkcjonalne drapieznika na wzrost liczby ofiar.
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Catki — wprowadzenie

Pojecie calki to jedno z najwazniejszych poje¢ matematyki. Zostato ono
wprowadzone (podobnie jak pojecie pochodnej) pod koniec

XVIl w. niezaleznie przez lzaaka Newtona (1642-1727) i Gottfrieda
Leibniza (1646-1716) i byto rozwijane przez nastepne 200 lat.

Calki stosuje sie miedzy innymi do obliczania pél i objetosci figur, a takze

dtugosci krzywych. Za pomocg catek rozwigzuje sie réwnania
rozniczkowe, ktdre stuzg do opisu przebiegu réznych procesow.

Catkowanie jest w pewnym sensie dziataniem odwrotnym do
rozniczkowania.
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Funkcja pierwotna- motywacja fizyczna

Pojazd startuje w chwili t = tp z punktu x(fp) = Xo i porusza sie po prostej

z predkoscia v(t) Jaka droge pokona poruszajac sie do chwili t = T?

Pacjentowi jest podawany dozylnie lek z predkoscia v(t). lle dawek leku
otrzymat pacjent w przedziale czasu [ty , T] jesli w chwili t = t; otrzymat
X(fo) = xo dawek?

W obu przypadkach szukamy takiej funkcji x(t), ze

ox(t) _
Cjt - ‘/(t)
i odpowiedz brzmi
x(T) — x(to) -

Interpretacje funkgcji x(t) w kazdym przypadku pozostawiam stuchaczom.
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Funkcja pierwotna

Niech F: D — R, gdzie D to odcinek otwarty lub cata prosta R).

Jezeli w kazdym punkcie x € D istnieje pochodna funkcji F, to funkcji F
mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé funkcje pochodng

f=F :D—R.

Odwrotnie, danej funkcji f mozna przyporzadkowac¢ funkcje F, taka ze
F’ = f. Funkcja F jest okreslona jednoznacznie z doktadnoécia do statej,
gdyz wtedy dla dowolnej statej ¢

(F(x)+¢) = f(x).

Funkcje F : D — R, takg ze F' = f nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f.
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Catka nieoznaczona

1
f(x) = x, F(x) = éx2 +c
f(x) = cos x, F(x) =sinx+c

1
f(x :Xpa F(x :7)([)—"_1 C, + —1
(x) ()= 73x tep

Catkg nieoznaczong funkcji f nazywamy jej dowolng funkcje pierwotng
i oznaczamy / f(x)dx. Wtedy

/ f(x)dx = F(x) + ¢,

gdzie c jest dowolng statg zas F'(x) = f(x).

Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona to niemal to samo, mimo to
w praktyce uzywa sie jednak obu terminéw.

Funkcije f w tym kontek$cie nazywa sie funkcjg podcatkowa.
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Catka nieoznaczona funkcji 1

1
/—dx:ln|x|—|—c
X

Dla x > 0 mamy

1

I = —

(inx) =~
Dla x < 0 mamy za$ (In(—x))" = -.(—1) = 1 i dlatego mozemy zapisa¢

1
/—dx: In|x| + c.
X

Jesli a jest pewng liczbg (sta’rq) to

/ dx =In|x +al+c.
X+ a
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Catka Funkcja pierwotna, catka nieoznaczona

Podstawowe wzory

° /(f(x)+g(x))dx: /f(x)dx+/g(x)dx

° /(f(x) —g(x))dx = /f(x)dx—/g(x)dx
@ dla kazdej a € R zachodzi /(af(x)) dx = a/f(x)dx

Catkowanie przez czesci

| #60g(9e = 1x)a(x) = [ f60g'(x

Catkowanie przez podstawienie

/ f(g(x))g’(x)dx=[ o ] [ ey
dy = g'(x

v
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Catka Catka oznaczona, pole obszaru

Obliczanie catek funkciji jest duzo trudniejsze niz rézniczkowanie

Nie istnieja ogdlne wzory na catke z iloczynu lub ilorazu funkcji ani na
catke funkcji ztozone;.

Zwykle, aby policzy¢ catke (znalez¢ funkcje pierwotng) trzeba umiejetnie
stosowac dostepne wzory na catkowanie przez czesci i catkowanie przez
podstawienie. Ktory wzér i w jaki sposob zastosowac nie jest oczywiste.
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Catka Catka oznaczona, pole obszaru

Catka oznaczona funkcji f : [a, b] — R w granicach od a do b nazywamy

liczbe

b

/ f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)
a

gazie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f.

Przyktad

2 1 1
dx = — 4
/1 X X = 4.X

1
:—'24——'14 — = &)=
; 4 4 4 16 4 34
OkresImy funkcje gérnej granicy catkowania
X
X / f(s)ds.
a

Wiedy 4 d
a/a f(s)ds = (F(x) — F(a)) = f(x).
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Catka Catka oznaczona, pole obszaru

Przy obliczaniu catek czesto wykorzystuje sie nastepujaca wtasnosc.

Niech F bedzie funkcja pierwotng do f : [x1 , xo] — R. Rozpatrzmy funkcje
ztozong g(x) = f(ax + b), gdzie a i b to pewne state.

Funkcjg pierwotng do g jest funkcja G(x) = 1 F(ax + b), a zatem

~a

/sz g(x)dx = /Xz f(ax + b)dx = ;(F(axz + b) — F(ax; + b)).

1 X1

Przyktady
2 1
S5x+2 4, ' (12 7
/1 e dx = 5 (e e )

1 1 1
= _In[1+2
/01+2de 2n|+x|

1 In3

1 1
§|n3—§|n1 —T

0

v
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Catka Catka oznaczona, pole obszaru

Podstawowe wtasnosci catki oznaczonej

c b b
edlaa<c<hb mamy/ f(s)ds +/ f(s)ds = / f(s)ds bo
a o a

/?@ms+/%@wyzHQ—Fgmem—F@»:

b
=Hm—ma:/ngw
a
o Jedli « jest dowolng liczbg i g pewna funkcja ciggta, to
b b b
/ (f(s)+ag(s))ds:/ f(s)ds+/ ag(s)ds =
a a a
b b
:/ f(s)ds+a/ g(s)ds.
a a

Pierwsza wtasnos$¢ sugeruje, ze definicje catki oznaczonej mozna
rozszerzy¢ na funkcje kawatkami ciggte moéwiagc, ze catka z funkcji
kawatkami ciggtej jest suma catek obliczonych na przedziatach ciggtosci

funkgiji.
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