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Podstawy analizy matematycznej
Analiza matematyczna

Przez kilka wyktadéw bedziemy omawiaé podstawowe pojecia analizy
Gtéwne pojecia analizy to granica funkgiji, ciagtos¢ i pochodna funkcji oraz J
catka.

Sa one niezbedne do konstruowania i analizy modeli matematycznych we
wszystkich naukach przyrodniczych i spotecznych.

Geneza tych poje¢ wywodzi sie z préby opisu zjawisk fizycznych i siega
wieku XVILI.

Tematy:

@ Ciagi i ich granice, szeregi nieskoficzone
© Ciagtosé funkcji, pochodna funkcji i jej zastosowania
© Calka i jej zastosowania
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Dlaczego zajmujemy sie ciagami liczb?

Wyobrazmy sobie, ze sledzimy przebieg jakiego$ procesu, ktérego stan
jest okreslony w ustalonych chwilach czasu np. co minute co godzine co
rok itp. Moze to by¢ stezenie jakiej$ substancji mierzone co godzine albo
stan jakiej$ populacji mierzony co rok. Chwilom czasu przyporzadkowane
sa zatem pewne liczby. Z matematycznego punktu widzenia to jest wtasnie
ciag liczb. Jest wiele powodoéw by rozwazac ciagi o nieskonczone;j liczbie
wyrazéw. Pojawiaja sie naturalne pytania

@ czy ciag jest ograniczony ?
@ czy jest okresowy albo oscylujacy?

@ czy jest liczba do ktérej zblizaja sie wyrazy tego ciagu tzn. czy istnieje
jego granica?
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Po co nam nieskonczonos$c¢?

Skoro wszystko co mozemy zmierzy¢ jest skonczone po co zajmowag sie
nieskonczonoscia. Sa co najmniej dwa ku temu powody:

@ liczby niewymierne takie jak 7 albo /2 maja w zapisie dziesietnym
nieskonczenie wielu cyfr po przecinku i nie da sie tego zredukowaé
bez utraty informacji, mozna je tylko przybliza¢ np. poprzez
odrzucenie cyfr zapisu dziesietnego od pewnego miejsca.

@ jesli interesuje nas przewidywanie stanu do ktérego dazy jakis proces
w dtugiej perspektywie czasowej to wygodnie jest przyjaé, ze czas
dazy do nieskonczonosci i szukac jego granicy, bo sa metody
matematyczne stuzace do’przechodzenia do granicy w
nieskonczonosci” i w konsekwencji pojecie nieskonczonosci staje
sie wygodnym i praktycznym narzedziem.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Ciag liczbowy i jego granica

Ciagiem elementéw z X nazywamy funkcje okreslona na dowolnym
podzbiorze A zbioru liczb naturalnych N o wartosciach w X, czyli:

A >3n—a(n)=apeX.

Zajmiemy sie ciagami nieskonczonymi —tzn. gdy zbiér A ma
nieskonczenie wiele elementéw.

Wyobrazmy sobie, ze wyrazy ciagu reprezentuja stany jakiego$ procesu
fizycznego w kolejnych chwilachn=0,1,2 .. ..

Jezeli stany te przyjmuja z czasem wartosci coraz blizsze pewnego stanu

granicznego, do ktérego proces dazy, to matematyczna idealizacja tego
typu zjawiska jest wtasnie pojecie zbieznosci ciagu do granicy.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

-Def_i-ni(-:ja-l
Element g € X jest granica ciagu {an}32, w.t.w. gdy dla dowolnie
wybranej liczby € > 0 istnieje liczba N, taka ze

lap—g| <e. dla n>N.

Piszemy wtedy
lim a,=g,

n—-o00

i méwimy, ze ciag {an}5°, jest zbiezny/dazy do g.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu
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Dla ey mamy N = 8, natomiast dla ex mamy N = 15.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Jesli z ciagu zbieznego usuniemy dowolna skonczona liczbe wyrazéw, nie
zmieni to granicy ciagu. J

Twierdzenie

Ciag moze mie¢ co najwyzej jedna granice.

Definicja (Rozbieznosc¢ ciagu)

Ciag, ktéry nie ma granicy nazywamy ciagiem rozbieznym
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Ciag okresowy

Definicja (Ciag okresowy, ciag staty)

Ciag {an}52, nazywamy ciagiem okresowym jezeli istnieje liczba T > 2
laka, Ze an+ 1 = a, dla kazdego n > 0. Gdy T = 1 ciag nazywamy
ciagiem statym.

Ciag okresowy jest rozbiezny np. ciag
Cn - (_1)!7

o okresie 2 przyjmuje wartos¢ 1, gdy n jest liczba parzysta oraz —1
w przeciwnym przypadku.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Przyklad
Granica ciagu {an}; > = {1}°] jest 0, co zapisujemy
lim 1 =0.
n—+oco N

By to wykaza¢ wystarczy dla dowolnej liczby £ > 0 znalez¢ N, takie ze dla
n > N zachodzi 1 1

-—0==<c.
n n

1
Kazda liczba N > — spetnia ten warunek Na przyktad dla ¢ = 10
wystarczy wziaé¢ N= 10, bo wtedy 1 - < 10 dla wszystkich n > 10.

Jesli wybierzemy ¢ = £l to wystarczy wzia¢ N = 520 itd.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Ciag {an jgg jest rozbiezny do +oo w.t.w. gdy dla dowolnego R > 0
istnieje N, takie Ze dla wszystkich n > N a, > R. Piszemy wtedy

lim a,=+oc0.
n—-+oo

Ciag {an}o2 jest rozbiezny do —oco w.t.w gdy ciag {—an}p, jest
rozbiezny do +oo.

o
v : 1
Jesli  lim a,=+o00, to Ilim — =0.
n—--o00 n—+o0 ap

v

Przyktady

lim n* = +o00, gdyk > 0; Jim n=0, gdyk <O0;

n—--o00
2 n __ 5 3 n __ 5
nﬂrroob = +o00, gdyb > 1; nﬂrroob =0, gdylb|<1;.

V.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie

Ciag liczbowy {an}52 , , ktdry jest ograniczony (czyli istnieje liczba M, taka
Ze dla kazdego n |an| < M) i niemalejacy lub nierosnacy jest zbiezny do
pewnej liczby g, takiej ze |g| < M.

W przypadku ciagu nierosnacego jego granica jest najwieksza z liczb
ograniczajacych ciag {a,}72, od dotu. Liczbe ta nazywamy kresem
dolnym zbioru wszystkich wyrazéw ciagu.

W przypadku ciagu niemalejacego ta granica jest najmniejsza z liczb
ograniczajacych ciag {a,}7>, od géry. Ta liczbe nazywamy kresem
gérnym zbioru wszystkich wyrazéw ciagu.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

=1

Ciaga,=1— -

1,25r . |

0,751 J

01234656 7 8 9 1011 12 13 14 15

Nie jest nierosnacy ani niemalejacy. Jego wyrazy zbiegaja do granicy
(réwnej 1) oscylacyjnie, tzn. przyjmuja wartosci na przemian mniejsze lub
wieksze od 1.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Stata Eulera

1\"
Ciag (; + 5) jest rosnacy i ograniczony przez liczbe 3. Zatem ma
granice.

Warto$¢ mozna przyjaé¢ jako definicje statej Eulera oznaczanej przez e,

1 n
lim <1 + —) =e.
n——+o00 n

Jest to liczba, ktoéra jest podstawa logarytmu naturalnego. Jest ona
niewymierna, a jej przyblizona warto$¢ wynosi e ~ 2,718.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Podciagiem danego ciagu {an};°, nazywamy dowolny nieskoriczony ciag

wyrazow wybranych z ciagu {a, }2° , , z zachowaniem ich porzadku
Przyktad

. =i o
Ciag:a, =5+ u Wida¢, ze lim a, = 5. Podciagi:
1 n _n—>+oo
(" ] an =5+ —, lim ax;, =5
o - 2n" 1 nr_+oo -
a B = im a =
2n+1 2n + 1 . 2n+1 |
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Wtasnosci arytmetyczne granicy ciagu

@ Przy zatozeniu, ze istnieja granice ciagéw |IT an = aoraz
lim b, = b spetnione sa nastepujace rOWNoSGi :

n—-+o00

() ||mn_>+oo(an+bn) = a+b

© limp o 2 =2, Oileb,by #0

Wszystkie te wtasnosci wynikaja bezposrednio z definiciji.
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Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Obliczanie granicy ciagu

Znajdziemy
i 5n+ 3'
n—+oco 7n + 2

W tym celu dzielimy licznik i mianownik przez n i dostajemy

: 3
5n+3 . 5+3_nl'>Too(5+ﬁ)_§
n—>+oo7n+2 n—>+oo7-|-—_ lim (7_‘_2)_7.
n—+o00 n

W przypadku wyrazen wymiernych (takich jak wyzej) wystarczy poréwnac
najszybciej rozbiezne (= 0 najwyzszym wykfadniku) wyrazy z licznika
i mianownika:

3n*+2n  3n .3 3
— = |lm — = Im —=-.
Yoo 4d +4 notoocdnt n—tod 4

Matematyka dla biologéw Zajecia 3. 14 pazdziernika 2024 18/33



Podstawy analizy matematycznej Granica ciagu

Zajmijmy sie teraz ciagami zadanymi rekurencyjnie, czyli za pomoca
pewnej zaleznosci (funkcji), ktéra okresla kolejny (n + 1) wyraz ciagu, jesli
znamy poprzedni (n) wyraz.

Mamy dany pierwszy wyraz ciagu ay, pewna funkcje f oraz zalezno$¢
an+1 = f(an)

Tak zadane ciagi pojawiaja sie w naturalny sposéb w modelach
matematycznych. Funkcja f okresla prawo, wedtug ktérego jaki$ uktad
przechodzi od stanu a, do stanu a,1 w jednym kroku czasowym. Takie
modele nosza nazwe modeli z czasem dyskretnym.

Rozpatrzmy przyktad populacji, ktérej stanem w sezonie n jest liczebnos¢
lub zageszczenie (liczba osobnikéw na jednostke powierzchni lub
objetosci). Wtedy funkcja f opisuje wptyw rozrodczosci i Smiertelnosci oraz
innych czynnikéw na stan tej populacji po uptywie jednego sezonu.

Jest jasne, ze r6zne populacje beda wymagaty uwzglednienia nieco
innych funkcji w ramach tego schematu.
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Cian arnitmahirznyu
Wiasnosci ciagu arytmetycznego

@ay,=ai+(n—1)rdlan>1,
an_1+a
o an:%
a+a
@ Sp=a1+a+--- +an—231— ! n,

o lim a,=+oo,jeslir > 0,
n—--o00
Jesli kule bilardowe utozy¢ w stos, to liczba kul w kolejnych warstwach
opisana jest ciagiem arytmetycznym.
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Wiasnosci i mozliwe granice ciagu geometrycznego

® a,=aiq" ", dlan>1
= qn
@ S, =a;.——,dlag#1
n 1 1_ q q

@ lim a,=+4o0,jeslig>1ia; >0
n—-o00

@ lim a,=—o0,jeslig>1ia; <0,
n—--00

° nﬂToo a,=0,jesli|q| <1,

@ lim apnieistnigje, jesliqg < —1.
n—--00 y
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Model populacyjny z czasem dyskretnym.

Zalozenia

@ pewien gatunek zwierzat rozmnaza sie jeden raz w roku;

@ mtode sa zdolne do rozrodu w nastepnym roku;

@ liczby ‘x, dla n > 1, oznaczaja liczebno$¢ populacji samic w n-tym
roku tuz przed wydaniem potomstwa,

@ na stan populacji w n + 1 roku wptywa jedynie $miertelno$¢ w ciagu
roku i rozrodczo$¢ w poprzednim sezonie;

@ samica ma $rednio r potomkéw ptci zenskiej (rednio 60% catego
miotu);

Czeé¢ (8) samic dozywa do nastepnego roku, s € (0, 1].
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Model populacyjny z czasem dyskretnym.

Zatozenia
@ pewien gatunek zwierzat rozmnaza sie jeden raz w roku;

@ mtode sa zdolne do rozrodu w nastepnym roku;

@ liczby ‘x, dla n > 1, oznaczaja liczebno$¢ populacji samic w n-tym
roku tuz przed wydaniem potomstwa,

@ na stan populacji w n + 1 roku wptywa jedynie $miertelno$¢ w ciagu
roku i rozrodczo$¢ w poprzednim sezonie;

@ samica ma $rednio r potomkéw ptci zenskiej (rednio 60% catego
miotu);

Czeé¢ (8) samic dozywa do nastepnego roku, s € (0, 1].

Liczebnos¢/zageszczenie populacji samic w sezonie n + 1 wynosi

Xny1 = B (Xn + rXn ) = s(1 + r)xn,

>
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Model populacyjny z czasem dyskretnym.

Ciag rekurencyjny okreslajacy stan populacji mozna przedstawi¢ jako
Xn+1 = S(1+1)x,.

albo inaczej rozdzielajac efekt Smiertelnosci (strata) od rozrodczosci i
przezywalnosci mtodych (zysk)

Interpretacja parametréw :

(1 — s) — $miertelno$¢ (per capita) , bo (1 — s)x, okresla catk. strate,

r —rozrodczo$¢ (per capita) tzn. liczba mtodych samic w jednym miocie,

sr —liczba mtodych przezywajacych do kolejnego sezonu.
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Zageszczenie populacii opisuje ciag geometryczny, a zatem
Xn = x1(s(14+r))"".
Czyli los populacji zalezy od tego, czy
g=s(1+r)s1
albo réwnowaznie od znaku wielkosci
—(1—=s)+sr

okreslajacej r6znice miedzy $miertelnoscia i rozrodczoscia
(uwzgledniajaca przezywalno$é mtodych przez jeden sezon)

@ Jesli s(1 4 r) < 1, czyli Smiertelnos¢ jest zbyt duza lub rozrodczo$¢
zbyt mata, to

n—--o00

i populacja wymiera.
Q Jeslis(1+r) > 1, to zageszczenie populacji wzrasta nieograniczenie.
lim x, =4+
n—-+o00
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Podstawy analizy matematycznej Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Stan catej populacji p, w n-tym sezonie wynosi (jesli przyjmiemy, ze
w pierwszym roku samice stanowity 60% catej populacji) g—'é, gdyz

I

w kazdym miocie jest 60% samic.

Uwaga: To jest bardzo uproszczony model, ktéry mozna rozbudowywaé na
wiele sposobdéw uwzgledniajac np.

@ zroznicowanie przezywalnosci mtodych przez pierwszy sezon od
przezywalnosci pozostatych osobnikow,

@ migracje osobnikéw albo odtéw,

@ strukture populacji np. wiekowa,

@ wplyw konkurencji i przegeszczenia populaciji wtedy np. r malatoby
wraz ze wzrostem liczebnosci (model nieliniowy).
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

Paradoks dychotomii
Paradoks: ruch jest niemozliwy

Jesli jakis przedmiot znajdowatby sie w ruchu i miat przeby¢ jakas droge to
najpierw musiatby pokonac potowe tej drogi potem potowe reszty i.t.d
(stad nazwa dychotomia). Jakkolwiek tedy mata jest droga, ktéra musi
pokonac przedmiot zawsze musi przeby¢ nieskoriczona ilo$¢é odcinkéw

a tego przeciez w skoriczonym czasie dokonac¢ niepodobna. Ruch zatem
jest niemoZliwy.
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

Paradoks dychotomii
Paradoks: ruch jest niemozliwy

Jesli jakis przedmiot znajdowatby sie w ruchu i miat przeby¢ jakas droge to
najpierw musiatby pokonac potowe tej drogi potem potowe reszty i.t.d
(stad nazwa dychotomia). Jakkolwiek tedy mata jest droga, ktéra musi
pokonac przedmiot zawsze musi przeby¢ nieskoriczona ilo$¢é odcinkéw

a tego przeciez w skoriczonym czasie dokonac¢ niepodobna. Ruch zatem
jest niemoZliwy.

d — dtugos$¢ drogi, ktéra ma pokonaé przedmiot.

Czy dodanie do siebie nieskonczenie wielu sktadnikéw
d n d N d
2 22 28
ma jaki$ sens i czy ta suma jest rzeczywiscie nieskonczona?

+...
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

d,d d
. J
Diugosci drég przebytych w kolejnych etapach tworza ciag geometryczny
4 — d 0 — d 1 ~d 11
1_27 2_2 5’ 3_222a
d

o ilorazie g = % | pierwszym wyrazie 5.
Zgodnie ze wzorem na sume wyrazéw ciagu geometrycznego obliczamy
droge przebyta po n etapach

1-q" _d(1-%
S: = — .
L 2(1—%
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

d,d d
dr g gy J
Diugosci drég przebytych w kolejnych etapach tworza ciag geometryczny
4 — d 0 — d 1 g d 1 1
1= o’ 2 = > o 3 = 2 oo

o ilorazie g = % i pierwszym wyrazie %’.

Zgodnie ze wzorem na sume wyrazéw ciagu geometrycznego obliczamy
droge przebyta po n etapach

1—q" df1-2%
S, = == 2" |
nTAT Ty T2 ( 1-1
Po przejsciu do granicy dostajemy

Ilm Sn:d-

n—-+o00

Nie ma tu zadnego paradoksu — przedmiot pokona cata droge o dtugosci
d, a wiec starozytny filozof nie miat racji.
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

Szereg liczbowy

Definicja
Mowimy, Zze szereg jest zbiezny do liczby g, jesli ciag sum czesciowych
szeregu, czyli ciag n

k=
jest zbiezny do g, czyli lim S, =g. 1
n—-+oo
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu

Twierdzenie
Warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu jest to, aby ciag jego wyrazéw
byt zbiezny do 0.

Dowadd.

Oznaczmy a, = S, — Sp—1.
Skoro zaktadamy, ze dany szereg jest zbiezny do jakiego$ g, to zaréwno
n—IEToo Sp =g, jak tez n—IEToo Sh—1=g.

Zatem |lim a,=g—g=0. O
n—-o00
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[e.9]

1
Wyrazy tzw. szeregu harmonicznego Z — zbiegaja do 0, ale szereg ten
jest rozbiezny do 400, gdyz mozna sprawdzi¢, ze Spn+1 > 5, a wtedy

n
lim  Soni > I|m — = 400,
n—-+oo 400 2

czyli ciag sum czesciowych zawiera podciag rozbiezny do
nieskonczonosci, sam zatem réwniez jest rozbiezny.
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Podstawy analizy matematycznej Szeregi liczbowe

+o00o
O ile |q| < 1, to szereg potegowy, ktéry zapisujemy jako Z q" " jest
zbiezny oraz (ze wzoru na sume wyrazow ciagu geometryeznego)

s . 1-q" 1
n—1 __ 2 _ _
n;q =1+q9+gq +"‘_nﬂToo1_q_1_q'

Kazda liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1) jest granica pewnego
szeregu, ktéry w systemie pozycyjnym dziesietnym zapisujemy

3

k=1 10¢”
gdzie dk sa liczbami catkowitymi od 0 do 9. Zapisujemy wtedy 0, dida03...
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W systemie dwéjkowym wykorzystywanym np. do komputerowe;
reprezentacji liczb mamy
[e.e]
by
> ok

k=1
gdzie by przyjmuja wartos¢ 0 lub 1.

Dowolna liczbe w systemie dziesietnym mozemy przedstawi¢ jako sume
czesci catkowitej zapisanej na ¢ miejscach przed przecinkiem i utamkowej
zlozonej na ogot z nieskonczenie wielu cyfr znaczacych po przecinku

3 1A 3 ( 1 3 10 1
0‘33333(3):E(1+E+W+“'>=_< >=_. _ !
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Stata Eulera e mozna takze przedstawi¢ jako sume nastepujacego
szeregu +oo 4

11
— 141 L =Y
=1 1t 93 934" i

Przyktady kolejnych wartosci silni

21=2, 41=24, 6!=720, 8!=40320, 10! =3628,800,
3l=6, 5!'=120, 7!=5040, 9!=2362880, 11! =239916800
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