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Podstawowe funkcje

Od funkgji liniowej do funkcji logarytmiczne;j

Podstawowe wtasnosci szczegdlnych funkcji okreslonych na zbiorze liczb
rzeczywistych R przyjmujacych wartosci w R. Powiemy o:

o funkgcji liniowej
o funkcji potegowe;
o funkcji wyktadniczej

o funkcji logarytmicznej

Funkcje te, obok funkcji trygonometrycznych, petnig bardzo istotng role
we wszelkich zastosowaniach matematyki.
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Podstawowe funkcje

Wykres funkgcji

Pojecie funkcji zostato zdefiniowane jako przyporzadkowanie elementom
pewnego zbioru zwanego (dziedzing funkcji ) elementéw zbioru wartosci
funkcji. W przypadku funkcji f : D — R, gdzie D C R, wygodnie jest
zdefiniowa¢ pojecie wykresu funkgji jako podzbioru ptaszczyzny R x R, po
to aby "widzie¢" przebieg funkgji.

Wykresem funkcji f nazywamy zbior

Wr={(x,y) :xeD, y=1£(x)}

zawarty w produkcie R x R.
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Podstawowe funkcje Funkgje liniowe

Funkcja liniowa

y = f(x) = mx + b. )

Zaktadamy, ze m # 0, w przeciwnym przypadku f jest funkcja stata
przyjmujaca jedynie wartos¢ b.

Parametr m nazywa sie wspdtczynnikiem kierunkowym proste;.
Wykresem funkgcji liniowej jest linia prosta.

Cechg charakterystyczna funkgji liniowej jest to, ze przyrost wartosci
funkcji jest proporcjonalny do odpowiadajacego mu przyrostu wartosci
argumentéw tzn. dla dow. x1 , x»

f(Xz) — f(Xl) _ (mx2 =+ b) — (mX1 + b) _ m(x2 — Xl) _

Xo — X1 X2 — X1 X2 — X1

Przypomnijmy, ze liczba m réwna jest takze wartosci tangensa kata, pod
ktérym prosta przecina o$ pozioma uktadu wspétrzednych (m = tg «).
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Podstawowe funkcje Funkgje liniowe

Wykres funkcji liniowej

S(x)

S ) —f(xp)
S o

X=X

y
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Podstawowe funkcje Funkgje liniowe

Monotonicznos¢ funkgji

Przebieg funkcji liniowej okresla jej wykres, czyli prosta przecinajaca o$ x
pod katem, ktérego tangens jest wspdtczynnikiem kierunkowym prostej.

Jezeli m > 0, to f jest funkcja rosnaca, czyli spetniony jest warunek

Funkcja rosnaca

(X2 > X1) = (f(X2) > f(Xl)) .

Jesli m < 0, to f jest funkcja malejaca, czyli spetniony jest warunek

Funkcja malejaca

(Xg > X1) = (f(XQ) < f(Xl))
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Podstawowe funkcje Funkgje liniowe

Monotonicznos¢ funkgji

Dla uzupetnienia terminologii:

Definicja

Funkcje nazywa sie funkcja niemalejaca jesli

(x2 > x1) = (f(x2) > f(xa))

Funkcje nazywa sie funkcja nierosnaca jesli

(x2 > x1) = (f(x) < f(x1)).

Czasami funkcje rosnaca nazywa sie Scisle rosnaca, a malejacg — Scisle
malejaca.

Mimo ze nie ma tu powszechnie przyjetej terminologii, nazewnictwo nie
prowadzi do dwuznacznosci.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Potegowanie

Znajomos¢ funkeji liniowej nie wystarcza jednak do opisu proceséw
wzrostu wystepujacych w biologii.

W fizjologii mamy czesto do czynienia z funkcjami potegowymi, a przy
opisie wzrostu populacji pojawiaja sie funkcje wyktadnicze.

Potega liczby rzeczywistej a o wyktadniku n € N nazywamy iloczyn

Dla dowolnej liczby rzeczywistej a > 0 i dowolnej liczby naturalnej n € N
istnieje liczba rzeczywista b zwana pierwiastkiem stopnia n z a, taka ze
b" = a. Zapisujemy to
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Dla liczb naturalnych m, n € N i liczby rzeczywistej dodatniej a
an = V/am = (a%)m .

W ten sposéb okresla sie potege liczby o wyktadniku g € Q.
1

Dla p e Q™ mamy aP = gt gdzie teraz g = —p € Q.

Dalej rozszerza sie potegowanie na przypadek wyktadnikdéw rzeczywistych
korzystajac z gestosci liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych, czyli
z faktu, ze dowolnie blisko kazdej liczby rzeczywistej znajdziemy liczbe
wymierna.

Gestos¢ liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych

Wystarczy ,,0bcia¢” rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej dostatecznie
daleko, by otrzyma¢ liczbe wymierng oddalong od danej liczby wymiernej
0 nie wiecej niz chcemy.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Dziatania na potegach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b € RT i dowolnych liczb
rzeczywistych x i y zachodza nastepujace wiasnosci potegowania, ktére
mozna wyprowadzi¢ z definicji

X

a -
=, =3
ay

() =aY, b = (ab)".

9

W oparciu o wtasnosci potegowania definiuje sie funkcje potegows,
wyktadnicza oraz logarytmiczna.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

Znajomos¢ funkcji potegowych jest niezbedna do tego, by zrozumieé
konsekwencje zréznicowania wielko$ci zwierzat.

Problem

Rozwazmy rézne zwierzeta statocieplne réznigce sie wielkoscia, ale
o zblizonym planie budowy ciata.

Wiadomo, ze im wieksza powierzchnia ciata zwierzecia, tym wieksza
wymiana energii cieplnej z otoczeniem w stanie spoczynku.

Pojawiaja sie pytania:
© ile Srednio energii w przeliczeniu na jednostke masy ciata musi
produkowaé zwierze mate w stosunku do duzego, aby zréwnowazy¢
strate energii cieplnej w stanie spoczynku?
Q czy prawda jest, ze zwierze 5 razy ciezsze produkuje Srednio 5 razy
wiecej energii?
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

By odpowiedzie¢ na to pytanie znajdziemy zalezno$¢ pomiedzy masa
i powierzchnia ciata zwierzecia.

Rozwazmy rézne gatunki zwierzat o schemacie budowy ciata jak na
rysunku.

Ocenimy szacunkowa masy i powierzchnie
/\ ciata: bierzemy pod uwage jedynie tutéw
zwierzecia (np. ssaka), ktéry reprezentowany
jest jako walec o wysokos$ci L i promieniu
AN podstawy «l.

=

L — rozmiar zwierzecia mierzony od kosci
ogonowej do pierwszego kregu szyjnego.

« — proporcje ciata, tu: stosunek promienia
podstawy walca do jego wysokosci.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

Objetos¢ tutowia to w przyblizeniu objetos¢ walca
V=L n(al)?® = a?rL3.
Powierzchnia boczna wynosi

P =1L 2ral = 2nal?.

Masa ciata M jest proporcjonalna do objetosci, czyli

M = ma?rlL3,
gdzie m to ciezar whasciwy, czyli ciezar jednostki objetosci (np. w [g/cm3])
— zaktadamy, ze jest staty dla rozwazanej grupy gatunkéw zwierzat.

Z ostatniego réwnania:

1
L=CVM, C=-——r.
v'ma2m
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

Mozemy wyrazi¢ teraz powierzchnie boczng poprzez mase

vm3

Te zalezno$¢ nazywa sie czasem reguty powierzchni.

3
P=CM?3 Cy=2Y2

Utrate ciepta okreslamy jako
E(M) = EyCoM3,
gdzie stata Ey okresla strate ciepta na jednostke powierzchni ciata.

Strata ciepta S(M) przypadajaca na jednostke masy ciata wynosi
E(M) EyGoM?/3 E G

( ): 0%-0 :EOCOM—1/3: 00
M M M
S(M) wzrasta nieograniczenie, gdy M zbliza sie do 0 i maleje do zera gdy
M rosnie nieograniczenie.

S(M) =

Matematyka dla biologéw
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

Zwierzeta o matej masie maja niekorzystny stosunek powierzchni do masy
i dlatego tempo metabolizmu mierzonego jako ilos¢ energii produkowana
w jednostce czasu na jednostke objetosci ciata musi by¢ znacznie wieksza
niz u zwierzat duzych, po to aby zréwnowazyc strate ciepfta.

Poréwnajmy strate ciepfa u zwierzat rézniacych sie pieciokrotnie masa
ciata

E(BM) _ EoCo(BM)*® o5 (a2
E(M) — EgCoM?/3 O _(\/5) wa

Przy przyjetych zatozeniach, zwierze pieciokrotnie ciezsze traci jedynie ok.
trzykrotnie wiecej ciepta.

Z tych powoddéw mate zwierze musi jeS¢ znacznie wiecej niz duze

w stosunku do wtasnej masy ciata.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Karty i olbrzymy

Dla przyktadu:

o sikora modra wazaca 11g musi codziennie zjes¢ pokarm o masie 30%
masy swojego ciafa,
@ drozd $piewak wazacy 89g — 10%,
@ myszotéw za$ wazacy 900g — 4,5%.
Whynika stad, ze Srednio biorac, zwierzeta mate sg bezustannie zajete
poszukiwaniem pokarmu i zarazem bardzo wrazliwe na gtdd.
Dla przykfadu ryjéwka nie moze obejs¢ si¢ bez pokarmu dtuzej niz 3 godz.

Mozna wiec stwierdzié, ze istot inteligentnych, rozwijajacych kulture

i osiggajacych rozmiary ryjéowki, w warunkach ziemskich by¢ nie moze.
Warunkiem rozwoju kultury jest bowiem pewna doza czasu wolnego do
dyspozycji.

Jest to zarazem silny argument przeciwko istnieniu krasnoludkéw.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Funkcja potegowa

Jesdli wyktadnik p > 0 jest ustalony, a podstawa jest zmienna (argumentem
funkgji), oznaczamy ja przez x, to taka funkcje nazywamy funkcja
potegowa, czyli

x — xP.

Jedli p> 01 p € R, to funkcja potegowa jest zawsze dobrze okreslona dla
x > 0.

Funkcje, ktéra przyporzadkowuje liczbie x > 0 liczbe f(x) = /x mozna
nazwa¢ funkcjg pierwiastkowa, cho¢ w istocie jest to funkcja potegowa
f(x) = x1/".

Zwréémy uwage, ze funkcja pierwiastkowa f(x) = v/x jest funkcja
odwrotng do g(x) = x", gdyz

f(g(x)) = Vx" = (x")7 = x dla x > 0,

czyli g71(x) = f(x).
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Podstawowe funkcje

Funkcja potegowa
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Funkcja wyktadnicza

Jesdli podstawa a > 0 jest ustalona, a zmienia sie wyktadnik, oznaczany
przez x, to taka funkcje nazywamy funkcja wyktadnicza

X — a~.

Jezeli a > 1, to im wiekszy argument funkcji wyktadniczej, tym wieksza jej
warto$¢ — w tym przypadku funkcja wyktadnicza jest funkcja rosnaca.

Jedli a € (0,1), to funkcja wyktadnicza jest funkcja malejaca. Dlatego, ze
dowolng liczbe a € (0, 1) mozna przedstawi¢ jako odwrotno$¢ liczby
A=1/a>1.

Witedy zas a* = % i skoro mianownik w tym ilorazie jest funkcjg rosnaca,

to funkcja x — a* jest funkcja malejaca.

Funkcja wykfadnicza jest okredlona dla wszystkich x € R.
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Podstawowe funkcje Funkcja potegowa i wyktadnicza

Funkcja wyktadnicza w biologii

Jesli nie wystepuja czynniki ograniczajace wzrost populacji to jej
liczebnos$¢ w czasie wyraza sie poprzez funkcje wyktadnicza.

Widaé to najtatwiej na przyktadzie populacji komérek, powstatych w
wyniku podziatéw komoérkowych jednej komérki.

Stan takiej populacji N(t) w kolejnych momentach t =0,1,2...
podziatéw komoérkowych wynosi

N(O0)=1,N(1)=2,N(2) =22 N(3)=23... N(t)=2t.
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Podstawowe funkcje

Funkcja wyktadnicza
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a <1 (tutaj a=0,52

a>1, (tutaj a=1,9)
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Co to jest logarytm?

Logarytm
liczba y jest logarytmem z x > 0 przy podstawie a (a > 0,a # 1), co
oznaczamy y = log, x w.t.w. gdy x = a”.

Inaczej: logarytm o podstawie a z x to potega, do ktérej trzeba podnies¢ a
aby otrzymaé x.

y =log,x <— 3 =x.

Przyktady

22 =8 < log,8=3
10* = 10000 <= log;, 10000 = 4
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Co to jest logarytm ?

Zatem funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotng do funkgji
wyktadniczej, bo jesli
y—x=fly)=2a"

to funkcja logarytmiczna jest okreslona jako:
x =y = f1(x) = log, x.

Czyli
f(F1(x)) = a'°8* = x.

Poniewaz funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotng do funkgji

wyktadniczej, to wykres funkcji y = f(x) = log, x jest symetryczny do
wykresu funkcji y = a* wzgledem prostej o réwnaniu y = x.
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania
A

W przypadku a > 1 funkcja
y = f(x) = log, x jest
funkcja rosnaca do +o0o wraz
ze wzrostem argumentu x
oraz do —oo przy x dazacym
do 0.

Ir Jedlia € (0,1), to funkcja

y = f(x) = log, x jest
A funkcja malejacg do —oo przy
x — 400 oraz dazy do +oo
gdy x zbiega do 0.

ae(0,1)

Woykres funkcji log, x dla a > 1 i log1 x.
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Witasnosci logarytmu

Witasnosci funkgcji logarytm wynikaja wprost z wiasnosci funkcji
wyktadniczej:
log,1 =0 oraz log,a=1,
log,(xy) =log, x + log, y
Ioga (Xy) =y IOgaX
|oga ; = Ioga X = Ioga y

log, x = (log}, a) (log, x)
logi x = — log, x

Przedostatnia réwno$¢ nazywa sie wzorem na zamiane podstaw
logarytmow, z ktérego wynika ostanie réwnanie.
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Dla przyktadu wykazemy pierwsza réwnosc:
log,(xy) = log, x + log, y.

Podziatajmy na obie strony réwnosci funkcja wyktadnicza o podstawie a.

Dostajemy wtedy

gloga(xy) — 5(log, x+log, y)
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Dla przyktadu wykazemy pierwsza réwnosc:
log,(xy) = log, x + log, y.

Podziatajmy na obie strony réwnosci funkcja wyktadnicza o podstawie a.
Dostajemy wtedy korzystajac z wiasnoéci potegowania: a* ™" = a%3"

2'08a(xy) — jllog; x+log, y) _ jlog, x jlog, v

Z definicji logarytmu powyzsze réwnanie jest rbwnowazne

xy = a8 (xy) = jlogsxjlogay — )

Podobnie mozna wykazaé pozostate wtasnosci.
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Logarytm dziesietny

Ze wzgledu na to, ze liczby zapisuje sie przede wszystkim w systemie
dziesietnym, logarytmy przy podstawie dziesietnej majg szczegblne
znaczenie. Oznaczajac logarytm przy podstawie dziesietnej pisze sie tylko
log x, a nie logyg x.

Przyjrzyjmy sie wtasnosciom logarytmu dziesietnego

logl =0, log10 =1,
log 100 = log 102 = 2, log 1000 = log 10° = 3
Logarytm dziesietny danej liczby okresla jej rzad wielkosci, np. liczba

520 = 5,2 x 10 jest liczba rzedu setek i jej logarytm jest liczba
z przedziatu (2,3), gdyz 10% < 520 < 10% i log x jest funkcja rosnaca.
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Podstawowe funkcje Logarytmy i ich zastosowania

Logarytm naturalny

Uzywa sie takze logarytméw przy podstawie naturalnej, tzn. podstawa jest
wtedy pewna liczba zwana stata Eulera (na cze$¢ jednego
z najwybitniejszych matematykdéw, Leonarda Eulera, 1707 - 1783).

Liczbe te oznacza sie zawsze przez e. Jest to liczba niewymierna, w
przyblizeniu e =2,718. ...

Liczba ta ma szereg ciekawych wtasnosci i tak jak liczby 1,0, i 7 pojawia
sie w réznych dziatach matematyki.

Logarytm naturalny oznaczamy log, x := In x. Ze wzoru na zamiang
podstaw logarytméw dostajemy

Inx = In10log x = 2,303 log x.
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Podstawowe funkcje Skale logarytmiczne

Skala kwasowosci pH

Logarytm dziesietny danej liczby okresla jej rzad wielko$ci w systemie
dziesietnym = logarytmy stuzg do skalowania réznych wielkosci fizycznych
mogacych przyjmowaé bardzo duze i bardzo mate wartosci.

Przyktadem jest skala kwasowosci pH, ktéra okresla stopien kwasowosci lub
zasadowosci roztworu na podstawie stezenia jonédw hydroniowych H3OT

pH = - |Og[H30+],

[H30"] — stezenie jonéw hydroniowych wyrazonych w molach na
decymetr szeScienny.
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Podstawowe funkcje Skale logarytmiczne

Skala kwasowosci pH

Stezenie jonéw H3OT w wodzie destylowanej w temperaturze 20°C wynosi
doktadnie 10~7 mol/l. Zatem pH wody destylowanej wynosi 7 i zarazem

pH = 7 stanowi doktadnie $rodek skali pH odpowiadajacy roztworowi
neutralnemu.

Ponizej pH = 7 mamy roztwory kwasowe, a powyzej zasadowe.
Jednomolowy roztwér kwasu solnego ma pH réwne 0.

Jednomolowy roztwér wodorotlenku sodu ma pH réwne 14.
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Podstawowe funkcje Skale logarytmiczne

Skala Richtera

Skala Richtera okredla site trzesienia ziemi na podstawie logarytmu
amplitudy drgan wstrzaséw sejsmicznych.

Skala logarytmiczna jest skalg nieliniowa:

trzesienie Ziemi o sile w skali Richtera 5 oznacza skutki w postaci
powszechnie odczuwalnych drgan Ziemi bez uszkodzen budynkéw —
takich trzesien Ziemi zdarza sie ponad 1000 rocznie.

Trzesienie o sile 10 w skali Richtera, czyli dwukrotnie wiekszej, oznacza
kataklizm.

Takie trzesienia Ziemi zdarzaja sie raz na 5-10 lat.

W tym przypadku amplituda drgai sejsmicznych jest 10° = 100 000 razy
wiekszal!
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Podstawowe funkcje | Skale logarytmiczne

Wspétrzedne log — log

Logarytmy w biologii s3 stosowane bardzo czesto do graficznego
przedstawienia wynikéw eksperymentéw jesli spodziewamy sie, ze
zalezno$¢ miedzy wartoéciami wybranych cech jest funkcja potegowa lub
wyktadnicza.

Zalezno$¢ potegowa spotykamy najczesciej w fizjologii, a wyktadnicza w
biologii populacyjnej.

Zamiast zwyktych wspétrzednych liniowych (kartezjanskich) zmienia sie je
po to, aby w nowych wspétrzednych zalezno$¢ miedzy cechami byta
funkcja liniowa (czyli najprostsza !), ktérej poszukiwane parametry
znacznie tatwiej znalez¢é na podstawie danych empirycznych (np. metoda
najmniejszych kwadratéw).

Zatézmy najpierw, ze wartosci cechy C; oznaczane przez x s3 zwigzane za
pomoca funkcji potegowej z wartoéciami y cechy G,.
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Podstawowe funkcje Skale logarytmiczne

Wspétrzedne log — log

Przyjmijmy zatem, ze
y = bx?

aliczby b e R, a € R, a > 0 to pewne wspdtczynniki.

Po zlogarytmowaniu obu stron réwnania dostajemy
logy = log (bx?) = a log x + log b.
Oznaczajac Y = logy, X = log x oraz B = log b otrzymujemy zaleznos¢
Y =aX + B,

czyli zaleznos$¢ liniowa w nowych wspétrzednych, tzw. wspétrzednych
podwdjnie logarytmicznych (w skrécie log — log).

Nazwa bierze sie stad, ze zarébwno na osi pionowej jak i na poziomej
odznacza sie wartosci logarytméw odpowiednio y i x.
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Podstawowe funkcje Skale logarytmiczne

Wspotrzedne pét-log

Mamy
y = ba",

Po zlogarytmowaniu obu stron réwnania dostajemy
logy = log (ba*) = x log a + log b.
Oznaczajac A=loga, B = logb oraz Y = log y otrzymujemy zaleznos¢
Y = Ax + B,

czyli zaleznos¢ liniowa w nowych wspotrzednych, tzw. wspotrzednych
pot-logarytmicznych (w skrécie pét-log).

Nazwa bierze sie stad, ze jedynie na osi pionowej odznacza sie wartosci
logarytmoéw y, a 0$ x-Ow pozostaje bez zmian.

Zadania—Zbiér zadan Bodnara, rozdz. 5.
Matematyka dla biologéw Zajecia 2. 8 pazdziernika 2024 34 /34



	Podstawowe funkcje
	Funkcje liniowe
	Funkcja potęgowa i wykładnicza
	Logarytmy i ich zastosowania
	Skale logarytmiczne


