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Matematyka i biologia

Czy matematyka jest potrzebna biologom?

@ rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

@ modelowanie matematyczne i komputerowe zjawisk biologicznych
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Matematyka i biologia

Zaliczenie przedmiotu

Przedmiot zalicza sie po uzyskaniu odpowiedniej liczby punktéw, ktére
uzyskuje sie na podstawie

@ prac domowych, pieciokrotnie zadane beda po trzy zadania domowe
do zrobienia na kartkach (1 zad. domowe =2punkty),

@ sprawdzianéw, odbeda sie dwa sprawdziany 30 minutowe na ktérych
trzeba bedzie udzieli¢ odpowiedzi na trzy pytania (1 zad. na
sprawdzianie = 5 punktéw),

@ egzaminu pisemnego.
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Matematyka i biologia

Punktacja i zaliczenie przedmiotu

Punktacja

30 pktéw -sprawdziany (2x3 zadania)
30 pktéw -prace domowe (5x3 zadania)
10 pktéw - aktywno$é na zajeciach

40 pktéw- egzamin pisemny

Aby zaliczy¢ przedmiot trzeba uzyskac¢ 50 punktéw. To daje szanse
zaliczenia przedmiotu bez podchodzenia do egzaminu i motywuje do
systematycznej pracy.

v
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Matematyka i biologia Literatura
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Matematyka i biologia Literatura

Plan kursu

@ zajecia 1-2; przypomnienie podstaw logiki, operacje na zbiorach,
liczby, podstawowe wtasnosci funkgji,

o zajecia 3-4; funkcja liniowa, potegowa wyktadnicza i logarytmiczna,
logarytmiczne uktady wspdtrzednych,

@ zajecia 5-7; granica ciagu, szereg liczbowy (potegowy), zapis liczby
rzeczywistej, granica funkgcji, pochodna funkcji jednej zmiennej,
ekstrema funkcji, wypuktosé

@ zajecia 8-9; macierz, mnozenie macierzy gradient funkcji wielu
zmiennych, metoda najmniejszych kwadratéw, funkcja pierwotna
catka oznaczona,

@ zajecia 10-12; podstawowe modele matematyczne z czasem ciggtym (
réwnanie rézniczkowe Malthusa i logistyczne) i z czasem dyskretnym,

@ zajecia 12-15; kombinatoryka i podstawy rachunku
prawdopodobienstwa, Twierdzenie Bayesa, rozktady dyskretne i
rozktady ciagte zmiennych losowych, ciag préb Bernouliego , rozktad

dwumianowy, rozktad jednostajny, wyktadniczy i normalny, tancuchy
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej)

Czym jest logika

Logika formalna lub matematyczna zajmuje sie badaniem takich regut
wnioskowania, dzieki ktérym z prawdziwosci jednych zdan wnosimy

o prawdziwosci innych zdan bez rozpatrywania ich znaczen i zwigzku z
rzeczywistoscig. Wszelkie rozumumowania w matematyce i innych
dziedzinach wiedzy wykorzystuja logike.

Stosowanie praw logiki umozliwia precyzyjna komunikacje miedzy ludzmi i
ma znaczenie podstawowe w naukach Scistych i przyrodniczych.

Podstawy rachunku zdan i logiki dwuwartosciowej, tzn. takiej, ktéra
przyjmuje, ze dane zdanie moze by¢ albo prawdziwe, albo fatszywe i nic
posrodku, s3 w programie szkoty sredniej i zaktadamy, ze wszyscy sie z
tym zetkneli.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 1. 1-pazdziernika 2024 7/ 62



Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Pojecie zdania w logice

Zdanie logiczne

Zdaniem w logice nazywamy wyrazenie oznajmujace, ktéremu mozna
przyporzadkowac wartos¢ prawdy (oznaczamy jako 1) lub fatszu
(oznaczamy jako 0).

Zauwazmy, ze w definicji zdania nie ma mowy o tym, w jaki sposéb mozna
sie przekonaé czy dane zdanie jest prawdziwe, czy nie.

Logika formalna nie zajmuje sie bezposrednio badaniem rzeczywistosci
empirycznej, ale badaniem wzajemnych zaleznosci miedzy zdaniami, ktére
co$ o rzeczywistosci stwierdzaja.

Na gruncie klasycznej logiki formalnej omija sie cata ztozong debate
filozoficzng dotyczaca pojecia prawdy, odnoszacy sie przede wszystkim do
relacji pomiedzy myslami czy gtoszonymi sadami a rzeczywistoscia.
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Pojecie zdania w logice

Przyktady zdan logicznych

Nie kazde zdanie z punktu widzenia gramatyki jest zdaniem z punktu
widzenia logiki.

Zdanie, ktére nie jest zdaniem z punktu widzenia logiki

Pytania nie s3 zdaniami w sensie logicznym, a zdanie

Litera ,,@" poprzedza litere ,b".
mimo iz jest dobrze zbudowane i wyraza pewien sad, to jego prawdziwosé
zalezy od kontekstu.

Zdanie spetniajace definicje zdania logicznego

Litera ,a" poprzedza litere ,b" w wyrazie ,,absolut”.
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Podstawowe typy zdan ztozonych

W logice najcze$ciej mamy do czynienia ze zdaniami ztozonymi.

Zdania oznaczane beda literami p, q,r... .

Zaprzeczenie zdania p oznaczamy przez —p.

Podstawowe zdania ztozone okre$la sie definiujac ich wartos¢ logiczng na
podstawie wartosci logicznej zdan sktadowych.

Mozliwe wartosci logiczne zdania ztozonego w zaleznosci od wartosci zdan
sktadowych przedstawia sie w tzw. tabelce logicznej.

Przyktad — tabelka logiczna dla negacji (zaprzeczenia)
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Réwnowaznosé zdan

Rownowazno$¢ zdan p, g oznaczamy p < g odpowiada wyrazeniu: ,zdanie
p jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy prawdziwe jest zdanie q".

Inaczej: Zdanie p jest réwnowazne zdaniu g, gdy oba zdania s3
jednoczednie prawdziwe badz fatszywe.

Tabelka logiczna dla réwnowaznosci

Pl 9] peg
1 [ 1 1
0 | 1 0
1 |0 0
0| 0 1

Zamiast wyrazenia ,wtedy i tylko wtedy” bedziemy uzywaé skrétu ,w.t.w.”

1-pazdziernika 2024 11 / 62

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 1.



Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Koniunkcja i alternatywa zdan

Alternatywa zdan p lub g
(oznaczamy p V q) jest
prawdziwa w.t.w. gdy
przynajmniej jeden z cztonéw
alternatywy jest prawdziwy:

Tab,elka logiczna dla koniunkgji b Gaedn Ok
zdan )
alternatywy zdan

Koniunkcja zdan p i g
(oznaczamy p A q) jest prawdziwa
w.t.w. gdy oba cztony koniunkgji
sq jednoczes$nie prawdziwe:

p | 9 | pPAg

p | 9 | pVg
1 0 0

1 0 1
0 1 0

0 1 1
0| o 0
. . . 0| o 0

) 1 1 1
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Alternatywa zdan: logika a mowa potoczna

Warto podkresli¢, ze alternatywa dwdch zdan jest prawdziwym zdaniem
takze wtedy, gdy oba zdania sktadowe sg prawdziwe, a nie tylko gdy jedno
z dwoch jest prawdziwe.

W mowie potocznej czesto nie zwraca sie uwagi na to, czy méwiac
»zachodzi A lub B" ma sie na mysli sytuacje, w ktérej rownie dobrze
zachodzi A jak i B, czy tez tylko zachodzi A, a B nie zachodzi lub na
odwrét.

W celu podkresdlenia niemoznosci jednoczesnego spetnienia obu zdan
sktadowych lepiej uzy¢ stowa ,albo” zamiast ,lub”, tak jak w stynnym by¢
albo nie byc.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 1. 1-pazdziernika 2024 13 / 62



Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Implikacja

Implikacja: jesli p to g (oznaczamy p = q) jest prawdziwa, gdy poprzednik
implikacji p jest fatszywy lub nastepnik implikacji g jest prawdziwy i jest
fatszywa tylko wtedy, gdy prawdziwy jest poprzednik i fatszywy nastepnik.

Sens implikacji p = g dobrze oddaje rzadko juz uzywane okreslenie:
zdanie p pociaga za soba zdanie gq.

Tabelka logiczna dla implikacji L , _
Dwa zdania p i g s3 rownowazne, gdy

p | a | p=>gq
1 0 0
0 1 1
0 | o 1
1 1 1

p=qiq=p.
Nalezy podkresli¢, ze jesli poprzednik
implikacji jest fatszywy, to implikacja
jest zawsze prawdziwa.

Matematyka dla biologéw
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Implikacja a mowa potoczna

Zdanie
Jedli bedziesz sie uczyt caty tydzien przed egzaminem, to go zdasz

jest fatszywe tylko wtedy, gdy uczytes$ sie caty tydzien przed egzaminem i
go nie zdate$, natomiast jest prawdziwe réwniez wtedy, gdy nie uczytes sie
przez tydzien i zdate$ egzamin, gdyz o wyniku egzaminu przesadzity jakie$
inne czynniki.

Jest ono oczywiscie prawdziwe, gdy nie uczyte$ sie przez tydzien i nie
zdate$ egzaminu.

Podkreslmy, ze implikacji rozumianej jak wyzej nie nalezy myli¢ z

wnioskowaniem logicznym, ktére jest zastosowaniem ktérego$ prawa logiki
przy przechodzeniu od zatozen (przestanek) do wniosku.
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Podstawowe zdania ztozone

Implikacja a mowa potoczna

Zastapienie konstrukcji okresu warunkowego ,,jesli p to ¢" wyrazeniem ,z
p wynika g " moze sugerowal, ze g jest wnioskiem z p i prowadzi¢ do
nieporozumien.

Ponizsza implikacja jest przyktadem oczywistego wnioskowania

dedukcyjnego
Jesli Karol mieszka w Krakowie, to mieszka w Polsce.

Fakt, ze Karol mieszka w Warszawie, a nie w Krakowie, nie wptywa na
prawdziwos¢ tego zdania, zgodnie z definicja implikacji.
Zdanie

Jedli 4 jest podzielne przez 2, to pies ma cztery nogi.
jest przyktadem prawdziwej implikacji, bo zaréwno poprzednik jak
i nastepnik s3 zdaniami prawdziwymi, ale oczywiscie nie jest to przyktad
wnioskowania.
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Podstawy logiki matematycznej (powtérka wiedzy szkolnej) Warunek konieczny i wystarczajacy

Warunek konieczny i wystarczajacy

W przypadku implikacji

p=q (%)
Zdanie q nazywamy warunkiem koniecznym dla zdania p.

Zdanie p nazywamy warunkiem wystarczajacym (lub dostatecznym) dla
zdania q.

Implikacje g = p nazywa sie implikacja odwrotna do ().
Implikacje —~q = —p nazywa sie kontrapozycja (*).
Implikacje ~p = —q implikacja przeciwng do (*).

Dla przykfadu: jesli jaka$ osoba jest postem, to ma ukonczone 18 lat.
Zatem warunkiem koniecznym, aby byé postem jest ukonczenie 18 lat.

Nie jest to jednak warunek wystarczajacy.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 1. 1-pazdziernika 2024 17 / 62



Podstawy logiki matematycznej Podstawowe zdania ztozone

Prawdziwos¢ ztozonych zdan logicznych

Aby sprawdzi¢ czy dane zdanie ztozone jest prawdziwe, trzeba rozpatrzyé
wszystkie mozliwe wartosci logiczne zdan sktadowych i postuzy¢ sie
definicjami podstawowych zdan ztozonych.

Najtatwiej zastosowaé metode zero-jedynkows i skonstruowad tabelke
logiczna.

Udowodnimy, ze implikacja p = g jest rbwnowazna swojej kontrapozycji

—q = —p, co zapiszemy jako

(p=q) & (=g = —p) ()

W powyzszym zdaniu uzyliSmy nawiaséw, co ma na celu wyodrebnienie
zdan sktadowych w zdaniu ztozonym.

Aby okresli¢ wartos¢ logiczng gtdwnego zdania ztozonego, okresla sie
wartosci logiczne zdan sktadowych objetych nawiasami, poczynajac od
zdania objetego najbardziej wewnetrznymi nawiasami.
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Podstawy logiki matematycznej Podstawowe zdania ztozone

Implikacja jest rbwnowazna swojej kontrapozycji

(p=q) < (=g = —p) (3%)
Oznaczajac réwnowaznos¢ w (**) jako zdanie r mamy
p | -p | 9| 9| p=q | q=-p | r
1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1

W ostatniej kolumnie wystepuja same jedynki, a to znaczy, ze zdanie r jest
zawsze prawdziwe niezaleznie od wartosci logicznych zdan sktadowych.
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Podstawy logiki matematycznej Tautologie — prawa logiki

Tautologia

Sprawdzenie czy dane zdanie ztozone jest prawdziwe czy nie, zostato
sprowadzone do automatycznego zastosowania pewnych prostych regut.
Dlatego ten dziat logiki matematycznej nazywamy rachunkiem zdan.

Zdanie w omawianym przed chwilg przykfadzie (%) to witasnie prawo
logiki, czyli tautologia w sensie logicznym.

W sensie potocznym przez tautologie rozumiemy zwykle powtérzenie tego,
co juz zostato powiedziane.

Tautologia (w sensie logiki) to prawo logiki, tzn. kazde zdanie zfozone,
ktore jest prawdziwe przy dowolnej wartosci logicznej zdan, z ktérych sie
sktada.

Stowo tautologia wywodzi sie od greckiego TavToo — ten sam i Aoyoo

— mowa.
1-pazdziernika 2024 20 / 62
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Podstawy logiki matematycznej Tautologie — prawa logiki

Prawo podwdjnego zaprzeczenia

Prawo podwdjnego zaprzeczenia

=(=p) & p.

tatwo sprawdzié, ze to rzeczywiscie jest tautologia .

Nie wszystkie jezyki naturalne respektuja to prawo (na przykfad jezyk
polski).
Zdanie
»Nie byto nikogo w pokoju.”
zawiera dwa zaprzeczenia, ktére nie znosza sie wzajemnie.
Angielskie ttumaczenie tego zdania
" There was nobody in the room.”

zawiera tylko jedno zaprzeczenie.
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Podstawy logiki matematycznej Tautologie — prawa logiki

Prawo wyfaczonego srodka i prawa de Morgana

Prawo wyfaczonego Srodka
pV-p

Zatem nie ma zadnej wartosci logicznej pomiedzy prawda i fatszem.

Zaprzeczenie alternatywy oraz koniunkgji (prawa de Morgana)

“(pAg) & (-pV—q)
~(pVq) & (-pA—q)

Zdanie
»hieprawda, ze kruki s3 czarne lub biate”

jest rébwnowazne zdaniu

»kruki nie sg czarne i kruki nie sg biate”
czyli innymi stowy

»kruki nie sg ani czarne ani biate "
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Podstawy logiki matematycznej Tautologie — prawa logiki

Zaprzeczenie implikacji

Zaprzeczenie implikacji

~(p=q) < (pA—q)

Np. zdanie

»Nieprawda, ze jesli kon jest pokryty tuska, to jest
wielorybem”

réwnowazne jest zdaniu

»Kon jest pokryty tuska i nie jest wielorybem” .
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Podstawy logiki matematycznej Tautologie — prawa logiki

Wazne tautologie

Modus ponens (fac.)

((p=q)Ap)=q

Ta tautologia jest podstawa reguty wnioskowania zwanej dedukcja.

Modus tollens (tac.)

((p=q)A—q)=—p

Obie tautologie pokazane na tym slajdzie sg szczegblnie wazne i bez nich
nie sposéb wyobrazi¢ sobie wnioskowania w jakiejkolwiek dziedzinie
ludzkiej dziatalnosci.

Konstruujac tabelke logiczng mozna w kazdym przypadku sprawdzi¢, czy
dane zdanie jest tautologia czy nie.
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Podstawy logiki matematycznej Whioskowanie logiczne

Zastosowanie tautologii modus ponens

Dedukcja to nastepujacy schemat wnioskowania:
jesli przyjmiemy dana implikacje za prawdziwg
i sprawdzimy, ze poprzednik tej implikacji jest praw-
dziwy, to prawdziwy jest takze nastepnik.

Przyktad zastosowania dedukgcji

Przyjmijmy, ze prawdziwa jest implikacja

Jesli po jeziorze ptynie zaglowka,

to jezioro nie jest zamarzniete
Bedac nad jeziorem Mamry stwierdzamy, ze

Po jeziorze ptynie zagléwka
Dzieki dedukcji wnioskujemy, ze

Jezioro Mamry nie jest zamarzniete
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Podstawy logiki matematycznej Whioskowanie logiczne

Zastosowanie tautologii modus tollens

Ta tautologia jest przydatnym narzedziem stuzacym do obalania zdan
ogblnych w rodzaju

»Wszystkie kruki sg czarne”.
Niech to bedzie zdanie ,,p".

Wynika stad, ze skoro wszystkie kruki maja te ceche, to oczywiscie kazdy
napotkany z osobna kruk tez ja ma.

Tak powstaje zdanie ,q" stwierdzajace, ze napotkany kruk jest czarny.

Jesli tylko znajdziemy kruka o ubarwieniu innym niz czarne, czyli
stwierdzimy, ze zdanie ,,q" jest fatszywe, to zdanie ,p” jest takze fatszywe.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Kwantyfikatory

Bardzo czesto (w matematyce i innych naukach) formutuje sie twierdzenia,
ktére mdwia, ze pewna wiasnos¢é jest wspdlna dla wszystkich elementéw
jakiegos zbioru lub ze istnieje przynajmniej jeden element danego zbioru.

Aby takie zdania lub twierdzenia zapisa¢ symbolicznie uzywamy znaczkéw
zwanych kwantyfikatorami.

Istniejg dwa kwantyfikatory:

@ ogdlny odpowiadajacy wyrazeniu ,dla wszystkich” lub ,dla kazdego”

o szczegdtowy opowiadajacy wyrazeniu ,istnieje”
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Kwantyfikator ogdlny

Kwantyfikator ogdlny

Oznaczany jako V odpowiada okresleniom ,dla kazdego”, ,wszyscy”,
,Zawsze"

Oznaczenie pochodzi od odwréconej litery A", pierwszej litery
angielskiego stowa " All" .

W szkole i w niektérych starych polskich podrecznikach akademickich
mozna sie spotkac z notacja polska: A.

W matematyce uzywa sie skrétu
Vx e X

co znaczy ,dla kazdego elementu x ze zbioru X".
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Kwantyfikator szczegétowy

Kwantyfikator szczegdtowy

Nazywany jest réwniez kwantyfikatorem egzystencjalnym i oznaczamy jako
d. Odpowiada w mowie potocznej okresleniom ,istnieje ", , niektére”,
»zdarza sie” itp.

Oznaczenie pochodzi od odwréconej litery E", pierwszej litery
angielskiego stowa " Exists" .

W szkole i w niektérych starych polskich podrecznikach akademickich
mozna sie spotkac z notacja polska: V.

Zapis
dx e X

oznacza ,istnieje element x nalezacy do zbioru X".
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Nie ma tekstu matematycznego, ktéry nie zawieratby zdan

z kwantyfikatorami, co nie oznacza, ze w tekscie uzywa sie powszechnie
wyzej wprowadzonych oznaczen kwantyfikatoréw. Uzycie oznaczen ufatwia
jednak wprowadzenie praw rzadzacych uzyciem kwantyfikatordéw.

Rozwazmy zdanie
Wszyscy zostali wybrani

w demokratycznych wyborach.
Poki nie okresli sie zbioru oséb, do ktérych odnosi sie stowo ,wszyscy”, to
powyzsze wyrazenie, bedace zdaniem w sensie gramatyki, nie jest zdaniem
w sensie logiki.
Brakuje tu okreélenia dziedziny, tak jakbyémy zapisali wyrazenie x?> > 5 nie
precyzujac, jaki jest zakres zmiennosci zmiennej x.

Takie ,,prawie zdanie" nazywa sie funkcja zdaniowa.

Jesdli za stowem ,wszyscy” wstawimy np. stowo ,ministrowie”, otrzymamy
zdanie w sensie logiki o wartosci fatszu.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa

Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenie zawierajace pewne zmienne, ktére
staje sie zdaniem (prawdziwym badz fatszywym) po podstawieniu zamiast
zmiennej jakiejS nazwy albo w wyniku zwiazania tej zmiennej
kwantyfikatorem.

Zbiér, ktérego elementy mozemy podstawiac za zmienna, nazywamy
zakresem zmiennosci funkcji zdaniowe;.

Role zmiennej w naszym przyktadowym zdaniu petni dopetnienie dalsze, w
sensie gramatyki, precyzujace zbidr oséb, o ktérych stwierdzamy, ze s3 lub
nie s3 wybierane w demokratycznym gtosowaniu.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Przyktad

Rozwazmy nastepujace wyrazenie ze zmienng x

x2 > x
ktére nazwiemy funkcja zdaniowa P ze zmienng x, co zapisujemy skrétowo
jako P(x).

Poki nie znamy zakresu zmiennosci zmiennej x, powyzsze wyrazenie nie
jest zdaniem logicznym.

Staje sie ono zdaniem, gdy dodamy na poczatku ,Dla kazdej liczby
parzystej x" lub ,lstnieje liczba naturalna x", itp.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Niech ¢ bedzie funkcja zdaniowa. Wéwczas

o zdanie ,dla kazdego x ze zbioru X zachodzi funkcja zdaniowa ¢(x)",
co zapisujemy jako
Vx e X o(x),
jest prawdziwe w.t.w. gdy przy kazdym podstawieniu w funkgji
zdaniowej ¢ nazwy elementu zbioru X otrzymujemy zdanie prawdziwe;

o zdanie ,jistnieje x ze zbioru X, taki ze zachodzi funkcja zdaniowa
©(x)", co zapisujemy jako
dx e X ¢(x),
jest prawdziwe w.t.w. gdy przy podstawieniu nazwy chocby jednego
elementu ze zbioru X otrzymujemy zdanie prawdziwe.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Pozostawiajac na boku kwestie prawdziwosci zdan rozpatrzmy przyktad
zdania zawierajacego kwantyfikator ogdlny

Kazda komérka w zywym organizmie zawiera
fragment kwasu DNA.

oraz zdania z kwantyfikatorem szczegétowym
Niektére komérki w zywym organizmie maja
podwdjna liczbe chromosoméw.
Pozostawiajac specjalistom stwierdzenie, czy zdania te s3 zgodne z obecna

wiedzg, czy nie, zbudujmy zaprzeczenia tych zdan.

Istnieje komérka w zywym organizmie, ktéra
nie zawiera cholby fragmentu kwasu DNA.
oraz

Wszystkie komoérki w zywym organizmie majg rézna
od podwdjnej liczbe chromosomow.
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw

Budowe zdan bedacych zaprzeczeniami zdan z kwantyfikatorami okreélaja
prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw. Niech ¢ oznacza pewna funkcje

zdaniowa

Dla kwantyfikatora ogdlnego
= (Vx € X ¢(x)) & Ix € X (—p(x))

Dla kwantyfikatora szczegétowego
—(Ix € X ¢p(x)) & Vx € X (—p(x)) .
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Podstawy logiki matematycznej Kwantyfikatory

Kolejnos¢é kwantyfikatoréow

Uwaga! Kolejnos¢ wystepowania kwantyfikatorow w zdaniu jest istotna i
zmienia sens zdania.

Przyktad

Zdanie

Kazdy student ozeni sie z jaka$ studentka
zawiera dwa kwantyfikatory, gdyz znaczy to samo co

Dla dowolnego studenta istnieje studentka,
z ktora sie ozeni.

Po przestawieniu kwantyfikatoréw dostajemy zdanie

Istnieje studentka, z ktérg ozeni sie kazdy student.
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Przez wieki poszukiwano pojecia podstawowego, za pomoca ktérego
mozna by okresli¢ przedmiot badan matematykdéw. Na przetomie XIX i XX
wieku zaczeto ksztattowac sie przekonanie, ze podstawowym pojeciem

w matematyce jest pojecie zbioru.

Tego pojecia nie definiuje sie formalnie, jest to tak zwane pojecie
pierwotne, ktérego znaczenie przedstawia sie opisowo odnoszac sie do
intuicji.

Koncepcja zbioru w matematyce

Zbiér jest pewnym obiektem, ktéry albo nic nie zawiera, to znaczy nie
naleza do niego zadne elementy, albo zawiera jakie$ elementy, ktére tez
moga hierarchicznie sktada¢ sie z jakis elementéw i.t.d.
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Pojecia nalezenia do zbioru i inkluzji

Jest rzecza podstawowej wagi by rozrézni¢ dwa pojecia:

@ pojecie pierwotne nalezenia elementu do jakiego$ zbioru, albo inaczej
bycia elementem zbioru;

@ od pojecia inkluzji, czyli zawierania sie jednego zbioru w drugim lub
inaczej bycia podzbiorem zbioru.

Sens stwierdzenia, ze x nalezy do zbioru A, czyli x jest elementem zbioru
A uznajemy za powszechnie zrozumiaty.

W tym sensie pojecie nalezenia elementu do zbioru uznajemy za pierwotne.

Powszechnie uzywa sie zapisu x € A, co oznacza, x nalezy do A.
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Podstawowe pojecia matematyczne | Zbiory

Pojecie inkluzji — definicja

W oparciu o pierwotne pojecie nalezenia do zbioru i pojecie implikacji
okreslamy pojecie zawierania sie zbioréw, czyli inkluzji zbioréw.

Definicja

Zbiér A jest zawarty w zbiorze B, co oznaczamy A C B w.t.w. gdy prawda
jest, ze

(xeA)= (xeB).
Zbior A zawarty w zbiorze B nazywamy jego podzbiorem.
W szczegdlnosci kazdy zbidr jest swoim wtasnym podzbiorem.

Taki podzbidr, ktéry jest rézny od catego zbioru nazywamy podzbiorem
wiasciwym.

Nawiasy klamrowe { oraz } oznaczaja w zapisie poczatek i koniec listy
elementéw danego zbioru.
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Niech A bedzie zbiorem dwdch elementéw A = {a, b}.

Zbiér ktérego jedynym elementem jest a, czyli {a} jest zawarty w zbiorze
A, co zapisujemy jako
{a} C A.

Zbiér pusty, to taki zbiér, ktéry nie zawiera zadnych elementéw.
Oznaczamy go symbolem ()

Z definicji implikacji wynika, ze dla dowolnego zbioru A

DCA.

Z punktu widzenia matematyki jest niepoprawne stwierdzenie, ze liczba 2
zawiera sie w zbiorze liczb parzystych. Powiemy poprawnie, ze liczba 2
nalezy do zbioru liczb parzystych. Natomiast zbidr, ktérego jedynym
elementem jest liczba 2, czyli {2} jest zawarty w zbiorze liczb parzystych.
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Zbioér wszystkich podzbioréw

Przyktad zbioru wszystkich podzbioréw P (A) zbioru dwuelementowego

A={a,b};
P(A)={0,{a},{b} A}.

Elementami tego zbioru s3 wszystkie zbiory zawarte w A . Pamigetajmy, ze

jesliac Ato {a} CAi{a} e P(A).
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Podstawowe pojecia matematyczne | Zbiory

Dziatanie na zbiorach: suma i iloczyn zbioréw

1. Suma zbioréw

Suma zbioru A i zbioru B nazywa sie zbidr oznaczany jako AU B, ktéry
sktada sie z tych elementéw, ktére naleza do zbioru A lub do zbioru B, co
zapisujemy nastepujaco:

x€AUB & (xe A)V(x € B).

2. Przeciecie zbioréw (inaczej czes$¢ wspdlna albo iloczyn zbiordw)

Przecieciem (iloczynem, czescig wspdling) zbioréw A i B nazywa sie zbidr
oznaczany jako AN B, ktéry skfada sie z tych elementéw, ktére naleza do
zbioru A i do zbioru B, co zapisujemy nastepujaco:

xe€ANB & (xe A)A(x € B).
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Podstawowe pojecia matematyczne | Zbiory

Dziatanie na zbiorach

3. Réznica zbioréw

Dla danych zbioréw A i B réznica zbioréw oznaczang jako A\ B jest zbi6r
tych wszystkich elementéw ze zbioru A, ktére nie naleza do zbioru B, czyli

x€eA\B& (xeA)A(x ¢ B) ‘

4. Produkt kartezjanski zbioréw (iloczyn kartezjanski zbioréw)

Dla dowolnych dwéch zbioréw A i B istnieje zbidr wszystkich

uporzadkowanych par, oznaczany. A x B, ktéry nazywa sie produktem
kartezjanskim lub iloczynem kartezjanskim zbioréw,

o
A xB={(a,b) : a €A, beB}.

Matematyka dla biologéw
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Co to jest funkcja?

Funkcja f okreslong na zbiorze X o wartosciach w Y nazywamy
przyporzadkowanie dowolnemu elementowi x € X dokfadnie jednego
elementu y = f(x) € Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing lub zbiorem argumentéw funkcji, a element
y € Y wartoscia funkgji.

Zbidr wszystkich w ten sposéb przyporzadkowanych elementéw y to obraz
zbioru X lub zbiér wartosci funkgcji, ktéry jest podzbiorem zbioru Y.
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Notacja

Okreslajac funkcje f zwykle piszemy
f:X—Y, y=f(x).
Mozna réwniez napisaé
X Y, y=f(x)

lub nawet
X3x—y=f(x)eY.
Mamy sporo dowolnosci przy wyborze notacji, najwazniejsze by

pamieta zawsze o sprecyzowaniu dziedziny funkcji i zbioru, w ktérym
przyjmuje ona wartosci.

Niesprecyzowanie dziedziny funkcji prowadzi¢ zwykle do nieporozumien.

Matematyka dla biologéw Zajecia nr 1. 1-pazdziernika 2024
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Podstawowe pojecia matematyczne Zbiory

Ztozenie funkcji

Definicja (ztozenie lub inaczej superpozycja dwéch funkgji)

Niech f: X — Y, g: Y — Z. Funkcje, ktéra kazdemu elementowi x € X
przyporzadkowuje dokfadnie jeden element z € Z, taki ze z = g(f(x))
nazywamy superpozycja (ztozeniem) funkcji f i g.

Wyznaczona jest nowa funkcja, ktérg oznaczymy przez h

h(x) =g(f(x)) ¥xe X.

Stosuje sie zapis: h= g o f czyli h(x) = (g o f)(x) = g(f(x)).

Matematyka dla biologéw
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Funkcja réznowartosciowa (injekcja)

Funkcje f: X — Y nazywamy funkcja réznowartosciowa (injekcja), jezeli

Vxq , X2 € X (f(Xl) = f(Xz)) = (Xl = Xg).

\

Przyktad injekcji dla zbioréw skonczonych.
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Definicja surjekcji (funkcji ,na")

Funkcje f: X — Y nazywamy surjekcja (funkcja ,,na”), jezeli

VyeVY IxeX f(x)=y.

Przyporzadkowanie kazdej osobie w Polsce numeru miesigca, w ktérym sie
urodzita nie jest injekcja, ale jest surjekcja.
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Definicja bijekc;i

Funkcja f: X — Y, ktéra jest injekcja i surjekcja, a wiec przeksztatca
zbiér X na zbidér Y wzajemnie jednoznacznie, nazywa sie bijekcja.

y

3_

1-pazdziernika 2024 49 / 62

Zajecia nr 1.

Matematyka dla biologéw



Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Funkcja odwrotna

Niech f: A — B.

Definicja

Powiemy, ze funkcja g jest funkcja odwrotna do funkgji f (oznaczamy
g=r11) wtw

g: B— A oraz Vx € A zachodzi g(f(x)) = x.

Stwierdzenie
Jezeli f: A — B jest bijekcja, to istnieje funkcja odwrotna do f okreslona
na catym zbiorze B.

Stwierdzenie

Kazda funkcja réznowartosciowa f: A — B jest bijekcja z A na zbior
swoich wartosci f(A).
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Liczby catkowite

Przyjmujemy, ze wszyscy pamietamy podstawowe fakty o zbiorze liczb
naturalnych N = {0,1,2,3...}. W wyniku odejmowania i dzielenia, tylko
dla niektérych liczb naturalnych otrzymamy réwniez liczbe naturalna.

Odejmowanie , powstaje”, gdy chcemy rozwigzaé réwnanie x + n = m
i znalez¢ niewiadoma x. Mamy x = m — n.

Wykonywalno$¢ odejmowania prowadzi do zbioru liczb catkowitych.

Liczby catkowite oznaczamy przez Z

Z ={--—2,-1,,0,1,2,...}.
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Liczby wymierne

Wykonywalno$¢ dzielenia wsrdd liczb catkowitych prowadzi do liczb
wymiernych.
Szukajac rozwiazania réwnania z niewiadoma x, gx = p, gdzie p i g to
liczby catkowite, dostajemy liczbe utamkowa x = B, oileg#0.

q

Kazdy utamek mozna doprowadzi¢ do postaci nieskracalnej, tzn. takiej, dla
ktérej nie istnieje liczba catkowita wieksza od 1, bedaca wspdlnym
dzielnikiem licznika i mianownika.

Kazde dwa utamki, ktére mozna doprowadzi¢ do tej samej postaci
1

nieskracalnej wyznaczaja te sama liczbe, np. 6-2"12

Zbidér wszystkich takich liczb nazywamy zbiorem liczb wymiernych
i oznaczamy przez Q.

Q:{S:pGZ,qGN\{O}}
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Podstawowe pojecia matematyczne Injeckja, surjekcja, bijekcja i funkcja odwrotna

Liczby catkowite a wymierne

Nastepujaca wtasnos¢ odréznia liczby wymierne od catkowitych

Twierdzenie
Dla dwéch réznych liczb wymiernych a i b istnieje liczba wymierna c, taka
zea<c<b.

b
Na przyktad: ¢ = a—12— .
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Podstawowe pojecia matematyczne Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste

Sciste zdefiniowanie liczb rzeczywistych |R, stanowito problem przez
dziesieciolecia. W zbiorze liczb R s3 liczby wymierne ale wiadomo, ze sa
liczby, ktére nie s3 wymierne np.:

o /2 — dtugoéé przekatnej kwadratu o boku 1

o m — potowa obwodu okregu o promieniu 1.

Zbidr liczb rzeczywistych najlepiej charakteryzuje aksjomat ciagtosci.
Zamiast precyzyjnego sformutowania ograniczymy sie do interpretacji.

Aksjomat ciagtosci méwi, ze zbidr liczb rzeczywistych, ktéry nazywa sie
takze osig liczbowa, jest ciagty w tym sensie, ze nie ma w nim luk —
kazdemu punktowi na osi odpowiada jakas liczba rzeczywista i odwrotnie.
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Podstawowe pojecia matematyczne Liczby rzeczywiste

Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych lezacych na osi liczbowej pomiedzy
dwoma zadanymi liczbami nazywamy odcinkiem.

na przykfad (2, 3) oznacza odcinek z wytaczonymi koicami 2 i 3, a [2,3]
oznacza odcinek wraz z kohcami.

Dla kazdej pary liczb rzeczywistych a < b oznaczamy

(a,b)={x€eR : a <x<b}
[a,b] ={x€R : a<x< b}

Zauwazmy, ze jesli a = b, to wowczas: (a, b) = () oraz [a, b] = {a} = {b}.
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Podstawowe pojecia matematyczne Liczby zespolone

Liczby zespolone- motywacja

Zbiér liczb naturalnych N rozszerzamy o kolejne elementy (liczby) aby méc
rozwigzywac pewne réwnania.

o x +5 =2 daje x = —3, czyli liczbe ujemna = otrzymujemy zbior
liczb catkowitych Z.

o 2x = 3 daje x = 3/2, czyli liczbe wymierng = otrzymujemy zbidr
liczb wymiernych Q.

o x? =2 daje x = /2, czyli liczbe niewymierng = otrzymujemy zbiér
liczb rzeczywistych R.

o Okredlenie rozwigzan réwnania x?> = —1 prowadzi do zbioru liczb

zespolonych C.

NcZ cQcRcC. )
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Podstawowe pojecia matematyczne Liczby zespolone

Zbiér liczb zespolonych petni bardzo wazng role zaréwno w samej
matematyce jak i w fizyce. Liczby zespolone maja podstawowe znaczenie w
mechanice kwantowej, teorii fizycznej, ktéra stuzy do opisu przebiegu
reakcji chemicznych.

Istnienie liczb zespolonych jako rozwigzan réwnan wielomianowych
zaakceptowano juz w XVI w. W zbiorze tym mozna zdefiniowaé dodawanie
mnozenie oraz dzielenie i dlatego rzeczywiscie elementy tego zbioru
zastuguja na miano liczb. Liczby zespolone stanowiag naturalne rozszerzenie
zbioru liczb rzeczywistych.
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Podstawowe pojecia matematyczne Liczby zespolone

Definicja liczb zespolonych

Zdefiniujmy jako i rozwiazanie réwnania x> = —1, tzn.

i2=—1. (W)
Ze wzgleddw historycznych to rozwiazanie nazywa sie jednostka urojona.
Termin liczby urojone (fac. imaginaris) zawdzieczamy Kartezjuszowi
(1637), ktéry chciat w ten sposéb zaakcentowaé ich ,nierzeczywisto$¢”
i absurdalno$¢ w odrdznieniu od dobrze znanych liczb ,istniejacych
w rzeczywistosci” (rzeczywistych, fac. realis).

Zbiér liczb zespolonych

Zbiér liczb zespolonych okresla sie jako zbiér uporzadkowanych par liczb
rzeczywistych
{(,y) © x,y €R}

wraz z odpowiednio zdefiniowanymi dziataniami dodawania i mnozenia. Ze
wzgledu na pozadane wtasnosci arytmetyczne i tradycje pare (x,y)
zapisuje sie jako x + yi.
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Podstawowe pojecia matematyczne Dziatania w zbiorze liczb zespolonych

Dzieki takiemu zapisowi tatwo wykonuje sie dodawanie, mnozenie

i dzielenie liczb zespolonych zdefiniowane tak, aby spetnione byto réwnanie
(#) oraz by w odniesieniu do liczb rzeczywistych (czyli jesli y = 0)
dziatania te miaty zwykty sens.

Oznaczajac przez @ dodawanie liczb zespolonych i przez ® mnozenie
mamy

(x+yi)@(z+wi)=x+z+(y+w),
(x +yi) @ (z+ wi) = xz — yw + (xw + yz)i.
Ostatnia réwno$¢ jest konsekwencja konwencji, w mysl ktérej wyrazenia

zawierajace liczby zespolone przeksztatcamy w zgodzie z regutami zwyktej
arytmetyki liczb rzeczywistych wzbogaconej o relacje 2 = —1.

(x + yi) ® (z 4+ wi) = xz + xwi + yzi + ywi® = xz — yw + (xw + yz)i.

Dla liczb rzeczywistych, tzn. gdy powyzej y = 0 oraz w = 0, otrzymujemy
zwykte mnozenie.
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Podstawowe pojecia matematyczne Dziatania w zbiorze liczb zespolonych

Interpretacja geometryczna i réwnanie kwadratowe

3(z2) ' A = b? — 4ac

yi|------ * spetnia warunek A > 0 oraz jeden
pierwiastek podwdjny, jesli A = 0.
Oba pierwiastki x4 i x_ oraz
pierwiastek podwdjny dane s3
wzorem

X R(z) —b+ VA
X T T, (%)

Gdy A < 0 réwnanie (<)) ma réwniez
dwa pierwiastki, ktére sg liczbami

ax?+bx+c=0 ($) zespolonymi zadanymi tym samym
wzorem (é).

Réwnanie kwadratowe

ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste, o ile wyrdéznik
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Podstawowe pojecia matematyczne Dziatania w zbiorze liczb zespolonych

Liczby zespolone s3 pierwiastkami wielomianéw

Wyliczajac pierwiastki zespolone trzeba jedynie uwzglednié, ze
pierwiastkami z liczby ujemnej a s3 dwie liczby zespolone +/|a|i oraz

—/|ali — skoro a = (—1)|a|, to (v/]a[i)? = (—+/]a]i)® = a.

Mozna sprawdzi¢ (— ¢wiczenia), ze réwnanie kwadratowe
2 —
x*—=2x+2=0

ma wyréznik
A=—4 = VA=V—4=2;

oraz dwa pierwiastki

x.=1—17 1 xy=1+41.
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