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Reszty z dzielenia

Pojecie reszty z dzielenia uczniowie poznaja stosunkowo wczesnie, ale zwykle nie poruszamy go w szkole
w kontekscie algebraicznym. To wlasnie ujecie jest natomiast wykorzystywane na konkursach matematycznych.
Wystepuje ono rowniez w bardziej zaawansowanej szacie zwanej teorig kongruencji, ktora si¢ tu nie zajmujemy.
Dla ustalenia uwagi przypomnijmy podstawowe definicje.

Definicja 1. Mowimy, Ze niezerowa liczba catkowita m jest dzielnikiem liczby catkowitej n, jesli istnieje liczba
catkowita d taka, Ze
n=d-m.

Gdy liczba m jest dzielnikiem n méwimy tez, ze n dzieli sie przez m, a czasem dodajemy nawet: dzieli sie bez
reszty przez m. Odnosimy sie tu do nastepujacego wyniku (ograniczamy go do liczb dodatnich).

Twierdzenie 1. (O dzieleniu z resztq) Niech n,m bedg liczbami calkowitymi, przy czym m > 0. Wdowczas
istniejq liczby naturalne d,r, przy czym 0 < r < m takie, Ze:

n=d-m+r.

Liczbe r nazywamy resztq z dzielenia n przez m.

Twierdzenie brzmi dostojnie, ale w istocie zapisaliémy tu jedynie réwnoéé!

n r
—=d+ —.
m m
Dla nas szczegdlnie istotnym wnioskiem jest nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 1. Liczba calkowita nie moze dawaé dwoch roznych reszt z dzielenia przez liczbe calkowitq dodatniq.
W szczegélnosci nie istnieje liczba catkowita, ktora jest jednoczesnie parzysta i nieparzysta.

Zobaczmy kilka prostych przyktadow, gdzie zastosowaé mozna zapis algebraiczny, ktéry pojawia sie w Twier-
dzeniu 1. Ponizsze zadania pochodza z ksiazki Kolo matematyczne w gimnazjum autorstwa Z. Bobinskiego,
P. Nodzynskiego i M. Usckiego. Czytelnika zainteresowanego niebanalnymi zadaniami o resztach dla klas mtod-
szych, odsylam do pozycji J i J. Bednarczukéw Matematyczne gwiazdki (wydanie z roku 2019, np. zad. 107-156).

Zadanie 1. Czy istnieje taka liczba naturalna, ktora przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, a przy dzieleniu przez 8
daje reszte 27

RozwiazANIE. Odpowiedz brzmi: taka liczba nie istnieje. Bedziemy rozumowaé nie wprost. Jest to jeden z bar-
dzo czesto stosowanych rodzajéow dowodéw. Polega on na zaprzeczeniu tezy twierdzenia, a nastepnie wyciagnieciu
z tego zaprzeczenia wniosku, ktéry jest nieprawdziwy. Wedtug zasad logiki z prawdy nie moze wynikaé¢ niepraw-
da, co oznacza, ze w istocie wnioskujac z zaprzeczenia tezy, wnioskowaliSmy z nieprawdy. Zaprzeczeniem naszej
tezy jest istnienie liczby calkowitej, ktora przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, a przy dzieleniu przez 8 daje
reszte 2. Nazwijmy ta liczbe n.

Zapiszmy algebraicznie dwa warunki, ktére miataby speiniaé¢ n. Dzielimy n przez 6 i dostajemy pewien iloraz
k oraz reszte 1. Mozemy zapisac to za pomoca réwnania. n = 6k + 1. Dzielimy nastepnie n przez 8 i dostajemy
nowy iloraz [ oraz reszte 2. A zatem dostajemy warunek n = 8/ 4+ 2. Zauwazmy jednak, ze liczba 6k + 1 jest
nieparzysta, a liczba 81+2 = 2(4l+1) jest parzysta. A zatem przedstawiliémy n jednoczesnie jako liczbe parzysta
i nieparzysta:

n==0k+1=2(4l+1).

Uzyskalidmy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze istnieja liczby catkowite k,l spelniajace warunki n = 6k + 1 oraz
n = 8l + 2. A zatem odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu jest negatywna. |

INie nalezy natomiast stosowaé notacji utamka mieszanego d%, bowiem w zapisie algebraicznym oznacza ona (w sposéb malo
elegancki) iloczyn d oraz ;-.



Zadanie 2. Czy suma 48 kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 48 ¢

RozwiazANIE. Wezmy dowolng liczbe naturalna n oraz 47 kolejnych liczb catkowitych:
n+1l, n+2, n+3, ..., n+47.
Dodajac liczby od n do n + 47 uzyskujemy sume dwéch sktadnikéw: 48n oraz 1 +2+ 3 4 ... 4+ 47. Mamy tez:
14+243+...+47=(1+47)+ (2+46) + (3+45) +... + (234 25) +24 =23 - 48 4 24.
Zatem suma wszystkich liczb catkowitych od n do n + 47 jest réwna
48n + 23 - 48 + 24 = 48(n + 23) + 24.

A zatem suma 48 kolejnych liczb naturalnych daje zawsze reszte 24 przy dzieleniu przez 48. Oznacza to, ze
odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu jest negatywna.

Uwaga 1. Mozna nieco inaczej zapisaé 48 kolejnych liczb naturalnych, zaczynajac dla pewnego n naturalnego
od liczby n — 23, a konczac na liczbie n + 24. Suma tych liczb to 48n + 24.

Uwaga 2. Suma 3 kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3, a suma 4 kolejnych liczb naturalnych nie
jest podzielna przez 4. Warto zadaé sobie ogdlne pytanie: jak zmienia sie odpowiedZ na postawione w zadaniu
pytanie, gdy zamiast 48 pojawi sie¢ inna dodatnia liczba catkowita? |

Zadanie 3. Przy dzieleniu liczb naturalnych a,b,c przez 5 otrzymujemy odpowiednio reszty 1,2,3. Wyznacz
reszte z dzielenia przez 5 sumy kwadratow liczb a,b, c.

RozwIAZANIE. To rutynowe zadanie wymaga niejakiej bieglosci w postugiwaniu si¢ wyrazeniami algebraicznymi.
Z warunkéw zadania wynika, ze istniejg liczby catkowite n, m, k takie, ze:

a=b5n+1, b=bm+2, c=>5k+3.
Mamy zatem (uzywamy wzordéw skréconego mnozenia, ale mozna wymnozy¢ nawiasy):
a>+ 0+ =6Bn+1)2+ (5m +2)% + (5k +3)% =
= 25n° + 10n + 1 + 25m? + 20m + 4 + 25k° + 30k + 9 =
= 5(5n% + 5m? + 5k* + 2n + 4m + 6k + 2) + 4.

Udalo nam sie przedstawié¢ liczbe a? 4+ b% + ¢ w postaci sumy 5d + r, gdzie 0 < r < 5. Dokladniej liczba r to 4
i jest to wlasnie szukana reszta. |

Zadanie 4. Udowodnij, ze kwadrat dowolnej liczby naturalnej daje przy dzieleniu przez 3 reszty 0 lub 1.

ROzZwWIAZANIE. Rozwazmy dowolna liczbe calkowita n. Rozwazamy trzy przypadki: n = 3k, n = 3k + 1,
n = 3k + 2, gdzie k jest pewna liczba catkowita. Przypadki te méwia dokladnie, ze liczba n daje odpowiednio
reszte 0, 1, 2 z dzielenia przez 3. Teraz stosujemy technike identyczna jak w poprzednim zadaniu.

1. Dla n = 3k liczba n? jest podzielna przez 3, czyli daje reszte 0.

2. Dla n = 3k + 1 liczba n? daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, bowiem:

(3k +1)? = 9k + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1.

3. Dla n = 3k + 2 liczba n? daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, bowiem:

(3k +2)% = 9k + 12k + 4 = 3(3k® + 4k + 1) + 1.



Zadanie 5. Uzasadnij, zZe dla kazdej liczby naturalnej n liczby 12n + 1 oraz 30n + 1 sq wzglednie pierwsze.

RoOzwiAZANIE. Pytamy o to jakie wspolne dzielniki dodatnie moga mie¢ liczby 12n+1 oraz 30n+ 17 Nie wystar-
czy rozpatrzenie kilku pierwszych przypadkéw — trzeba uzasadnié teze dla kazdej liczby catkowitej n. Ponownie
wiec rozumujemy nie wprost. Tym razem zaprzeczenie tezy jest bardziej skomplikowane. Twierdzimy, ze dla
kazdego n zachodzi pewna wlasno$é. Aby zaprzeczy¢ tej tezie wystarczy wskazaé jakiekolwiek n, dla ktérego nie
jest ona spelniona. Zal6zmy, ze takie n istnieje i liczba m > 1 jest wspélnym dzielnikiem liczb 12n+1 oraz 30n+1.

Skorzystamy z obserwacji, ktora czesto jest uzywana w zadaniach konkursowych.

Obserwacja 2. Jesli liczba catkowita dodatnia m jest dzielnikiem zaréwno liczby a, jak i liczby b, to jest rowniez
dzielnikiem liczb a — b oraz a + b.

Zauwazmy, ze 30n+ 1 — (12n+4 1) = 18n. A zatem rzekomy wspdlny dzielnik m liczb 12n + 1 oraz 30n + 1 musi
by¢ réwniez dzielnikiem liczby 18n. Czy to jest mozliwe? Twierdzimy, ze liczby 12n 4 1 oraz 18n nie moga mieé
zadnych wspolnych dzielnikow pierwszych. Rzeczywiscie:

e 2 jest dzielnikiem 18n, ale 12n + 1 daje przy dzieleniu przez 2 reszte 1,
e 3 jest dzielnikiem 18n, ale 12n + 1 daje przy dzieleniu przez 3 reszte 2,
e jesli p > 3 jest dzielnikiem pierwszym liczby n, to mamy 12n + 1 daje przy dzieleniu przez p reszte 1.

Pokazalisémy zatem, ze 30n + 1 oraz 12n + 1 nie maja wspdlnych dzielnikéw wiekszych od 1.

Zbytnio wyrafinowane by¢ moze rozwazanie wyzej mozna znacznie uprosci¢ sprytna obserwacja — wspoélny
dzielnik liczb 30n + 1 oraz 12n + 1 musialby réwniez by¢ dzielnikiem liczby 5(12n +1) —2(30n+1)=3. N

Czasem do rozwigzania zadania matematycznego wystarczy spojrzenie na nie przez wlasciwe ,okulary”, ktore
skomplikowana na pierwszy rzut oka sytuacje upraszczajg poprzez skupienie uwagi na pewnym jej aspekcie.

Zadanie 6. Na tablicy zapisano dziesieé znakow ,+” i pietnaScie znakow ,—”. W jednym ruchu Scieramy dwa
dowolne znaki i zapisujemy na tablicy ,,+”, jesli znaki byly takie same, oraz ,,—”, jesli byly rozne. Po 24 ruchach
na tablicy zostaje jeden znak. Jaki?

To zadanie, opisane przez Pauling Domagalska w tekécie Metoda niezmiennikéw i pétniezmiennikéw, dostepnym
na stronie OMJ pod adresem https://omj.edu.pl/konferencje-sem, jest jednym z wielu zadan o ,,wymazy-
waniu”, ,S$cinaniu gltéw”, ,zmianie koloru” itd., w ktoérych wykorzystujemy tzw. metode niezmiennikow, czyli
wskazujemy wlasnosé, ktéra nie ulega zmianie przy wykonywanej w zadaniu operacji. Reszty z dzielenia to
typowe przyktady niezmiennikéw. W naszym zadaniu niezmiennikiem jest reszta z dzielenia przez 2.
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze mamy na poczatku parzyécie wiele znakdéw ,.+” i nieparzyscie wiele znakéw .
Co dzieje si¢ z parzystoscia tych liczb, gdy wykonujemy nasza operacje? Parzystosé liczby znakéw ,+” moze
sie zmienié¢, poniewaz w wyniku operacji zamiast dwoch pluséw moze pojawié sie jeden plus. A co z minusami?
Tu niezaleznie od tego jakie znaki Scieramy, liczba minuséw nie zmienia sie lub zmniejsza sie o 2. Istotnie:

7

e Jedli zetrzemy dwa znaki ,+”, to liczba znakéw ,.—” nie zmienia sie.

e Jesli wybierzemy znaki ,+” oraz ,-”, to po ich starciu wpisujemy ,—”, wiec znéw liczba ,—” sie nie zmienia.
o Jesli wybierzemy znaki ,—” oraz ,—”, wowczas na ich miejsce wpisujemy ,+”, czyli liczba .~ maleje o 2.
StartowaliSmy od nieparzystej liczby znakéw ,—” i po dowolnej liczbie operacji liczba znakéow ,,—” musi pozostaé
nieparzysta — rowniez wtedy, gdy na tablicy pozostaje tylko jeden znak. A zatem jest to znak ,—”. |

Mozna powiedzie¢, ze w powyzszym zadaniu spojrzeliSmy na opisang sytuacje przez ,okulary modulo 27, przy-
gladajac sie resztom z dzielenia przez 2. Stowo ,modulo” pochodzi z taciny i zostalo do matematyki wprowadzone
przez Gaussa — tworce teorii kongruencji. Stwierdzenie, ze pewne dwie liczby sa réwne modulo 2 oznacza wla-
$nie, ze maja one taka sama parzysto$¢. Natomiast stwierdzenie, ze liczby sa réwne modulo 3 oznacza, ze reszty
z dzielenia tych liczb przez 3 sa rowne, itd.

Zobaczmy przyklad zadania, na ktére wygodnie jest spojrzeé¢ tym razem przez ,okulary modulo 3”.



Zadanie 7. Na wyspie Mua Zyjq trzy rodzaje kameleonow: blekitne, granatowe i purpurowe. Po spotkaniu sie
dwdch osobnikow tego samego koloru nie dzieje sie nic. Spotkanie dwdch osobnikéw réznych koloréw powoduge
zmiaane koloru na ten trzeci. Na wyspie Zyje 56 kameleonow blekitnych, 34 granatowe i 66 purpurowych. Czy jest
moZliwe, ze w pewnym momencie na wyspie bedg kameleony tylko jednego koloru?

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze liczby 56, 34, 66 daja rozne reszty z dzielenia przez 3: pierwsza daje reszte 2,
druga reszte 1, a trzecia — reszte 0. Operacja zmiany koloru powoduje, ze zmienia si¢ liczba kameleonéw kazdego
koloru. W jaki sposéb to sie odbywa? Dwie liczby zmniejszaja sie o 1 (kameleony réznych koloréw pozbywaja
sie tego koloru), a jedna ronie o 2 (to jest kolor, ktéry przyjmujg rézne kameleony). Co si¢ nie zmienia? Fakt,
ze liczba kameleonéw réoznych koloréow w dalszym ciagu daje trzy rézne reszty z dzielenia przez 3.

Sformutujmy fakt, ktory stoi za powyzszym stwierdzeniem. Uzasadnienie pozostawiam Czytelnikowi. Jesli liczby
a, b, c daja przy dzieleniu przez 3 reszty réwne odpowiednio 0,1, 2, to:

e liczby a —1,b — 1, ¢ + 2 daja przy dzieleniu przez 3 reszty 2,0, 1,
e liczby a — 1,b+ 2, ¢ — 1 daja przy dzieleniu przez 3 reszty 2,0, 1,
e liczby a + 2,0 — 1,c — 1 daja przy dzieleniu przez 3 reszty 2,0, 1.

Jaka jest konkluzja? Gdyby w pewnym momencie wszystkie kameleony byly jednego koloru, to by oznaczato, ze
liczby kameleonéw w dwéch pozostalych kolorach (réwne zero) — dawalyby takie same reszty z dzielenia przez 3.
To jest niemozliwe. |

To byto proste i znane zadanie, ale istnieje jego nieco bardziej skomplikowana wersja, bardzo pouczajaca.

Zadanie 8. Wierzcholki siedmiokgta foremnego pokolorowane sq na czerwono, niebiesko i zielono. Dysponujemy
nastepujgcg operacjg zmiany koloru: jesli pewne dwa sgsiednie wierzcholki siedmiokgta sq réznych koloréw,
mozemy zamieni¢ ich kolor na ten sam — rézZny jednak od tego, ktorym byly pokolorowane. Pokaz, Ze jestesmy
w stanie za pomocg pewnej liczby powyzszych operacji zmienié kolory wszystkich wierzcholkow siedmiokgta na
jednakowy kolor. Czy mozemy okresli¢ ten jednakowy kolor bez wykonywania opisanych wyzej operacji?

ROZWIAZANIE. Zacznijmy od kilku obserwacji. Jedli kolory oznaczymy w skrécie przez C, N.Z, to przygladajac
sie réznym konfiguracjom czterech kolejnych wierzcholtkéw mozemy bez trudu wskazaé operacje, ktére zamienia
pierwsze trzy na ten sam kolor. Rzeczywiscie, jesli trzy kolejne wierzchotki pomalowano na rézne kolory, to
jedna operacjg mozna je zmieni¢ na te same, np.

CNZ w— CCC.

Jedli pierwsze trzy wierzcholki maja tylko dwa kolory, wtedy jest kilka przypadkéw do rozwazenia (z doklad-
noscia do kolejnosci koloréw):

e NCCN w— NCZZ v+~ NNNZ;

o JCCNw— ZCZZw— ZNNZ — CCCC,

e NOCNC w— ZZZZ,

e NCCCw— ZZCC v ZNNC — ZNZZ — ZCCZ +— NNNN,
e /JCCNw— ZCZZw— ZNNZ — CCCC.

A zatem mozemy kolejno przekolorowaé wierzcholki tak, ze mamy kolejne trojki wierzcholtkéw tego samego
koloru oraz jeden wierzchotek nieznanego koloru, nazwijmy go X. Okazuje sie, ze mozemy przekolorowaé caly
siedmiokat na ten kolor. Istotnie, mamy np.

CCCNw—CCZZvw— CNNZw— ZZNZ w— ZCOCZ+— NNNN.

Nietrudno widzieé, ze zamiast C' oraz N moga sta¢ inne kolory. A zatem pokazaliSémy, ze mozna przekolorowaé
w ten sposob caly siedmiokat.



Problem pojawia si¢ przy drugim pytaniu. Nasza procedura wskazuje sposéb przekolorowania, ale nie wskazuje
jednoznacznie koloru, na ktory przekolorowaliémy wierzchotki siedmiokata. Tu juz przydatna jest matematyka.
Potraktujemy kolorowe wierzchotki tak jak kameleony w poprzednim zadaniu. Zobaczymy ile ich jest i jakie
sg reszty z dzielenia przez 3 tych liczb. Problem jest niestety taki, ze tym razem jednak nie wiemy ile jest
owych kameleonéw. Wiemy tylko, ze jest ich w sumie 7. Zapiszmy liczby niebieskich, czerwonych i zielonych
wierzchotkéw w pierwotnym kolorowaniu jako z,y, z i spdjrzmy na roéwnanie:

r+y+z="7.
Gdyby interesowaly nas reszty z dzielenia przez 3 widzimy, ze wykluczone sa dwie mozliwosci:
e reszty z dzielenia przez 3 liczb x,y, z sa rézne,
e reszty z dzielenia przez 3 liczb z,y, z sa réwne.

W obydwu wymienionych wyzej przypadkach, suma liczb x,y,z jest podzielna przez 3.
Jaki stad wniosek? Okazuje si¢, ze dokladnie dwie z reszt z dzielenia liczb x,y,z przez 3 sa réwne!
Jak sie okazuje, to liczba o unikatowej reszcie z dzielenia przez 3 reprezentuje kolor, ktéry pozostaje pod
koniec. Dlaczego? Wykazemy, ze réwnos¢ reszt z dzielenia przez 3 nie zmienia sie przy przekolorowaniu.

Zalozmy, ze w pierwotnym kolorowaniu reszty z dzielenia y oraz z przez 3 byly réwne. Pokazemy, ze po wykonaniu
przez nas operacji zmiany koloru wierzchotkéw na jednakowy kolor — tym kolorem musi byé¢ C. Rzeczywiscie,
dowolna zmiana koloréw nie zmienia tego, ze liczba niebieskich i zielonych wierzcholtkéw daje taka sama reszte
z dzielenia przez 3. Argumentujemy analogicznie, jak w zadaniu o kameleonach.

e Zmiana NZ +— CC sprawia, ze ubywa po jednym wierzchotku niebieskim i jednym zielonym. A zatem
reszta z dzielenia przez 3 liczb wierzchotkéw niebieskich i zielonych jest dalej taka sama.

e Zmiana C'N — ZZ sprawia, ze ubywa jeden wierzcholek niebieski, przybytly natomiast dwa zielone. Skoro
jednak y, z dawaly te same reszty z dzielenia przez 3, to réwniez y — 1 oraz z + 2 daja te same reszty.

e Zmiana C'Z — NN dziala analogicznie jak w poprzednim przypadku. Tym razem zabieramy jeden wierz-
cholek zielony, ale dodajemy dwa niebieskie, wiec liczba zielonych i niebieskich wierzchotkéw dalej jest
,réwna modulo 3”.

Dlaczego wigc to kolor C' pozostaje, gdy wszystkie wierzcholki siedmiokata sa tego samego koloru? Gdybys$my
bowiem $ledzili jak zmieniaja sie liczby x,y, z, to na koncu dostaniemy w pewnej kolejnosci liczby 7,0, 0. Skoro
reszty z dzielenia przez 3 liczb y, z si¢ nie zmienily i sa réwne, to obydwie musza by¢ rowne 0, co konczy dowdd.
|

Czytelnik zechce zauwazy¢, ze w rozwiazaniu zadania nie korzystamy z zadnej innej wlasnosci liczby 7 poza ta,
ze nie jest ona podzielna przez 3.

Zadanie 9. Kasia wpisala liczby 1,2,3,...,9 do tabelki rozmiarow 3 X 3 zloZonej z dziewieciu pol, umieszczajgc
w kazdym polu inng liczbe. Nastepnie wykonala serie operacji polegajgcych na wyborze dowolnego kwadratu 2 x 2
w tabelce i zwiekszeniu lub zmniejszeniu o 1 wszystkich liczb wpisanych w pola tego kwadratu. Czy po wykonaniu
pewnej liczby opisanych operacji mozliwe jest, aby wszystkie liczby w tabelce 3 x 3 byly réwne 112

ROzZWIAZANIE. Okazuje sie, ze odpowiedZ na powyzsze pytanie jest negatywna. Kluczowym niezmiennikiem
jest tu suma wszystkich pol znajdujacych sie na szachownicy. Zauwazmy, ze na poczatku suma ta wynosi
1+2+3+...49 = 45. Kazda operacja wykonywana przez Kasie, zwigksza lub zmniejsza owg sume o 4.
A zatem niezaleznie od wykonywanej operacji, reszta z dzielenia przez 4 sumy liczb wpisanych w poszczegdlne
pola jest taka sama. Skoro poczatkowo wynosi ona 1, to réwniez w momencie, w ktérym wszystkie pola bylyby
réwne 11, suma ta musialaby dawaé reszte 1. Wowczas wynosi ona jednak 11 4+ 11+ 11+ ...4 11 = 99. Liczba
99 daje natomiast reszte 3 z dzielenia przez 4. |

Problem az sie prosi o dalsze rozwazenie. Czy jest mozliwe, aby zamiast 11 jakas$ inna liczba pojawila sie jako
jedyna w powyzszej tabeli? Gdyby taka liczba byla réwna n, to wiemy juz, ze n musi dawac reszte 1 z dzielenia
przez 4. Uzywajac pewnych dodatkowych sprytnych obserwacji mozna tatwo oszacowaé wartos$c n.



Zauwazmy, ze jesli pokolorujemy tablice jak szachownice (naprzemiennie na bialo i czarno), wéwezas oznaczajac
przez C sume pdl w polach czarnych oraz przez S sume pdl w polach bialych widzimy, ze przy wykonywanej
przez nas operacji liczba C' — S nie ulega zmianie. Nie wiemy jak wpisane zostaly liczby, ale mamy taki sprytny
niezmiennik. Wiemy tez, ze mamy 4 pola jednego koloru i 5 pdl drugiego koloru. Mozemy zatem wykonaé
szacowanie:

C-95<94+84+74+6+5-4-3-2—-1=25.

Zauwazmy, ze je$li w pewnym momencie w tabeli pojawi sie jedynie liczba n, to mamy C' — S = 5n — 4n = n.
A zatem widzimy, ze n moze by¢ (nie musi) jedna z liczb 5,9, 13,17, 21, 25. Dobierajac odpowiednio kolorowanie
mozna jeszcze to szacowanie poprawi¢. Gdyby natomiast liczby 1,2,...,9 byly wpisane w tabele ,,po kolei”,
wéwcezas od razu uzyskujemy C' — S = £+5. Czy n moze by¢ rowne 57 To pytanie zostawiam Czytelnikowi.

Przyjrzymy sie teraz zadaniu, w ktérym bedzie jasne, ze konieczne jest wykorzystanie reszt z dzielenia przez 4,
ale potrzeba bedzie sprytnej operacji podziatu wigkszego problemu na mniejsze, pozwalajacej na ich policzenie.

Zadanie 10. Pola szachownicy rozmiaru 10 x 10 wypelniono liczbami naturalnymi od 1 do 100, przy czym
w kazde pole wpisano inng liczbe. Powiemy, Ze dwa pola szachownicy sq¢ sgsiadujgce, jezeli posiadajg wspolny
bok lub wspolny wierzcholek. Wykaz, Ze suma liczb wpisanych w pewng pare sgsiadujgcych pol jest podzielna
przez 4.

ROZWIAZANIE. Zal6ézmy przeciwnie. Dzielimy szachownice na 25 kwadratow 2 x 2. Zauwazmy, ze jesli warunek
zadania nie jest speliony, to:

e kazdy z tych kwadratéow zawiera co najwyzej jedna liczbe podzielna przez 4,
e kazdy z tych kwadratéw zawiera co najwyzej jedna liczbe dajaca przy dzieleniu przez 4 reszte 2.

Zauwazmy jednak, ze wérdd liczb catkowitych od 1 do 16 mamy 25 liczb podzielnych przez 4 oraz 4 liczby,
ktore przy dzieleniu przez 4 daja reszte 2. To oznacza, ze w kazdym z 25 kwadratow 2 x 2 mamy doktadnie po
jednej takiej liczbie. Aby pozostale dwie liczby w kazdym z kwadratow nie sumowaly sie do liczby podzielnej
przez 4 konieczne jest, aby w kazdym kwadracie 2 x 2 byly dwie liczby dajace reszte 1 lub dwie liczby dajace
reszte 3 z dzielenia przez 4. To by jednak oznaczalo, ze wsrdd liczb catkowitych od 1 do 100 jest parzyscie wiele
liczb dajacych reszte 1 (lub 3 z dzielenia przez 4), co jest nieprawda. Uzyskana sprzeczno$é oznacza, ze warunek
zadania jest spelniony.

|

Po zapoznaniu sie z przykladami zadan, w ktorych reszty z dzielenia wystepuje w charakterze niezmiennikéw
przejdziemy do reszt z dzielenia sum i iloczynow. Nastepujace stwierdzenie przyjmujemy za znane, przy czym
dowdd zamieszczony jest na koncu referatu.

Twierdzenie 2. Niech r, s bedg resztami z dzielenia liczb n oraz m przez liczbe calkowitq dodatniq k. Wowczas:
(i) liczba n — m jest podzielna przez k wtedy i tylko wtedy, gdy reszty r oraz s sq réwne,
(i) reszta z dzielenia liczby n+m przez k jest taka sama jak reszta z dzielenia liczby r + s przez k,

(iii) reszta z dzielenia liczby n - m przez k jest taka sama, jak reszta z dzielenia liczby r - s przez k.

Fakt ten, bedacy podstawa teorii kongruencji, wykorzystamy w rozumowaniach, gdzie stosuje sie go w sposéb
niemal intuicyjny (do tego stopnia, ze nie jest konieczne wprowadzanie osobnej notacji).

Zadanie 11. Uzasadnij, ze liczba 2 + 22 + 23 4 ... + 22022 nje jest podzielna przez 10.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze
2+22+23+2'=2+4+8+16 = 30.

Co wiecej, dla kazdego n naturalnego mamy:

2n+1+2n+2+2n+3+2n+4 :2n(2+4+8+16) :302n



A zatem dowolne cztery kolejne skladniki rozwazanej przez nas sumy sg zawsze podzielne przez 10. Mozemy
calg sume podzieli¢ na sktadniki zawierajace sumy czterech sktadnikéw, poza pierwszymi dwoma sktadnikami:

2+22+(23+24+25+26>+(27+28+29+210)+...+(22019+22020+22021_~_22022)-

Skladniki wystepujace w nawiasach sg liczbami podzielnymi przez 10. A zatem cyfra jednosci rozwazanej sumy
jest taka sama, jak cyfra jednoéci liczby 2+ 2% = 6. Zgodnie z cecha dzielenia przez 10, wyjéciowa suma nie jest
podzielna przez 10. ]

Powyzsze zadanie reprezentuje szeroka liste intuicyjnych dla uczniow zagadnien zwiazanych ze znajdowaniem
cyfry jednodci liczby naturalnej, w szczegdlnodci zwiazanych ze znajdowaniem cyfr jednosci poteg liczb natural-
nych. Korzystamy w tych zadaniach z obserwacji, ktére w zasadzie sprowadzaja si¢ do stosowania algorytmow
dodawania i mnozenia pisemnego. Biorac jednak pod uwage, ze cyfra jednosci liczby naturalnej jest jednocze-
Snie reszta z dzielenia tej liczby przez 10, a takze fakt, ze nie zajmujemy sie w naszych rozwazaniach szerszej
kongruencjami, warto uwzgledni¢ to zadanie w naszym zestawie. Czytelnika zainteresowanego elementarnym
przyktadami tego rodzaju odsylam ponownie do ksiazki Matematyczne gwiazdki, tym razem do zadan 159-173.

Zadanie 12. Wykaz, zZe sposrod pieciu dowolnych liczb naturalnych mozna wskazaé trzy o sumie podzielnej
przez 3.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze zachodzi jedna z dwoch sytuacji:
e pewne trzy z pieciu rozwazanych liczb daja taka reszte z dzielenia przez 3,
e pewne trzy z pieciu rozwazanych liczb daja parami rézne reszty z dzielenia przez 3.

Co by sie bowiem stato, gdyby zadna z tych sytuacji nie miala miejsca? Wéwczas wszystkie z pieciu liczb mu-
sialyby dawaé jedna z dwoch reszt z dzielenia przez 3. Przy pieciu liczbach co najmniej 3 musialyby wéwczas
dawacé taka sama reszte, co jest wykluczone.

W pierwszym przypadku suma trzech jednakowych reszt jest po prostu trzykrotnoscig tej reszty i jest podzielna
przez 3. A zatem takze suma trzech liczb dajacych jednakowa reszte z dzielenia przez 3 jest podzielna przez 3.
W drugim przypadku mamy liczby dajace trzy rézne reszty z dzielenia przez 3, czyli reszty 0,1,2. Suma tych
reszt jest réwniez podzielna przez 3. |

Powyzsze zadanie bylo prostym przykladem uzycia tzw. zasady szufladkowej Dirichleta w kontekscie reszt
z dzielenia. Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu, pochodzacemu z pierwszej OMG.

Zadanie 13. Danych jest 111 liczb naturalnych. Wykaz, Ze sposrod nich mozna wybraé 11 takich liczb, ktérych
suma jest podzielna przez 11.

ROzZwWIAZANIE. Jak wiemy przy dzieleniu przez 11 mamy 11 mozliwych reszt. Patrzac wiec na nasze 111 liczb
przez ,okulary modulo 11”7 widzimy, ze wsrdd reszt z dzielenia tych liczb przez 11 pewna reszta musi wystapic¢
11 razy. Gdyby bowiem kazda reszta wystepowala mniej niz 11 razy, woéwczas wszystkich liczb byloby nie wiecej
niz 11 -10 = 110.

Nazwijmy przez r reszte z dzielenia przez jedenastu pewnych 11 ze 111 rozwazanych liczb. Twierdzimy, ze suma
tych 11 liczb jest podzielna przez 11. Wobec drugiego punktu Twierdzenia 2 widzimy, ze reszta z dzielenia przez
11 sumy jedenastu liczb dajacych powyzsza reszte r rowna jest reszcie, jaka suma ich reszt, czyli 11r daje przy
dzieleniu przez 11. Jest to oczywidcie reszta 0, wiec suma wskazanych jedenadcie liczb o reszcie r jest podzielna
przez 11. |

Zadanie 14. Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej istnieje taka jej wielokrotnosé, ktorg mozna zapisaé
w systemie dziesietnym uzywajgc wyltgcznie cyfr 0 @ 1.

RozwiazANIE. To zadanie z dosé zaskakujaca teza to nastepny klasyk, tym razem jednak zwiazany z podzielno-
Scig przez dowolna liczbe catkowitg dodatnia. Przyjmijmy, ze liczba, ktérej wielokrotnosci szukamy jest rowna n.
Rozwazmy reszty z dzielenia przez n liczb:

1, 11, 111, 1111, ..., 11...1.
—
n+1 cyfr



Zauwazmy, ze wsréd n + 1 tych liczb pewne dwie muszg dawac ta sama reszte z dzielenia przez n. Ktére dwie?
Nie ma to w istocie znaczenia. Interesuje nas jednak po prostu skorzystanie z pierwszego punktu Twierdzenia 2.
Mianowicie skoro dwie liczby daja taka sama reszte z dzielenia przez m, to ich réznica jest podzielna przez
n. Patrzac na liczby wymienione wyzej widzimy tymczasem, ze rdznica tych liczb (,wigksza — mniejsza”), jest
liczba, w ktoérej rozwinieciu dziesietnym sa jedynie jedynki i zera.

Dla przyktadu, dla n = 7 liczby 1 oraz 1111111 daja reszte 1 z dzielenia przez 7, a ich réznica: 1111110 jest
podzielna przez 7. |

Zobaczymy po6zniej jeszcze jedno zadanie tego typu, a po wiele niezwykle ciekawych przyktadow typu podobnego
do dwdéch powyzszych zadan, odsylam do artykulu Joanny Jaszunskiej pt. Szufladki i reszty z dzielenia z Gazetki
OMJ ,Kwadrat”, dostepnego pod adresem https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat-06-kolor.pdf.

Zadanie 15. Wykaz, zZe co najmniej jedna z liczb naturalnych a,b,a+0b jest liczbg nieparzystq lub jest podzielna
przez 4.

ROzZWIAZANIE. Jedli ktoras z liczb a, b, a + b jest nieparzysta, to zadanie jest rozwiagzane. Zalézmy, ze wszystkie
liczby a, b, a+ b sa parzyste. Wéwcezas liczby te daja jedynie reszty 0 lub 2 z dzielenia przez 4. Jedna z nich musi
jednak dawac reszte 0 z dzielenia przez 4. Jesli bowiem ani a, ani b nie jest podzielna przez 4, to a + b daje taka
sama reszte z dzielenia przez 4, co suma reszt 2 + 2 z dzielenia a oraz b przez 4, co konczy rozwiazanie. |

Zadanie 16. Wykaz, Ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n(n? + 5) jest podzielna przez 6.

ROZWIAZANIE. Badamy tym razem podzielnoéé przez liczbe zlozong. Trzeba zatem wykazaé, ze n(n? + 5) jest
podzielna zaréwno przez 2, jak i przez 3.

Parzystosé rozwazanego iloczynu nie powinna budzi¢ watpliwosci. Rozwazamy dwa przypadki.

e Gdy n jest parzysta, wéwczas oczywiécie n(n? +5) réwniez jest parzysta, bo iloczyn liczby parzystej przez
dowolng liczba caltkowita jest liczba parzysta.

e Gdy n jest liczba nieparzysta, wowczas jej kwadrat — tez. Liczba n? + 5 jest zatem parzysta. Stad iloczyn
n(n? + 5) réwniez w tym przypadku jest liczba parzysta.

Aby zbadaé¢ podzielnosé przez 3 postapimy bardzo podobnie: problem sprowadzi sie do okreslenia jaks reszte
z dzielenia przez 3 daje wyrazenie n? + 5. Znowu mamy dwa przypadki.

e Gdy n jest podzielne przez 3, wtedy oczywiscie takze iloczyn n(n? + 5) jest podzielny przez 3.

e Gdy za$ n nie jest podzielne przez 3, wéwczas (Zadanie 4) liczba n? daje reszte 1 z dzielenie przez 3.
Liczba n? 4+ 5 jest zawsze podzielna przez 3.

Zadanie 17. Wykaz, Ze rownanie 1522 — Ty? = 1 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze niezaleznie od wyboru liczb catkowitych z,y lewa strona rozwazanego réwnania
nie daje reszty 1 z dzielenia przez 3, co oznacza, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan. Rzeczywiscie:

1527 — 7y? = (152 — 9y°) + 2y* = 3(52* — 3y?) + 2¢°.

Ponownie korzystamy z Zadania 4 i stwierdzamy, ze liczba 2y? daje reszte 0 lub 2 z dzielenia przez 3, a zatem
cale wyrazenie 1522 — 7y? daje przy dzieleniu przez 3 reszte 0 lub 2. Nie moze by¢ ono zatem réwne 1. |

Zadan bardzo podobnych do powyzszego, stosujacych podobna technike, jest bardzo wiele. Zainteresowanego

Czytelnika odsylam do tekstu f.ukasza Bozyka z Gazetki OMJ ,Kwadrat” pt. Kwadraty, liczby pierwsze i reszta.

Kolejne zadanie dotyczy popularnej wlasnosci liczb pierwszych. Jest ona na pierwszy rzut oka nieco dziwna,
jednak w Swietle rozwazan wyzej jej uzasadnienie nie powinno by¢ problemem.



Zadanie 18. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwszq. WykaZ, ze liczba p? — 1 jest podzielna przez 24.

ROzZwWIAZANIE. Podzielno$¢ przez 24 wymaga jednoczesnej podzielnosci przez 3 i przez 8.

Zacznijmy od podzielnosci przez 3. Wiemy, ze p > 3 jest liczba pierwsza, a zatem nie jest to liczba podzielna
przez 3, ale daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1 lub 2. Reszta z dzielenia p? przez 3 musi by¢ zatem réwna 1
(Zadanie 4). Réznica p? — 1 jest zatem podzielna przez 3.

Aby rozwiazaé¢ problem podzielnosci przez 8 mozemy przyjrzec sie jakie reszty daja kwadraty liczb catkowitych
przy dzieleniu przez 8: Zrébmy tabelke reszt z dzielenia n? przez 8 w zaleznosci od reszty z dzielenia n przez 8:

nl|0 1 2 3 4 5 6 7
n2|0 1 4 1 0 1 4 1

Ktéry z powyzszych przypadkéw mozemy zaaplikowaé w sytuacji, gdy p > 3 jest liczba pierwsza? Tylko ten,
gdy jest to liczba nieparzysta. Oznacza to, ze p? daje (jako liczba nieparzysta) reszte 1 przy dzieleniu przez 8.
Zatem p? — 1 jest liczba podzielng przez 8. |

Alternatywne i by¢ moze bardziej naturalne rozwiazanie korzysta ze wzoréw skréconego mnozenia. Mamy
pPP=1=@-1)p+1).

Wiedzac, ze p jest liczba nieparzysta i niepodzielng przez 3 widzimy, ze jedna z liczb p—1 lub p+1 jest podzielna
przez 3 oraz, ze obydwie liczby p—1 oraz p+ 1 sa kolejnymi liczbami parzystymi. Ich iloczyn jest wiec podzielny
przez 8, bo jedna z nich musi by¢ wielokrotnoscia liczby 4.

Zadanie 19. Liczby pierwsze a,b, ¢ sq wieksze od 3. Wykaz, Ze liczba (a—b)(b—c)(c—a) jest podzielna przez 48.

RozwiazANIE. To klasyczne zadanie z OMJ jest pieknym przykladem zastosowania zasady szufladkowej w po-
taczeniu z wykorzystaniem warunku mowiacego, ze liczba pierwsza jest nieparzysta i niepodzielna przez 3.

Z warunkow zadania wynika, ze liczby a, b, ¢ sa nieparzyste i niepodzielne przez 3. W szczegdlnodci liczby te
moga dawac tylko reszty 1 i 3 przy dzieleniu przez 4 oraz tylko reszty 11 2 przy dzieleniu przez 3. Poniewaz
pewne dwie z liczb a, b, ¢ daja te sama reszte przy dzieleniu przez 3, wiec co najmniej jedna z liczb a—b,b—c,c—a
jest podzielna przez 3. To oznacza, ze iloczyn (a — b)(b — ¢)(c — a) jest liczba podzielna przez 3.

Podobnie, poniewaz pewne dwie z liczb a, b, c daja te sama reszte przy dzieleniu przez 4, wiec pewna sposrdéd
liczb a — b, b — ¢, c — a jest podzielna przez 4. Ponadto wszystkie te liczby sa parzyste, wiec kazda z pozostaltych
dwéch liczb jest podzielna przez 2. W konsekwencji iloczyn (a — b)(b — ¢)(c — a) jest liczba podzielna przez
4-2-2 =16. Poniewaz liczby 3 i 16 sa wzglednie pierwsze, wiec taczac uzyskane wnioski, otrzymujemy, ze liczba
(a —b)(b—¢)(c— a) jest podzielna przez 48. [ |

Zadanie 20. Wykaz, Ze nie istnieje taka liczba naturalna n > 1, Ze liczba 2™ jest dzielnikiem liczby 3™ + 1.

RozwiazANIE. Czasami w zadaniach powyzszego typu warto pamieta¢ o zasadzie: dzielnik dzielnika jest dziel-
nikiem i zastanawiaé sie czy potencjalny dzielnik 2" liczby 3™ + 1 nie ma przypadkiem dzielnika, ktérego 3™ + 1
mieé nie moze? Liczby 2" maja dzielniki bedace jedynie potegami liczby 2. Jak sie okazuje 3™ + 1 takich dziel-
nikoéw za wielu nie ma.

Dla n > 2 liczba 2" jest podzielna przez 8. Natomiast liczba 3™ daje przy dzieleniu przez 8 reszty 1 lub 3. Czy
umiemy to pokaza¢? Wystarczy zauwazyé, ze dla n > 2 mamy 3" = 3"72.9 = 8-3"72 4+ 372, Liczba 9 daje
przy dzieleniu przez 8 reszte 1. Zgodnie wiec z Twierdzeniem 2, liczby 3" oraz 3" 2 daja takie same reszty
z dzielenia przez 8. Oznacza to, ze dla n parzystego liczba 3™ daje przy dzieleniu przez 8 reszte 1, natomiast
dla n nieparzystego liczba 3™ daje przy dzieleniu przez 8 reszte 3.

Dla naszego zadania wynika stad nastepujac wniosek: 3" +1 daje przy dzieleniu przez 8 reszte 2 lub 4, nie zas 0.
W rezultacie dla n > 2 liczba 2™ nie jest dzielnikiem 3™ + 1. Wystarczy teraz dodaé, ze dla n = 2 liczba 2"
wynosi 4, a liczba 3" + 1 wynosi 10. A zatem takze dla n = 2 liczba 2™ nie jest dzielnikiem 3™ + 1. |



Zadanie 21. Danych jest szes¢ kolejnych liczb naturalnych, przy czym najmniejsza z nich nie jest podzielna
przez 5. Czy mozna wskazaé w tym zbiorze trzy liczby takie, Ze ich iloczyn réwny jest iloczynowi pozostalych
trzech?

ROzZWIAZANIE. Rozwazane zadanie jest szczegdlnym przypadkiem problemu postawionego na jednej z pierw-
szych miedzynarodowych olimpiad matematycznych. Oryginalne zadanie nie zawiera zalozenia, ze najmniejsza
z szedciu kolejnych liczb catkowitych nie jest podzielna przez 5. Zacznijmy od rozwiazania tego wariantu.

Nazwijmy nasze liczby n,n + 1,n + 2,n 4+ 3,n + 4,n + 5. Zauwazmy, ze wsroéd nich jest doktadnie jedna liczba
podzielna przez 5. RzeczywiScie, co najmniej jedna z kolejnych szesciu liczb catkowitych musi by¢ podzielna
przez 5. Gdyby jednak byly w tym zbiorze az dwie kolejne wielokrotnosci 5, to ich réznica bytaby réowna 5.
A zatem bylyby to liczby n oraz n+ 5. Wykluczylidémy jednak, ze n jest podzielne przez 5, co dowodzi prawdzi-
woéci naszej obserwacji.

Niech jedyna z liczb n+ 1,n 4+ 2,n + 3,n + 4, ktora jest podzielna przez 5, bedzie nazwana x. OdpowiedZ na
pytanie postawione w naszym zadaniu byla pozytywna i mielibySmy réwnos¢ abc = def, gdzie a,b,c,d, e, f
to po uporzadkowaniu liczby n,n + 1,...,n 4+ 5, wéwczas x bylby jedna z tych liczb i iloczyn trzech liczb,
wsrdd ktérych jest x, bylby podzielny przez 5, za$ iloczyn pozostalych trzech liczb — niepodzielnych przez 5
— sam bylby przez 5 niepodzielny. Rzeczywiscie, rozklad na czynniki pierwsze iloczynu trzech liczb niepodaziel-
nych przez 5 zawiera jedynie dzielniki pierwsze tych czynnikéw, wéréd ktorych nie ma 5. Dostajemy sprzecznosé.

Alternatywng drogg jest skorzystanie z trzeciej czesci Twierdzenia 2 i zauwazenie, ze zamiast rozwazaé iloczyny
trzech liczb i sprawdzaé, ze nie mogg by¢ rowne, mozemy sprawdzaé iloczyny reszt z dzielenia tych trdjek liczb
przez 5. Sa to reszty 0,1,2,3,4,r, gdzie r jest r6zna od zera, bo n nie jest podzielne przez 5. Nietrudno widzied,
ze w tym zbiorze iloczyn trzech niezerowych liczb nie moze by¢ podzielny przez 5. ]

Czy Czytelnik widzi teraz jak wyglada rozwiazanie oryginalnego zadania? Jest ono nieco trudniejsze, gdy n jest
podzielne przez 5. Oto jedna z drég jego rozwiazania. Zauwazmy, ze wsréd wypisanych liczb sa dokladnie trzy
liczby nieparzyste, niezaleznie od parzystosci n. Przyjrzyjmy sie tym liczbom. Wéréd tych liczb nieparzystych
jest co najwyzej jedna podzielna przez 3 (dwie nieparzyste liczby podzielne przez 3 sa odlegle o 6) i co najwyzej
jedna podzielna przez 5. A zatem jedna z trzech wypisanych liczb nieparzystych nie jest podzielna ani przez 3,
ani przez 5. Nazwijmy ta liczbe x. Twierdzimy, ze jesli warunek zadania ma by¢ spelniony, musimy mie¢ x = 1.

Przypusémy, wbrew naszym podejrzeniom, ze jako liczba nieparzysta x ma dzielnik pierwszy p wigkszy od 5.
Rozwazmy dla przykladu liczbe p = 7. Rozumowanie dla wigkszych liczb pierwszych jest analogiczne. Poza x
zadna z liczb n,n + 1,n + 2,n + 3,n + 4,n + 5 nie jest podzielna przez 7, bo dwie liczby podzielne przez 7 sa
odlegle o nie mniej niz 7. A zatem iloczyn trzech z powyzszych liczb, wéréd ktorych nie ma liczby x, nie posiada
w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby 7, bo zaden jego czynnik nie jest podzielny przez 7. Natomiast iloczyn
trzech liczb, ktore zawieraja x jest podzielny przez 7. Liczba catkowita podzielna przez 7 nie moze by¢ réwna
liczbie niepodzielnej przez 7, wiec widzimy, ze jesli ma by¢ spelniony warunek o rownosci iloczynéw — zadna z
liczb n,n+1,n+2,n+ 3,n+4,n+ 5 nie moze by¢ podzielna przez 7. Podobnie jest dla kazdej liczby pierwszej
p > T (to jest dokladnie argument, ktéry uzywaliSmy w rozwiazaniu wyzej).

W rezultacie, jesli spelnione maja by¢ warunki zadania, to liczba x jest nieparzysta i niepodzielna przez zadna
liczbe pierwsza. Stad = 1 i caly rozwazany zbiér to {1,2,3,4,5,6}. Jednak ten zbiér nie spelnia warunkéw
zadania, poniewaz posiada tylko jedna liczbe podzielng przez 5.

* * *

Na zakoniczenie podamy uzasadnienie Twierdzenia 2. Musimy wystowi¢ warunek zadania w algebraicznej postaci
n =zk +r,m = yk + s, gdzie x,y sa catkowite oraz 0 < r,s < k. Zwréémy uwage na strukture logiczng zdania
w punkcie (i). Mamy w nim do czynienia z réwnowaznoscia, Aby ja uzasadnié trzeba wykazaé dwie obserwacje:

e jesli r = s, to n — m jest podzielne przez k,
e jesli n — m jest podzielna przez k, to reszty z dzielenia n oraz m przez k sa rowne.

Przechodzimy do dowodu.



e Zacznijmy od zalozenia, ze r = s. Wéowczas:
n—m=zxk+r—(yk+r)=(x—y)k,
a zatem réznica n — m jest wielokrotnoscia liczby k.

e Odwrotnie, zalézmy, ze n — m jest liczba podzielna przez k. Mamy r > s lub r < s. Zalézmy, ze r > s
(bez straty ogélnosci). Wowcezas:
n—m=(x—yk+r—s,

gdzie k > r—s > 0. Liczba r — s jest zatem reszta z dzielenia n—m przez k. Korzystamy tu z Twierdzenia 1
o dzieleniu z reszta — tu lezy ,delikatno$¢” tego rozumowania — liczba jest 7 — s jest nieujemna i mniejsza
od k, wiec jest reszta. A zatem w naszej sytuacji r — s = 0, bo zakladaliSmy, ze n — m jest podzielne
przez k. Analogicznie rozumujemy dla r < s.

e Dowodzimy pozostate punkty. Mamy:
n+m=(@x+yk+r+s, n-m=@k+r)(yk+s)=(xy+z+y)k+rs.

Widzimy, ze n +m — r — s oraz nm — rs sa liczbami podzielnymi przez k. Zatem korzystajac z poprzedniego
punktu (implikacji odwrotnej!) dostajemy teze.
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