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Tomografia geometryczna jest dziedzinag matematyki, w ktorej staramy si¢ rekonstruowaé informacje
o obiektach geometrycznych na podstawie ich przekrojéw lub/i rzutéw. Przykladowym zagadnieniem tej

teorii jest nastepujacy problem:

Pytanie 1 Jak najlepiej przyblizyé objetosé trojwymiarowego ciala wypuklego znajgc pola powierzchni

rzutéw tego ciata na plaszczyzny (wszystkie)?*

Nazwa dziedziny jest jak najbardziej uzasadniona. Tomografia (gr. tome — przekrdj i grafein — zapisywacd)
— w medycynie jest zbiorcza nazwa metod diagnostycznych majacych na celu uzyskanie obrazu przedsta-
wiajacego przekrdj przez ciato lub jego cze$é. Wiadomo, ze gesty material, taki jak koS¢ czy zab ukaze sie
na obrazie roentgenowskim jako jasny obszar, ciemniejsze za$ regiony oznaczaé¢ beda mniej geste tkanki
ciata. Kazdy promien z wiazki X podrézuje po linii prostej i jego intensywno$¢ po przebyciu naswietlanej
czedci ciala zalezy, intuicyjnie rzecz biorac od tego, przez ’jak wiele’ tkanki przeszedl. Jesli promienie
wiazki X sg wzajemnie rownolegle, wowczas obraz zawiera informacje o iloSci materialu w ciele, lezacego

w przecieciu linii réwnolegtych do kierunku wiazki.

Jak wyglada matematyczny obrazek tej sytuacji? Mozemy sobie na przyklad wyobrazié, ze interesuje nas
okredlenie funkcji f gestosci rozkladu prawdopodobienstwa na plaszczyznie na podstawie rodziny funkcji
fu indeksowanej wszystkimi kierunkami wektoréw jednostkowych u € S! takich, ze f,(t) jest catka z f
po prostej prostopadtej do u w punkcie ¢. Innymi slowy: nasza wiazka promieni X, to rodzina prostych
prostopadtych do wu. Jasne i ciemne obszary — to odpowiednie caltki. To konkretne zagadnienie ma pozy-
tywne rozstrzygniecie w postaci twierdzenia Radona z 1917r.

‘catka’ — sugeruje, ze objecie zagadnienia tomografii modelem

Pojawienie sie pojec: 'gestosé’, rozktad’,
matematycznym moze by¢ w pelnej ogdélnosci niezwykle skomplikowane. Dlatego tez stosuje sie szereg
uproszczen przytoczonej wyzej sytuacji. Po pierwsze: funkcja gestosci f moze przyjmowaé wartosci 0 lub
1. T tylko takie. To sprawia, méwiac kolowialnie, ze nasz model odréznia fakt, ze w pewnym punkcie R"
punkt badanego przez nas obiektu K istnieje, lub nie. To jeszcze za mato, by uniknaé skomplikowanej
analizy. Wygodnie jest dodatkowo zalozy¢, ze ksztalt K nie jest zbyt skomplikowany. Mozna to rozumieé

na wiele sposobéw. Dla nas punktem wyjscia beda tzw. ciata wypuktle, a wiec zwarte i wypukte zbio-

ry K C R” o niepustych wnetrzach. Zdecydowana wiekszo$¢ zagadnien rozwazana bedzie na plaszczyznie.

1Cho¢ dla ogdlnego ciata wypuklego w R problem daleki jest jeszcze od rozstrzygniecia, wiadomo jak odzyskiwaé do-
kladna objetosé elipsoidy na podstawie pdl rzutéw tej elipsy na plaszczyzny prostopadte do wszystkich mozliwych kierunkéw

w R3.



Przyjmujemy nastepujacy zestaw oznaczen: przez 0 rozumiemy poczatek uktadu wspélrzednych. Okrag
jednostkowy to S'. Kierunki na plaszczyznie utozsamiaé bedziemy z wektorami jednostkowymi lub réw-
nowaznie z punktami v € S'. Prosta przechodzaca przez 0 o kierunku u oznaczaé bedziemy jako I,.
Prosta prostopadla do u przechodzaca przez 0 oznaczamy przez u®. Podamy teraz $cisty definicje tego,

co bedziemy w dalszym ciaggu rozumie¢ jako wiazke promieni X:

Definicja 1 (Wiazka X,) Niech C bedzie ciatem wypuktym w R?, zas u € S'. Funkcje X,C : ut — R
nazywamy wigzke X ciala C w kierunku u jesli X, (t) = |(t + 1) N C.

Rysunek ponizej powinien rozwiaé¢ wszelkie watpliwosci co do natury zdefiniowanego obiektu. Przed-

stawia on w sposob pogladowy wykres funkcji X, C":

Graph of X- ray.
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Przypomnijmy, ze o C' mozemy tu mysle¢ dwojako — albo jako o zbiorze wypuklym, albo jak o funkcji
charakterystycznej f zbioru C. Zgadza sie to z wcze$niejszymi, ogdlniejszymi uwagami. Oczywiscie dla
t € ut calka z funkcji f po prostej t + 1, wynosi dokladnie dtugoéé odcinka C' zawartego w prostej ¢ +I,,.
W ten sposéb mamy tez naturalng definicje X, f dla funkcji gestosci.

Naturalnym zagadnieniem jest nastepujace: czy istnieje zbiér S C S' kierunkéw taki, ze dowolne cialo
wypukte C jest opisane jednoznacznie przy pomocy rodziny funkcji X;C, s € S? Dokladniej, czy jesli dla
pewnych dwéch cial wypuklych C,C’ mamy X,C = X,C’, dla kazdego s € S, to czy C = C'? Wypada
tu odnotowad, ze potozenie ciata wypuklego jest dla nas istotne. Tak wiec np. cialo K i jego nietrywialne
przesuniecie, obroét itd., a wiec cala przystajace don, ale nie identyczne — chcemy rozréznia¢. Ma to sens
z punktu widzenia tomografii, interesuje przeciez nie tylko to, jaki ksztalt ma guz pacjenta, ale takze

‘gdzie’ i ’jak’ jest on polozony...



Jesli S jest zbiorem nieskonczonym, wéwczas odpowiedz brzmi: tak. Jest to jeden z wynikéw Radona

uzyskany przy okazji pracy nad ogdlniejszymi zagadnieniami, opisanymi wyzej.

Twierdzenie 1 (Radon) Niech f bedzie ograniczong funkcjg mierzalng w R™, znikajgcg poza pewnym
zbiorem ograniczonym. Zalézmy, ze S C S~ jest zbiorem nieskoriczonym. Jesli X f = 0 dla wszystkich

u € S, wowczas f =0, v, — prawie wszedzie.

Jesli wige za f przyjmiemy réznice funkcji charakterystycznych zbioréw C i C’, wéwczas spelni ona za-

lozenia twierdzenia powyzej. Zatem C = C’.

Moze wiec wystarczy skoficzenie wiele kierunkéw? Czy istnieje n, ze dla dowolnego S € S' mocy nie
mniejszej od n mamy wlasno$é opisana wyzej? Okazuje sie, ze nie. Jest jasne, ze jeden kierunek nie
wystarczy. Dla cial wypuklych K, K’ réwnowazne sa bowiem warunki: X, K = X, K’ & S, (K) = S,(K'),
gdzie S,, jest symetryzacja Steinera wzgledem u. Pokazemy, ze dla dowolnej liczby n > 2 istnieje zbidr

S, € S' mocy 2n oraz ciala wypukle W,,, U, ktérych zbiér ten nie rozréznia.

Lemat 1 Dany jest tréjkgt ABC. Niech C’' bedzie dowolnym punktem prostej réwnoleglej do AB prze-
chodzgcej przez C. Wowczas jesli u jest kierunkiem prostej zawierajgcej AB, to X,,(ABC) = X, (ABC").

Dowdd wynika natychmiast z twierdzenia Talesa. Rozwazmy teraz n — kat foremny W,, o srodku w po-
czatku ukladu wspolrzednych. Niech U, bedzie obrazem W,, przy obrocie wokét 0 o kat 7/n. Latwo
widzieé¢, ze W = conv(W,, U U,,) jest 2n — katem foremnym. Niech u bedzie kierunkiem réwnoleglym do

jednego z bokéw W. Wtedy X, (W,,) = X, (Uy).

Z przytoczonego argumentu wynika juz jeden istotny wniosek: poszukiwany zbiér S C S' nie moze byé
podzbiorem kierunkéw wyznaczonych przez boki wielokata foremnego. Niech ¢ : R? — R? bedzie do-
wolnym nieosobliwym przeksztalceniem afinicznym.? Jedli dla pewnego u € S* mamy X, K = X,K’, to
takze Xy (9(K)) = Xgu(@(K”)). Istotnie — nieosobliwe przeksztalcenia afiniczne zachowuja réwnoleglosé
oraz stosunek réwnolegltych do siebie odcinkéw. Zatem S nie moze byé w istocie podzbiorem kierunkéw
pochodzacych od bokéw obrazu wielokata foremnego przy nieosobliwym przeksztalceniu afinicznym (ta-
kie wielokaty nazywamy afinicznie foremnymi). Odnotujmy w tym miejscu jeszcze, ze kazdy trojkat jest

afinicznie foremny, wigec poszukiwany zbiér S jest co najmniej czteroelementowy.

Wydaje sie, ze nie zdzialaliSmy wiele, wykluczajac co najwyzej trywialne przypadki. Tymczasem, niemal

nic wiecej wykluczy¢ si¢ nie da.

Twierdzenie 2 Ciala wypukle sg wyznaczone jednoznacznie przez rodziny Xs,s € S C S' wtedy i tylko

wtedy, gdy S nie jest podzbiorem kierunkéw wyznaczonych przez boki wielokgta afinicznie foremnego.

Nie przedstawimy tu pelnego dowodu, a jedynie droge do niego prowadzaca. Zanim to zrobimy przypo-

mnimy krétko istotne dla dalszych rozwazan pojecia:

Definicja 2 (S — foremny wielokat) Niech S bedzie skoriczonym zbiorem kierunkdw. Wielokgt W jest
S — foremny jesli ma nastepujgcg wilasnosé: dla kazdego wierzcholka v tego wielokgta i dla dowolnego
u € S prosta l, + v, przechodzgca przez v i réwnolegla do u przechodzi przez pewien inny wierzcholek v’

tego wielokgta. Mowimy, zZe jesli W jest stabo S — foremny, jesli dopuszczamy mozliwosé v = v’.

2Macierz czeéci liniowej tego przeksztalcenia ma niezerowy wyznacznik



Definicja 3 (Srodek ciezkosci) Niech p bedzie miarg w R™, E za$ — zbiorem ograniczonym dodatniej

miary. Woéwczas Srodek ciezkosci (centroid) zbioru E wzgledem p to punkt:

1
= M(E)E/xdu(:ﬁ)

Definicja 4 (Metryka Hausdorffa) Na rodzinie zbioréw zwartych przestrzeni R™ z metrykq euklide-

sowq | - | mozna wprowadzié metryke, zdefiniowang w nastepujgcy sposdb:
E,F) = max{sup inf |z,y|, sup inf |z,y|}.
p(E, F) {%Eyeﬂ yl ﬂegyeEl yl}

Metryka Hausdorffa wydaje sie na pierwszy rzut oka skomplikowanym pojeciem. Intuicyjnie méwi ona
— jak bardzo nalezy poszerzyé (przez otoczki wypukte) zbiory E, F do E, F, by E C F i odwrotnie. Na
przyktad — wspélsrodkowe kola odlegle sa od siebie o réznice ich promieni. Ponizszy rysunek powinien

stuzy¢ za dobra ilustracje:

sup inf d(z. 1
ol (z,y)

sup inf d(z,y)

Idea dowodu jest nastepujaca: jesli pewnie dwa ciala wypukte K, K’ sa rézne, aczkolwiek nierozréznial-
ne przez pewien skonczony zbiér kierunkéw S C S', wéwczas istnieje wielokat S — foremny zwigzany
z ukladem K, K’. Aby zrozumieé, ze jest to fakt fundamentalny nalezy zobaczy¢, ze nie kazdy uklad
kierunkéw S prowadzi do istnienia wielokata S — foremnego. Jak sie okaze — jedynie kierunki pochodzace
od kierunkéw wielokatéw afinicznie foremnych moga by¢ kierunkami wielokatéw S — foremnych. Do tego

potrzeba bedzie zbieznosci w metryce Hausdorffa...

Najbardziej delikatnym fragmentem rozumowania jest przyporzadkowanie parze réznych K, K’ odpowia-
dajacego im wielokata S — regularnego. Kluczem jest tu wykorzystanie srodkéw ciezkosci. Zacznijmy od

prostej uwagi, wywodzacej sie wprost z definicji tychze obiektow:

Lemat 2 Niech E oraz E' — spéjne ciala takie, ze dla ustalonego kierunku v € S mamy X, E = X, E'.

Wiedy Srodki ciezkosci E oraz E' lezg na tej samej prostej. Co wiecej, kierunek tej prostej to u.

Natychmiastowy skutek tego lematu jest taki, ze jesli rozne ciala wypukle sg nierozréznialne przez X,,, X,,
u,v € S, woéwczas srodki ciezkodci tych cial pokrywaja sie. W szczegdlnodci, skoro srodek cigzkodci ciata

wypuklego nalezy do jego wnetrza, to intK NintK’' # (). Skoro ciala te sg rézne, to w istocie takze



int(K \ K') oraz int(K'\ K) musza by¢ niepuste. Niech C' bedzie skladowa sp6jna zbioru int(K \ K').
Spéjrzmy na nastepujacy rysunek:

1
1, i — g
K‘\.‘ - i
4 —K
i

Niech u;C oznacza zbiér punktéw x € int(K' \ K), ze l,, + = (prosta przechodzaca przez x o kierunku
uq) przecina C. Oczywiscie zbidr taki istnieje na mocy zasady Cavalieriego. Jest on rozlaczny z C'i jest
on skladowa spéjna int(K’\ K). Mozna definiowaé kolejne iteracje i otrzymaé tzw. system sktadowych

spojnych zwiazanych z C postaci:
C={ug, ---u;,C:meNu; €S}

Okazuje sie, i to postaramy sie tu uzasadnié, ze prawdziwe sa dwie wlasnoéci tego systemu. Po pierwsze
jest to zawsze zbiér skonczony, moc ktérego ogranicza z dotu podwojenie mocy S: |C| > 2|S|. Co wazniej-
sze jednak, zbiér srodkow ciezkosci sktadowych spdjnych nalezacych do C zwiazanych ze sktadows spdjna

C zbioru K A K', uklada si¢ w wierzchotki S — regularnego wielokata.

Elementy C sa z definicji roztaczne. Co wigcej, na mocy zasady Cavalierego maja one réwne i niezerowe
pola. Skoro kazdy z nich zawarty jest w zbiorze zwartym K U K’, to jest ich skonczenie wiele. Niech
wiegc m = |C| i C sklada sie z Cy,Cy,...,Cy,, zorientowanych zgodnie z kierunkiem wskazéwek zegara.
Jedli u € S, to uCy; = Cf dla pewnego k # 1, parzystego. Dlaczego? Latwo widzieé¢, ze jesli C jest
komponentem K \ K’, to najblizej 'na lewo’ i najblizej 'na prawo’ od niego znajduja si¢ komponenty
z K’ \ K. Istotnie, wszystkie elementy C widaé¢ z C' pod kierunkami bedacymi sumami kierunkéw z S.
Jesli wiec ponumerujemy kierunki z S jako ui,ua, ..., u,, to jesli na lewo od C lezy zbidr u;, - - - u;, C, to
lezy tez zbior Umin,(i,)C. Zatem wsréd elementéw Cy,Ca, ..., Cy, sa na przemian komponenty z K \ K’
oraz z K’ \ K. Zatem uCy = C} dla pewnego k parzystego. Co wigcej, jesli dla pewnego v’ € C' mamy
u'Cy = Cyr, to k # k', bo te musza mieé rézne $rodki ciezkodci. Liczb parzystych k jest co najwyzej [m/2]

zatem m > 2n. Notabene pokazaliémy tez istnienie gornego ograniczenia m.

Latwiej bedzie juz pokazaé, ze wierzcholki utworzone przez érodki cigzkosci tworza wielokat S — forem-
ny. Niech V bedzie zbiorem $rodkow ciezkoséci komponentéw rodziny C. Niech érodkiem ciezkosci C' € C
bedzie v € V. Zauwazmy, ze v € convC. Niech t bedzie odcinkiem taczacym punkty przeciecia brzegow
K oraz K' wyznaczajace komponent C. Wtedy ¢ oddziela conv(C) od zbioru V' \ {v}. Zatem elementy

V' ukladaja sie w wierzcholki wielokata wypuklego niezdegenerowanego. Dlaczego S — foremnego? Jesli



v jest Srodkiem ciezkosci C| to zgodnie z lematem Srodek cigzkosci uC,u € S lezy na prostej v + [,.

ZwiazaliSmy wigc z para réznych, acz nierozréznialnych przez S, cial wypuklych pewien wielokat S —
foremny. Pozostaje wiec pytanie: jakie S C S moga by¢ kierunkami wielokatéw S — foremnych? Okazuje
sie, jak wspomnieliSmy wyzej, ze sa to jedynie podzbiory kierunkéw pochodzacych od kierunkéw bokéw
wielokatow afinicznie foremnych — tych samych, ktore wyeliminowaliSmy jako potencjalnie interesujace.
W celu pokazania tego faktu wykazuje si¢, ze majac S — foremny wielokat (Qy umiem skonstruowac
z niego ciag @Q,, n > 1 wielokatéw S — foremnych, ktore zbiegaja w sensie Hausdorffa do wielokata
afinicznie foremnego. Tego faktu nie bedziemy tutaj uzasadniaé¢. Zauwazmy jedynie, ze granica Hausdorffa
wielokatow S — foremnych sama jest wielokatem S — foremnym. Skoro tak, to .S jest zbiorem kierunkéw
wyznaczonych przez boki lub przekatne wielokata granicznego W o n — bokach. Zauwazmy jednak, ze zbiér
ten jest zbiorem kierunkéw wyznaczonych przez boki 2n — kata afiniczne foremnego. Dostajemy go tak:
jesli mamy n — kat foremny W, i ¢ : W,, — W — afiniczne niezdegenerowane, to nasz 2n — kat to ¢(Way,),
a wiec obraz 2n — kata foremnego przy tym samym odwzorowaniu. W ten sposéb S to podzbior kierunkéw
wyznaczonych przez boki ¢(Wa,, ). Zatem jesli S nie jest podzbiorem kierunkéw wyznaczonych przez boki

wielokata afinicznie foremnego, to rodzina X,,u € S rozréznia dowolne dwa rézne ciala wypukle.

Twierdzenie 3 Ciala wypukle sq rozrézniane przez odpowiednie zbiory kierunkdéw zloZone jedynie z czte-

rech elementow.

Idea dowodu jest nastepujaca: chcemy pokazaé, ze istnieja cztery kierunki, ktore nie sa podzbiorem kie-
runkow wielokata afinicznie foremnego. Wezmy dowolny n — kat foremny. Jak wiadomo, jego wierzchotki
znajduja sie w punktach w?, gdzie w to pierwiastek pierwotny stopnia n z 1, za$ i € {0,...,n — 1}. Niech
S1, 82, 83, S4 to nachylenia dowolnych czterech bokéw (zakladamy, Ze nie pionowych). Sa to tangensy ka-
téw mi/n, gdzie ¢ j.w. Wiadomo, ze tg(nd) = f(tg¢) dla pewnej funkcji wymiernej f. Zatem f(s) = 0,
czyli s jest liczbg algebraiczna. Rozwazmy teraz dwustosunek si, ss, sz, s4. Jest to liczba algebraiczna.
Przy przeksztalceniach afinicznych dwustosunek nie ulega zmianie. Zatem dwustosunek nachylenia czte-
rech bokéw wielokata afinicznie foremnego jest liczba algebraiczna. Nie jest zas$ problemem znalezé cztery

liczby rzeczywiste, ktérych dwustosunek algebraiczny nie bedzie. To konczy dowdd.

Przypomnijmy, ze trzy kierunki nie wystarczaly do rozrézniania cial wypuktych, poniewaz kazdy zestaw
trzech nieréwnoleglych kierunkéw pochodzi od wielokata afinicznie foremnego. Jako przyktadow, ktérych
rozr6zni¢ nie mozna uzywaliSmy figur przystajacych, obréconych co najwyzej o pewien kat. Wydawaé by
sie¢ mogto, ze jest to dos¢ szczegdlny przypadek. Okazuje si¢ jednak, ze i nieprzystajace figury moga by¢

nierozréznialne przez trzy kierunki.

Twierdzenie 4 Niech S bedzie podzbiorem kierunkow bokow wielokgta afinicznie foremnego. Ilosé parami

nie przystajgcych wypuklych n — kqgtéw o takich samych Xy, u € S rosnie wykladniczo wraz z n.

Intuicja podpowiadajaca nam, ze mimo wszystko wiekszoé¢ zbioréw wypuklych powinno by¢ rozréznial-
nych przy pomocy dwdéch kierunkéw jest wlasciwa, ale jej precyzyjne wyrazenie wymaga delikatnodci.
Przestrzen (Ky, p) (p — metryka Hausdorffa) jest zupelna. Méwimy, ze pewna wlasnosé jest spelniona w
X prawie wszedzie w sensie Baire’a, jesli podzbiér Y C X, na ktérym jest spelniona, jest przecieciem
przeliczalnie wielu zbioréw o wnetrzach gestych w X. Zbiory takie nazywamy zbiorami drugiej kategorii...

Okazuje sie, ze wlasnosé rozrézniania zbioréw wypuklych przy pomocy dwéch kierunkéw (nie bedacych



afinicznie foremnymi...) zachodzi w tym sensie dla prawie wszystkich cial wypuklych na plaszczyinie.

Jak wyglada sytuacja dla zbioréw niewypuklych? Na przyklad wielokatéw prostych, albo zbioréw gwiaz-
dzistych? Okazuje sie, ze zbioréw gwiazdzistych nie da si¢ determinowaé przy pomocy zadnego skonczo-
nego zbioru kierunkéw. Dla kazdego n istnieje n — kat prosty, ktérego nie wyznaczymy jednoznacznie przy
pomocy naswietlen wykonywanych z n — elementowego zbioru kierunkéw. Dowody tych faktéw pochodza

z [4].

Problem, ktorego rozwiagzanie jedynie tu naszkicowalidémy, moze wystepowaé¢ w postaci réznych interesu-

jacych mutacji.

e Wyobrazmy sobie na przyktad, ze znamy ksztalt i orientacje obiektu, ktory chcemy odszukac. Na tej
podstawie probujemy tak dobrac¢ S, by weryfikacja byla jednoznaczna. Nie wchodzac w szczegoly
powiemy tylko, ze wystarcza do tego trzy kierunki. (dobrane do odpowiedniego ksztaltu). Nie mozna
tej stalej polepszy¢. Kazdy szesciokat wypukly o tej wlasnosci, ze zadna z jego przekatnych nie jest

rownolegla do zadnego z bokéw jest tu kontrprzykladem.

e Mozna sprébowaé wysérodkowaé dwa powyzsze problemy. Zalézmy, ze nie znamy ksztaltu poszu-
kiwanego przez tomograf obiektu. Dobieramy wiec jakis kierunek u;, wykonujemy X,,, ogladamy
zdjecie i na jego podstawie dobieramy kolejny kierunek, robimy zdjecie, itd... W takich procedu-
rach ogdlne algorytmy nie sa opracowane. Wiadomo jednak, ze jedli poszukujemy wielokata, trzy
naswietlania wystarcza. Nie wiadomo, czy dla dowolnych cial wypuktych trzy to wystarczajaco

wiele.

e Mozna wreszcie nie wypuszczaé réwnoleglych wiazek promieni X. W tomografii komputerowej wiaz-
ki wypuszcza sie tak naprawde z pewnych ognisk. Mamy wiec tu pewne uogélnienie. Wiazke réw-
nolegla traktujemy jako naswietlanie z punktu w nieskonczonosci. Odpowiednikiem funkcji X,,, czy
réwnowaznie — symetryzacji Steinera przy wiazce réwnoleglej, jest tu obiekt A, K zwany 'chordal
symmetral’, co wydaje si¢ trudne do przettumaczenia. Jak tworzymy taki obiekt? Bierzemy punkt
p, z ktérego wypuécili$my promieti I, + p w kierunku u € S'. Przeciecie (I, + p) N K ma pewna
miare jednowymiarowa p. Tworzymy teraz odcinek K, o $rodku w punkcie p i dtugosci u, ktérego
kierunkiem jest u (gdy miara jest zerowa, odcinka nie tworzymy). Suma mnogosciowa K, u € S*

jest obiektem naszego zainteresowania. Przyklad mamy na rysunku ponizej:

Figure 5.3. Chordal symmetral of a disk,

Méwimy wiec, ze zbiér P naswietlen z punktéw p € R%,p € P wyznacza jednoznacznie zbiér



mierzalny K jedli dla kazdego zbioru mierzalnego K’ istnieje takie p € P, ze mamy A,K # A K'.
Wyniki dotyczace tej materii sa juz znacznie trudniejsze niz te przytoczone wyzej. Odnotujmy tutaj

trzy z nich:

Twierdzenie 5 Ciala wypukie sq wyznaczone jednoznacznie przez promienie X wypuszczone z do-
wolnego zbioru czterech punktow, z ktorych zZadne trzy nie sq wspotliniowe. Zadany ksztalt mozna

zweryfikowadé (patrz def. wyzej) przy pomocy dowolnego zbioru trzech punktéw.

Twierdzenie 6 Promienie X wypuszczone z trzech niewspétliniowych punktéw A, B,C determi-

nujg wszystkie ciala wypukle K takie, ze intK C conv{A, B, C}.

Twierdzenie 7 Cialo wypukle K jest wyznaczone jednoznacznie przez promienie wypuszczone z

dwoch punktow A, B, jedynie w jednej z nastepujgcych sytuacji:

— Prosta | przechodzgca przez A, B przecina wnetrze K, do wnetrza tego nie naleZqg jednak ani

A, ani B, oraz skladowa I\ {p1,p2} przecinajgca K jest okreslona.
— Prosta | podpiera K.

— A, B nalezqg do wnetrza K (a wiec dwa punkty determinujq wszystkie ciala wypukle, ktore je

zawierajg).

Mozna tez miksowaé pojecia — punkty na plaszczyznie i punkty w nieskonczonosci to razem plasz-
czyzna rzutowa. Czy jesli wykonujemy nadwietlania z punktéw polozonych ogélnie na plaszczyznie
rzutowej, sytuacja ulega drastycznej zmianie? Otdz nie, znowu wystarcza cztery kierunki, zadne
trzy nie moga by¢ jednak wspélliniowe (zalatwia to przypadek rozwazany w tym referacie — nie
wszystkie kierunki rzutowania moga by¢ réownolegle, bo nalezalyby wszystkie do prostej w nie-
skoniczonosci). Latwo wskazaé przyktad dwoch zbioréw nierozréznialnych przez dwa promienie X
z plaszczyzny rzutowej. Jest to trojkat rownoramienny i jego kopia w symetrii wzgledem dowolnej

prostej rownoleglej do podstawy.

Referat ten porusza wlasciwie jedynie wierzchotek géry lodowej, jaka jest materia, ktérag zajmuje sie

opisywana dziedzina. Pomineliémy catkowicie przypadki cial wielowymiarowych, zagadnienia zwigzane z

rzutowaniami, a takze niezwykle interesujace zagadnienia dotyczace tzw. dyskretnej tomografii geome-

trycznej, posmak ktérych Czytelnik odnajdzie na przyklad w prezentacji [1].

Literatura

1]

DULIO P.: Symmetries arising from X — rays, Fourth International Workshop on Convex Geometry-
Analytic Aspects, Cortona, Italy, June 3-9, 2007. Dostepny online pod adresem:
http://web.math.unifi.it /users/salani/cortona2007/talks/dulio.pdf

GARDNER R.J.: Geometric Tomography, Encyclopedia of Mathematics and its applications, vol. 58,
Cambridge University Press (1995).

GARDNER R.J.: Geometric Tomography, Notices of AMS, 42 (1995), 422 — 429.

GARDNER R.J.: X - Rays of Polygons, Discrete and Computational Geometry, 7 (1992), 281 — 293.



