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Rozgrzewka. Czy można, przy pomocy zwykłych ruchów
konika szachowego, przejść na szachownicy rozmiaru 3× 3
z ustawienia na rysunku po lewej do tego po prawej stronie?

.
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Zadanie. Dwóch wspinaczy porusza się po paśmie górskim.
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Zadanie. Dwóch wspinaczy porusza się po paśmie górskim.
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Czy wspinacze mogą spotkać się na szczycie (punkt M), jeśli:

startują równocześnie odpowiednio z punktów A oraz Z ,

w każdym momencie drogi są na tej samej wysokości?

.
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(A,Z )→ (C,X )→ (D,Y )→ (F ,W )→ (D,U)→ (F ,S)→ (E ,R)→ (M,M).
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GRAF PASMA GÓRSKIEGO o wierzchołkach (XL,XP), gdzie
XL oraz XP są na tej samej wysokości w pasmie,

XL jest na lewo, a XP jest na prawo od punktu M (szczyt),
XL lub XP jest w lokalnym maksimum (górka lub szczyt) lub
lokalnym minimum (dołek lub start) wysokości tego pasma.

Na podstawie: Tucker A.: The Paralell Climbing Puzzle. Math Horizons 3 (1995): 22–24.
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Definicja

Skończony graf prosty to para G = (V ,E), gdzie:
V — skończony zbiór (wierzchołków),
E — zbior par różnych elementów z V (krawędzi).

a b

cd

e V = {a,b, c,d ,e}

E = {{a,b}, {a,d}, {b, c}, {c,d}, {b,e}}

.
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Definicja

Stopień wierzchołka v w skończonym grafie prostym to
liczba deg(v) krawędzi incydentnych z tym wierzchołkiem,
czyli takich które go zawierają (jest on ich końcem).

a b

cd

e deg(a) = deg(c) = deg(d) = 2

deg(b) = 3, deg(e) = 1

.



.

Lemat o uściskach dłoni

W skończonym grafie prostym G = (V ,E) suma stopni
wierzchołków równa jest dwukrotności liczby krawędzi,
czyli

2|E | =
∑
v∈V

deg(v).

W szczególności w G jest parzyście wiele wierzchołków
nieparzystego stopnia.
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Lemat o uściskach dłoni

W skończonym grafie prostym G = (V ,E) suma stopni
wierzchołków równa jest dwukrotności liczby krawędzi,
czyli

2|E | =
∑
v∈V

deg(v).

W szczególności w G jest parzyście wiele wierzchołków
nieparzystego stopnia.

Przykład. W żadnej skończonej grupie osób nie może być
tylko jednej osoby o nieparzyście wielu znajomych.

.
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Do których wierzchołków możemy dojść ścieżką?

Każdy wierzchołek ma swoją spójną składową — graf złożony
ze wszystkich ścieżek, które zawierają ten wierzchołek.

.
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Zadanie. W pewnym królestwie z każdego miasta wychodzi
setka połączeń prowadzących do innych miast. Z każdego
miasta można dotrzeć ścieżką dróg do jakiegokolwiek innego.
Pewnego dnia jedna z dróg zostaje zamknięta do remontu.
Czy dalej można dotrzeć z każdego miasta do każdego?

.
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Czy punkt (M,M) jest w składowej spójnej punktu (A,Z )?

Stopnie wierzchołków (P,Q) w GRAFIE PASMA GÓRSKIEGO:

.
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Czy punkt (M,M) jest w składowej spójnej punktu (A,Z )?

Stopnie wierzchołków (P,Q) w GRAFIE PASMA GÓRSKIEGO:

P — start, Q — start, stopień (P, Q) — 1,

P — szczyt, Q — szczyt, stopień (P, Q) — 1,
P — górka, Q — górka, stopień (P, Q) — 4,
P — dołek, Q — dołek, stopień (P, Q) — 4,
P — górka, Q — dołek, stopień (P, Q) — 0,
P — dołek, Q — górka, stopień (P, Q) — 0,
pozostałe przypadki — stopień 2.

.



.

Czy punkt (M,M) jest w składowej spójnej punktu (A,Z )?

Stopnie wierzchołków (P,Q) w GRAFIE PASMA GÓRSKIEGO:

P — start, Q — start, stopień (P, Q) — 1,
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pozostałe przypadki — stopień 2.
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P — górka, Q — dołek, stopień (P, Q) — 0,
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Czy punkt (M,M) jest w składowej spójnej punktu (A,Z )?

Stopnie wierzchołków (P,Q) w GRAFIE PASMA GÓRSKIEGO:

P — start, Q — start, stopień (P, Q) — 1,
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Wniosek. Tylko (A,Z ) oraz (M,M) mają nieparzyste stopnie.
Wierzchołki te należą więc do wspólnej spójnej składowej.
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Jak brzmi matematyczne sformułowanie problemu?

Dane są funkcje ciągłe f ,g : [0,1]→ [0,1] spełniające warunki:

f (0) = g(0) = 0, f (1) = g(1) = 1.

Czy istnieją funkcje σ1, σ2 : [0,1]→ [0,1] spełniające

σ1(0) = σ2(0) = 0, σ1(1) = σ2(1) = 1,

dla których
f ◦ σ1 = g ◦ σ2?

Odpowiedź: jeśli f ,g nie zmieniają znaku i są kawałkami
monotoniczne, wówczas — TAK. Ogólnie — NIE.

.
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Jak brzmi matematyczne sformułowanie problemu?

Równoważny problem: rozważamy podzbiór postaci:

G(f ,g) = {(x , y) ∈ [0,1]× [0,1] | f (x) = g(y)}.
Wówczas istnienie funkcji σ1, σ2 jest równoważne istnieniu
krzywej w G(f ,g) łączącej punkty (0,0), (1,1).

Na podstawie: Goodman J., Pach, J., Yap, C., Mountain climbing, ladder moving, and the ring-width of a polygon

.
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