Podzielnosé

Bedziemy sie dzis zajmowac jednym tylko pojeciem: ord,.

Definicja 1 (ord,(n)) Niech n,p € N, przy czym p - liczba pierwsza. Przez ordy(n) oznaczamy takie
k e NU{0}, Ze p*|n, ale p**! fn.

Po ludzku: maksymalna potega z jakg p wchodzi do rozkladu n, o ile wchodzi :)

Pojecie to jest niczym innym jak narzedziem ulatwiajacym korzystanie z twierdzenia o jednoznacznosci
rozkladu na czynniki pierwsze. Zamiast pisa¢ rozklad kazdej z nich, oznaczac¢ jakos nieznane blizej liczby
pierwsze i uzywaé wielu niepotrzebnych indekséw, ord, dziala dla kazdej liczby pierwszej. Takze tej,
ktora nie wchodzi do rozkladu. Jest to zatem co$ na ksztalt teorioliczbowego logarytmu, tylko bardziej
subtelnego.

Aby méc wykorzystaé to pojecie w praktyce, odnotujmy wspdlnie kilka jego oczywistych wlasnoéci.

Uwaga 1 Niech a,b — liczby naturalne, za$ p — liczba pierwsza. Wowczas:

ordy(ab) = ordy(a) + ord,(b),
ordy(a/b) = ordy(a) — ordy(b),

ord,(NW D(a,b)) = min(ord,(a), ord,(b)),

)=
ord,(NWW (a,b)) = max(ord,(a), ord,(b)).

noindent Dla ulatwienia zapisu w dalszym ciagu NW D(a,b) oznaczaé¢ bedziemy przez (a,b), natomiast

NWW (a,b) przez [a,b].
Zadanie 1 Udowodnij, Ze (a,b) - [a,b] = ab.

Uzyjemy naszego nowego narzedzia. Stosowaé bedziemy tez oczywiscie powyzsze stwierdzenie. Z twier-

dzenia o jednoznacznosci rozktadu dla kazdej liczby pierwszej p mamy:

ordy((a,b) - [a,b]) = ord,(ab)
ordy((a,b)) + ordy([a, b]) = ordy(a) + ord,(b)
min(ordy,(a), ord, (b)) + max(ordy(a), ordy,(b)) = ord,(a) + ord,(b)

Ostatnia réwnosé jest oczywiscie prawdziwa.

Nowa funkcja moze mie¢ oczywiscie wigcej argumentéw i nie ma warpliwosci co oznacza zapis ord, (a1, az, . . . , an).

No to teraz jaki$ ochotnik na pewno zechce szybko uzasadnié nastepujace réwnosci.



Zadanie 2

(a7 b, C) - ((av b)a C) - (a’a (b> C))
[a’ b, C] = HCL, b]a C] = [a’ [bv C]]

Sprawy mozna naturalnie komplikowaé, dokladaé jakie§ warunki...
Zadanie 3 Niech ab = cd. Wykaz, zZe:

(Cl, C) i (CL, d)
(a,b,c,d)

Rozumowanie bedzie podobne jak wczesniej. Teraz jednak dochodzi nowy warunek. Jesli przyjmiemy, ze:
ordp(a) = A, ord,(b) = B, ord,(c) = C,ordy(d) = D,
wowcezas przy zatozeniu: A 4+ B = C' + D wykazujemy réwnosé:
min(4, C) + min(A4, D) — min(4, B,C, D) = A.

Oczywiscie, nie wolno za bardzo przyzwyczajaé sie do jednej metody i zapominaé o co chodzi z rozkladem

na czynniki pierwsze. Przyjrzyjmy sie nastgpujacemu zadaniu.

Zadanie 4

Dane sq liczby naturalne a, b, c,d takie, Ze ab = cd # 0. Wykaz, Ze istniejq takie liczby naturalne u, w, v, x,

ze:

I tu mozna startowac z ord. Gdy trzeba jednak wykazywac istnienie, rzecz staje sie mniej korzystna. Céz
nam po tym, ze jesli oznaczymy ord,(a) = A, ordy,(b) = B,ordy,(c) = C,ord,(d) = D, to A+ B =C+D?
Widaé, ze poszukiwane u, v, w, z to jakies elementy rozkladu, tu trzeba sie wgryz¢ i nie ma sity (a przy-
najmniej tak mi sie wydaje...). Rozwiazanie w 'tradycyjnym’ stylu jest zupelnie standardowe, wgryzamy

sie tak dlugo, az dostaniemy to, co chcemy.

Niech u = (a,c). Istnieja (a1,c1) = 1, ze ua; = a oraz uc; = c¢. Wstawiajac to do réwnosci ab = cd
otrzymujemy: ua;b = ucid. Podobnie jesli x = (b, d), to istnieja (by1,dy) = 1, ze xby = b, xd; = d. Teraz
rownosé z zalozenia ma postac:

ura1by = uxrcid;.

Wobec tego, ze (a1,c1) = 1, (b1,d1) = 1 widzimy, ze a1/dy = ¢1/b1 = t (przy zalozeniu, ze a; > dy, bsog).
Teraz réwno$¢ przybiera postac:

uxdltbl = U$b1td1.

Wstawiamy nawiasy zgodnie z tym jakie byly wyjsciowe a, b, c, d:
(udlt)(xbl) = (ubl)(dltm)

Zatem widad, ze:
a= (u)(drt), b=(b1)(x), c=(u)(br), d=(dit)(x).

Cale to zadanie moze sie wydaé¢ bardzo malo atrakcyjne. Jest to jednak w istocie jedynie fakcik pomoc-

niczy do innego — zupelnie juz nietrywialnego:



Zadanie 5 Jesli a,b,c,d sq naturalne i ab = cd, wtedy dla kaZdego n naturalnego liczba a™ +b" +c™ +d"

jest ztozZona.

Na pozor zadanie jest calkowicie nie do ruszenia. Jednak korzystajac z poprzedniej uwagi kazdy bedzie
umial je zrobié¢, prawda? Zrébmy je zatem wspoélnie. Zalézmy, ze nic tu nie jest zerem, dla oddalenia

trywialnych opcji. Wstawmy to, co méwi poprzednie zadanie.
a+ b+ " +d" = (uw)” + (wz)" + (vw)” + (va)".
FLatwo widaé¢, ze wyrazenie po prawej mozna zwinaé¢ do iloczynu:
(u™ 4+ 2™)(v" + w™).

O ile nie mieliémy zadnych zer, to kazdy z czynnikéw réwny jest co najmniej 2. I dowdd jest zakonczony.

Zadan zwiazanych z ord i z podzielnoscia mozna produkowaé wiecej. Inspiracja dla ciekawszych zadan jest
twierdzenie o tym ile wynosi ordy,(n!) dla dowolnego n naturalnego. Czy byliby$my w stanie wyznaczy¢

te wielko$¢? Oczywiscie, mozemy sobie calo$é rozbié na sume postaci:
ordy(1) + ord,(2) + ...+ ord,(n).

Jaki z tego pozytek? Niewielki, mozna si¢ domysli¢. Zacznijmy wiec kombinowaé. Szukamy poteg p miesz-
kajacych wéréd liczb od 1 do n. No to poszukajmy najpierw wielokrotnosci. Moze by¢ tak, ze n < p, ale
wtedy nasz problem nie jest trudny i ord,(n!) = 0. Jesli p < n, to na pewno i ord,(n!) > 1. Ile wielo-
krotnosci p lezy w n? Oczywiscie n = kp +r,0 < r < p, a wiec powiemy, ze lezy k wielokrotnosci. Jesli
podzielimy to réwnanie przez p widzimy, ze % =k+ %. Ostatni utamek jest mniejszy od 1, a wiec k to
nic innego tylko [%} . Czedc¢ sukcesu jest juz wiec za nami. Gdyby wiec kazda liczba od 1 do n miata w
rozkladzie na czynniki tylko jedna kopie p, wtedy ord(p!) = [%} . Moze sie jednak ztosliwie zdarzyé, ze
ktéras z liczb dzieli sie przez p?. To znaczy, ze p? < n. Ile bedzie takich liczb? To juz tatwo stwierdzié:
[p%] No dobrze, to ile mamy ich teraz, przeciez te, co sie dziela przez p? dziela sie tez przez p, a wiec
je juz wytowiliémy... No tak, ale interesuje nas ord,, a wigc popatrzmy dokladnie: {%] zlicza po jednej
potedze p, zalatwia wiec wszystkie takie liczby k, ze ord,(k) = 1. Z liczb, dla ktérych ord,(k) = 2 zlicza
po jednym p, a wiec drugie zostaje. Ile jest tych ’drugich’? Dokladnie {p%} Zatem gdyby wsrdod liczb
1 < k < n bylo tak, ze ordy(k) < 2, wtedy ord,(n!) = [g] n [ﬂ . Widaé teraz co dalej... Widaé tez, 7

procedura, ktéra zaczeliémy musi sie skonczy¢. Zatem wzor ogdlny ma postac:

ordy) = 2] + | ] + | 5]+

Piszemy wielokropek, ale ta suma w istocie si¢ konczy. W rozwazaniach zwykle nie bedzie nas inte-
resowala koncowka tej sumy. To, co tu widzieliémy to bylo wyprowadzenie, ale wzorek ten mozna teraz

tatwo dowieéé indukcyjnie.

Profity natomiast sa mnogie, male i duze. Zacznijmy od zabawowych przyktaddw.
Zadanie 6 lloma zerami koviczy sie liczba 2009! 2

Skoro maja by¢ zera, to chodzi o potegi 10. Ta nie jest pierwsza, ale chyba widaé, ze interesuje nas
tak naprawde ords(2009!). Przeciez, do kazdej piatki dobierzemy dwdjke tak, by w iloczynie daly 10.

Odwrotnie juz raczej nie. Zgodnie natomiast ze wzorkiem:

2 2 2 2
ords(2009!) = { 0509] + { 229} + { 1020%9] + [602059} = 401 4 80 + 16 + 3 = 500.




Zatem na koncu 2009! bedzie 500 zer.
Oczywiscie takie zadanka sa na poziomie Kangura i sprawdzaja raczej nasza pamigé niz umiejetnosci.

Standardowym zastosowaniem udowodnionego faktu sa zadania zwiazane z podzielnoscia w symbolach

(1) = e

Z pewnych kombinatorycznych powodéw wiemy, ze liczba ta jest catkowita. Gdyby jednak powyzszy

dwumianowych. Przypomnijmy:

wzorek byl definicja, mielibyémy juz wiecej probleméw. Majac jednak w garsci nasze twierdzenie, radzimy

sobie bez problemu. W koncu:

ordp( <Z)) = ordp(n!) — ord,(k!) — ordy(n — k)!.

Oczywiscie rzecz w tym, by dla kazdej liczby pierwszej réznica ta byta liczba nieujemna. Uzyjmy teraz

naszego twierdzenia. Jak? Sprobujmy wykazaé, ze dla kazdego wyktadnika s mamy:

N

To oczywiscie wystarczy, bo nieréwnosci takie zsumujemy stronami dla wszystkich koniecznych s i bedzie

teza. Udowodnijmy zatem powyzsza nieréwnosc. Niech n = mp® +r, za§ k = mip®+1r1, n—k = map®+ra,
gdzie 0 < r,r1,m9 < p®. Oczywiscie n + (n — k) = n, zatem mq + ma < m. A przeciez m, mq, ma, to
wlasnie czesci catkowite o jakie chodzito.

W ten sposéb mozna kontynuowaé¢ zabawe w nieskonczono$é. W ramach dlugich listopadowych nocy

mozna pobawié¢ si¢ w dowodzenie, ze catkowite sg liczby:

(2m)!(2n)!
m!n!(m+n)!’

(3m)!(3n)!(3¢)!

® TDZmhZ (@) (mntq)l

* it kithed.. t+ks<n

Sprobujmy teraz zrobi¢ zadanie z eliminacji szkolnych. Przypomnijmy, dla kazdej liczby pierwszej p:

2
(p>:2modp.
p

Pominmy przypadek p = 2, wtedy wiadomo co, i jak. Udowodnimy powyzsza kongruencje dla niepa-

rzystych p wykorzystujac poznana wczesniej metode. Na oméwieniu zadan wspominatem, ze dla kazdej

(if) = (0 mod p.

Zanim to wykazemy zastandéwmy sie na ile to pomoze. Oczywiscie:

e (B (0) - () () )

Jedli nasz fakt pomocniczy jest prawdziwy, to niemal wszystko w tej naprzemiennej sumie stanie sie

() () ()1 () 10

Dowdd bedzie zatem zakonczony. Wezmy sie wiec za (215). Wiemy, ze dla kazdego s wykaza¢ chcemy

Fl B ]

réznej od p liczby 0 < k < 2p zachodzi:

zerem. Pozostanie tylko:

nieréwnosé:




Przy czym, aby teza zadania byla spelniona, dla pewnego s nieréwno$¢ musi by¢ ostra. Rzeczywiscie,
checemy, by do (2p)! wchodzila przynajmniej jedna potega p wiecej niz do iloczynu k!(2p — k)!. Wtedy
symbol dwumianowy bedzie podzielny przez p. Oczywiscie, dla s > 1 nieréwnosci te sa réwnosciami, bo

wszedzie beda zera. Gdy za$ s = 1, wtedy mamy wykazadé, ze:

= Bl )

Widaé teraz po co nam zalozenie, ze (k,p) = 1. Dzieki niemu, jeden ze sktadnikéw po prawej stronie jest

zerem, a drugi wynosi oczywisdcie 1. Koniec dowodu.

Na koniec jeszcze jedno zadanie, gdzie trzeba troszke pokombinowaé z naszym twierdzeniem.

Zadanie 7 Dane sq liczby calkowite k,n takie, ze 1 < k < ”72, przy czym k nie ma dzielnika pierwszego

wiekszego od n. Udowodnij, zZe n! dzieli si¢ przez k.

Zadanie wyglada na pozér dziwnie. Sa jednak pewne jasne strony. Wiadomo, czemu k ma nie mieé
dzielnika pierwszego wiekszego od n. W przeciwnym razie n! tez nie mialoby tego dzielnika pierwszego i z

. 7 . . . . . . . 2 . . 7 .
podzielnosci nici. Tajemnicze jest to szacowanie przez *-. Mimo to odzielnosc dowodzimy standardowo.

Bierzemy ord, (k) i zadamy, by bylo ono zawsze niewigksze niz ord,(n!). Oczywiscie:

ord,(n!) = m + [;] + [;] +o

Chcemy, by liczba ta byla niemniejsza od ord,(k). Wydaje sie, Ze o tej ostatniej nie wiemy za wiele. Tu

jednak pomoze nam szacowanie z zatozenia. Rozwazymy dwa przypadki:

e Niech ord,(k) = 2z. Wéwezas p** < k < "’ Fatwa manipulacja pozwala stwierdzi¢, ze 2p* < n.

T.
Jest to dla nas kluczowa informacja. Wré¢émy do ord,(n!). Inaczej niz zwykle, interesowaé nas bedzie
tym razem jak dluga jest ta suma. Dzieku pokazanemu szacowaniu wiemy, ze dla s < x: [p%] > 2.

Oznacza to, ze gdy spojrzymy na sume:
n n n
ord,(n!) = {} + [} + ...+ {} + ’'reszta’ .
W) =150t e P*

to skladnikéw tej sumy, ktére sa réwne przynajmniej 2 jest przynajmniej x. Zatem ord,(n!) > 2z =

ordy (k).

e Niech ord,(k) = 2z + 1. Tu bedzie zupelnie podobnie. Mamy: p?*Hl <k < %. Teraz szacowanie
bedzie bardziej odpychajace, postaci: 2,/pp” < n. Widzimy zatem, ze dla s < x wyrazenie [p%} >
2,/p. Zatem:

| n n n , ,
ordy(n!) = » + o +...+ e + ’reszta

réwne jest przynajmniej 2x,/p, a to na pewno nie mniej niz 2z + 1 = ord, (k).

W ten sposéb zadanie zostalo rozwiazanie. Trudno powiedzie¢, jak by$my je atakowali gdyby nie nasze

twierdzenie... Na pierwszy wyklad, tyle powinno wystarczy¢.



