Nieréwnosé trojkata
V Warsztaty Matematyczne I LO — wrzesien 2011

Celem tego wykladu jest przedstawienie kilku przyktadéw zastosowan nieréwnosci tréjkata do rozwiazy-
wania zadan geometrycznych. Material przygotowalem w oparciu o znakomita serie¢ ,Lecture Notes on
Mathematical Olympiad Courses” autorstwa Xu Jiagu, a takze: ,Geometric problems on maxima and
minima” autorstwa Titu Andreescu, Olega Mushkarova i Luchezara Stoyanova oraz skrypt z geometrii
autorstwa Tomka Tkocza (doktoranta na MIMUW).

Nieréwnosé tréjkata jest jednym z podstawowych narzedzi w geometrii. Stosowana jest czesto wtedy, gdy
w zadaniu nalezy wykaza¢ pewna nierownosé, zwlaszcza jesli jest to tzw. ,ostra nieréwnos$¢”. Bedziemy
postugiwali sie nastepujacym jej sformutowaniem.

Twierdzenie 1. Niech A, B,C bedq punktami na plaszczyinie. Wowczas:
|AB|+ |BC| > |AC|, |AC|+|BC|> |AB|, |AC|+ |AB|> |BC|,
przy czym rowno$é zachodzié moze wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B,C sq¢ wspdiliniowe.

Na pozor nie da si¢ osiagnaé wiele za pomoca samej tylko nieréwnoéci trojkata. Jej zastosowanie zwiazane
jest bardzo czesto z wazna technika rozwiazywania zadan geometrycznych zwana potocznie — dorysowy-
waniem. Obejrzyjmy pierwszy przyklad.

Zadanie 1. Na plaszczyénie dane sq odcinki AB, CD dlugosci 1, ktére przecinajg sie w punkcie O.
Udowodnié, ze jesli kgt AOC ma miare 60°, to |AC| + |BD| > 1.

Dowdéd. 7 pozoru rysunek niewiele wnosi do sytuacji. A im wiecej sie ma wiedzy, tym bardziej nam to moze
zaszkodzi¢. ,, A moze teraz oznaczy¢ wszystkie katy, zaladowaé twierdzenia sinuséw, albo wrzucié¢ wszystko
w uklad wspélrzednych?” - jesli takie mysli chodza Wam po glowie jest to, delikatnie rzecz ujmujac, objaw
chorobowy ;) Wystarczy nieréwnos$é trojkata. Kluczowa sztuczka: przenie$é jeden z odcinkéw tak,
by znalaz! sie obok drugiego. Istotnie, niech By bedzie takim punktem na plaszczyZnie, ze AB||C'Bj i
|CBy| = 1. Wéwczas czworokat AC' By B jest réwnolegtobokiem i |AC| = |BBj|. Odcinek AC zostal wige
przeniesiony. Teraz wystarczy polaczyé odcinki By i D, aby stwierdzié¢, ze trojkat C'B; D jest rownoboczny
i kazdy z jego bokéw ma dlugosé 1. Zatem |AC|+|BD| = |BB;|+|BD| > 1 na mocy nieréwnosci tréjkata.
Réwno$é zachodzi wtedy, gdy punkty A i C' pokrywaja sie. O

W wielu olimpijskich z geometrii wystarcza sprytne dorysowanie lub zauwazenie przydatnych przysta-
wan /podobienstw tréjkatéw. Sprawy te sa ze soba $ciSle zwiazane, bo czasem przydatne przystawania
powstaja dopiero po dorysowaniu. Pojawia si¢ zatem pytanie: skad wlasciwie wiadomo co nalezy doryso-
waé? Odpowiedz brzmi: nie zawsze wiadomo. Czasami dorysowanie potrafi by¢ bardzo sprytne. Sa jednak



pewne podstawowe chwyty. Sa one zwigzane z podstawowymi przeksztalceniami plaszczyzny: izometria-
mi takimi jak przesuniecie (zadanie wyzej), obrdt, symetria. Jaka jest cecha wspdlna tych przeksztalcen?
Zachowuja one dlugosci odcinkow i katy, ktore sa dane w zadaniu. Sprytne dorysowanie potrafi dane,
pozornie od siebie niezalezne, latwo zwigzaé. Co to znaczy zwigza¢? Czasami oznacza — przenies¢ do
jednego trojkata, czasami - przenies¢ na jedna lamana... Pierwszy przyklad widzieliSmy w zadaniu wyzej:
przy pomocy prostego przesuniecia zwigzaliSmy ze soba dtugosci wszystkich interesujacych nas odcinkéw
tak, ze trafily one do jednego tréjkata. Podobne sztuczki stosowaé bedziemy w kolejnych zadaniach.

Zadanie 2. Niech ABCD bedzie czworokgtem wypuklym o tej wlasnodci, ze AB J|CD. Niech E, F bedg
Srodkami bokéw AD, BC. Udowodnié, ze |EF| < w.

Dowaod. Kluczowa sztuczka to spojrzeé¢ na $rodek przekatnej BD, nazwijmy go P. Z Twierdzenia Talesa
widzimy, ze odcinki PE, PF sa rownolegle odpowiednio do bokéw AB, C'D naszego czworokata. Co
wiecej, ich dlugoéci to odpowiednio £|AB|, 3|CD|. Zatem teza wynika znowu z nieréwnosci tréjkata. [

Twierdzenie Talesa, zwlaszcza wersja dotyczaca $rodkdéw bokow jest czesto wykorzystywanym narzedziem.
Obejrzyjmy jeszcze jeden przyklad, odrobine trudniejszy od poprzedniego.

Zadanie 3. Dany jest czworokgt wypukly ABCD, przy czym kqty ZABC = ZADC wynoszg po 90°, za$
LBCD > ZBAD. Wykaz, ze |AC| > |BD|.

A

Dowdd. Po raz kolejny dowodzimy nieréwno$é i znowu nie narzuca si¢ nam wcale nieréwnoséé trojka-
ta. Podobnie jak w poprzednich zadaniach konieczne bedzie przeniesienie gdzie$ jednej z rozwazanych
odleglodci. Pomysl jest nastepujacy: sprawié, by odcinek AC stal sie¢ promieniem pewnego okre-
gu. Widzac, ze czworokat ABC'D ma dwa katy proste mozemy to zrobi¢ w nastepujacy sposob: wy-
dluzamy dwukrotnie bok AB oraz AD. Inaczej méwiac: definiujemy punkty E,F na przedluzeniach
pélprostych AB oraz AD takie, ze 2|AB| = |AE| oraz 2|AD| = |AF|. W ten sposéb punkt C' sta-
je sie érodkiem okregu opisanego na tréjkacie AEF. W czym nam to moze pomdc? Zauwazmy, ze
|BD| = %|EF |. Wynika to natychmiast z twierdzenia Talesa. No i koniec: przeciez z nieréwnosci tréjkata
mamy: 2|/AC| = |CE|+ |CF| > |CF| =2|BD|. O

Zadanie 4. Dany jest trojkqt ostrokgtny ABC. Na boku AB obieramy punkt P. ZnaleZé na bokach
BC,CA takie punkty X,Y, aby obwdd trojkgta XY P byl minimalny.

Dowdd. Tym razem wydaje sie, ze nie mamy zbyt wielu danych. Dobér odpowiednich punktow wydaje sie
nie mie¢ zadnego zwiazku z nieréwnoscia trojkata. W zadaniach, gdzie trzeba co$§ minimalizowac nierzadko
stosujemy nastepujaca sztuczke: zakladamy, ze znamy minimalna konfiguracje i patrzymy, czy
nie da sie zrobié¢ nic mniejszego. Jak to zrobi¢? zalézmy, ze mamy punkty X,Y takie, ze obwdd
tréjkata XY P jest minimalny. Sprobujmy zobaczyé obwdd trojkata XY P w troche innej konfiguracji.
Trik jest taki: odbijamy punkt P symetrycznie wzgledem bokéw tréjkata BC i CA uzyskujac
punkty P"i P".



P

Co to daje? Zauwazmy, ze ze obwdd tréjkata XY P réwny jest dlugosci tamanej: P’ XY P”, a wiec sumie:
|P'X|+|XY|+|Y P"|. Zgodnie z nieréwnoscia tréjkata jest ona niemniejsza niz | P’ P”|. R6wnosé zachodzi
wowcezas, gdy punkty X, Y leza na prostej P’P”. No ale X, Y minimalizowaly obwéd XY P. Zatem sg to
po prostu punkty przeciecia odcinka P’ P"” z bokami BC' i C' A tr6jkata ABC. O

Zadanie 5. Dany jest punkt O oraz potproste I, m wychodzgce z punktu O tworzgce wraz z nim kgt ostry
. Punkt M lezy wewngtrz tego kqta. ZnajdZ takie punkty A, B leZgce odpowiednio na pdlprostych I, m,
ze |OA| = |OB]| przy czym |MA| + |M B| jest minimalna.

Dowdéd. Poczatek jest podobny do poprzedniego zadania. Musimy zalozy¢, ze mamy jakies rozwiazania -
a wiec punkty A, B minimalizujace sume |M A|+|M B|. Sprébujmy odnalezé sume |M A|+|M B| w nieco
innej konfiguracji. Tym razem sztuczka polega na obrocie. Jest to kolejne przeksztalcenie nie zmieniajace
odleglosci. Doktadniej, dokonujemy obrotu o kat a. W ten sposéb obraz punktu A pokrywa sie z punktem
B. Przyjmijmy, ze obraz punktu M to M’. Zauwazmy, ze |MA| + |MB| = |MB| + |M'B|. Zgodnie z
nieréwnoécig tréjkata suma ta jest minimalna jesli punkty M, B, M’ leza na jednej prostej. O

Zadanie 6. Dany jest kgt XOY oraz punkt A na prostej OX . Znajdz punkty M, N na prostych OY oraz
OX, ze suma |AM| + |MN]| jest minimalna.

Dowdd. Tym razem trudnos$é¢ tkwi w zastanowieniu sie o co tak naprawde w zadaniu chodzi. Na poczat-
ku potrzebna jest pewna doza eksperymentu. Jak sprawa wyglada dla matych katéw? A jak dla duzych?
Czy mamy jakie$ obserwacje? Np. gdy katy sa bardzo male widzimy, ze punkty M, N beda ,stosunkowo
blisko” punktu A. Ale jesli juz, na przyklad kat XOY bedzie rozwarty, to bardziej najbardziej oplaca sie
wzia¢ M = N = O. Pierwsze pytanie zatem brzmi: od jakiego kata oplaca sie opusci¢ wierzchotek kata i
trzeba szuka¢ punktow M i N w bardziej nieoczekiwanych miejscach?

Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie nalezy wykonaé kluczowa sztuczke: poszukaé sumy |AM |+ |MN| w in-
nym miejscu. Podobnie postapiliSmy w poprzednim zadaniu. Tutaj sztuczka polega nie na przesunieciu,
ale na odbiciu. Rozwazmy obraz prostej OX w symetrii wzgledem osi OY. Widzimy, ze powstaje nowa
prosta OY” i lezy na niej obraz N’ punktu N. Kluczowa obserwacja: [M N| = |M N’|. A skoro tak, to takze
|[AM| + |MN| = |[AM| + |MN’|. To znacznie ulatwia rozwazanie problemu: kiedy |AM| + |M N| moze
by¢ mniejsze od AO. Zauwazmy, ze dopdki kat AON’ jest nie mniejszy niz kat prosty, wéwczas na mocy
nieréwnosci tréjkata [AM| + |[MN'| > |AN'| > |AO|, przy czym réwnos$é zachodzi gdy N' = M = O.
Zatem prawdziwe poszukiwania zaczniemy dopiero w przypadku, gdy kat XOY bedzie mniejszy niz 45°.

Co ciekawe — sztuczka, ktora pozwolita nam odnalezé potencjalne ,problematyczne katy” pozwala tez
rozwiazaé zadanie. Nieréwnos$¢ |AM|+|MN’| > |AN’| zachodzi niezaleznie od rozwartosci kata XOY. A
wiec kiedy |[AM |+ |M N’| bedzie najmniejsze? Jesli punkty A, M, N’ beda wsp6lliniowe! No dobrze, czyli
teraz wszystko zalezy od tego gdzie polozymy N’. Ale jasne jest, Ze najkrétszym odcinkiem laczacym
punkt A z prosta OY’ jest odcinek AX, gdzie X jest rzutem prostokatnym punktu A na OY’. No i
tyle. Widzimy, ze kluczowa role w rozwiazaniu tego zadania odgrywa nie znalezienie kata, ale umiejetne
zastosowanie nieréwnoéci tréjkata. O



Zadanie 7. Niech boli BC,CA, AB trijkgta ABC majg dlugo$ci, odpowiednio: a, b, c. Zalézimy, ze
b< i(a+c). Wykaz, ze LB < 3(LA+ £O).

Dowdd. W tym przypadku wydaje sie, ze jesteSmy zupelnie w kropce. Bardziej zaawansowanym moze sie
wydacé, ze potrzeba tu bedzie znowu stosowaé twierdzenia sinuséw, czy jakie$ inne podobne wynalazki.
Wiemy tylko tyle: 2b < a+c. Ale wlasciwie o czym nam méwi 2b? No i co tak naprawde oznacza warunek,
ktéry mamy udowodnié?

Zacznijmy od odpowiedzi na drugie pytanie. Teza zadania jest rownowazna z faktem, ze: 2/B < LA+ /C.
Wiedzac ile wynosi suma katéw wewnetrznych w tréjkacie bez trudu zobaczymy o co tak naprawde cho-
dzi. Pytamy, czy ZB < 60°7

Kluczowa sztuczka to dorysowanie. Ale tym razem calkiem sprytne. Ot6z, skoro w naszych zalozeniach
pojawia sie wielko$¢ a + ¢, to sprobujmy ja gdzies na rysunku wyprodukowaé. Kluczowy pomyst: prze-
dtuzamy odcinki BA oraz BC' do odcinkéw BD, BE w taki sposéb, ze |BD| = |BE| = a + c¢. Na razie
jeszcze nie widaé co sie stalo. Zalézmy, ze a < b. Niech F' bedzie takim punktem, ze DF jest rownole-
gly do AC, przy czym |AC| = |DF|. Co widzimy? Tréjkat DFE jest réwnoramienny, a jego ramie ma
dlugosé b. W szczegdlnoscei, z nieréwnosci trojkata dostajemy: |DF| < 2b, a wiec zgodnie z zalozeniem
|DE| < a+c¢ = |DB|. W ten sposéb wszystkie wielkosci maja swoje odpowiedniki na rysunku. Trzeba
jednak przyznaé, ze powyzsze dorysowanie wymaga nieco sprytu. A czy zadanie jest juz zrobione? Skoro
|DF| < |DBj|, to £B < ZE (wiekszy kat lezy naprzeciw wiekszego boku). Stad

2/B <2/F =180° — 4B = /B < 60°.
O

Zadanie 8 (Nieréwnoéé Ptolemeusza). Niech ABCD bedzie czworokgtem wypuklym. Wéwcezas |AC||BD| <
|AB||CD|+|BC||DA|, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokgcie ABC'D mozina
opisaé okrgg.

Dowdd. Nieré6wno$¢ Ptolemeusza jest jednym z zasadniczych narzedzi do rozwigzywania zadan olimpij-
skich. Az trudno uwierzy¢, ze cala tajemnica tego twierdzenia tkwi w umiejetnym wykorzystaniu nieréw-
nodci trojkata. Rozumowanie jest znowu takie same: poszczegdlne iloczyny dlugoéci odcinkdéw przeniesé
w ,wygodniejsze” dla nas miejsce. W przypadku, gdy chcemy zachowaé iloczyn dlugosci, a nie sume,
do dyspozycji mamy nie tylko izometrie, ale takze proporcje. Innymi stowy — naszym zadaniem bedzie
odnalezé, np. iloczyn |AD||BC| przy pomocy podobiefistw.




Pomyst jest taki: rozwazmy kat ZDCB. Jest on sumg katow £ DCA oraz LACB. Zalézmy, ze /DCA <
/ABC. Stad wewnatrz kata AC'D istnieje punkt S taki, ze tréjkaty ADC oraz BSC' sg podobne. Innymi
stowy réwne sg katy: ZDAC = ZSBC, /DCA = ZSCB. Co nam po takim podobienstwie? Otéz
|AD|"_ |BS .
1acl — ﬁ’ a wiee

|BC|-|AD| = |AC| - |BS|. (1)

Jaka jest wiec idea? Wszystkie iloczyny zakodowaé przy pomocy wierzchotkéw czworokata i dodatkowego

punktu S. Zauwazmy, ze podobne sg takze tréjkaty DCS oraz ACB. Istotnie, katy ZDC'S oraz ZACB

sg rowne, co wiecej ||gg|| = %... Skoro DCS ~ ACB, to % = %. Zatem

|AB|-|CD| = |AC|-|DS]. (2)
Dodajac stronami (1) i (2) dostajemy:
|AB|-|CD|+ |CB|-|AD| = |AC|(|DS| + |BS|).
Stosujemy nieréwnosé tréjkata. Suma |DS| 4 |BS| jest przeciez niemniejsza od |BD|. Zatem istotnie:
|AB|-|CD| + |CB|-|AD| > |AC||BD|.

Réwnosé zachodzi wtedy, gdy punkt S lezy na przekatnej BD. Jest to rownowazne réwnosci katow
ZDBS = ZDAC, a wiec réwnowazne mozliwosci opisania okregu na czworokacie ABCD. O

Zadanie 9. W trgjkqcie ABC' spelniona jest nieréwnosé:
sin(A) + sin(B) + sin(C) < 1.
Wynika stqd, ze jeden z kqtow trojkqta jest wiekszy od 150°.

Dowdd. Odpowiedz: Niech A > B > C. Naprzeciw A lezy a, naprzeciw B lezy bok b, naprzeciw C bok
c. Wéwcezas a > b > c¢. Z nieréwnoéci tréjkata mamy b+ ¢ > a. Z twierdzenia sinuséw wynika zatem, ze
sin(B) + sin(C) > sin(A). Zatem sin(A) + sin(B) + sin(C) > 2sin(A4). Wynika stad, ze sin(A) < 3. Jest
to najwiekszy kat, a wigc A > 150°. O



