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Wprowadzenie

Opracowanie to zawiera zadania z ponad dwudziestu edycji Turnieju o Puchar

Dyrektora I Liceum Ogólnokształcącego imienia Stanisława Dubois w Koszalinie,

wraz z rozwiązaniami. Pozycja ta jest kontynuacją broszurki wydanej przez Firmę

Uczniowską FERMAT w 2001 roku. Autorzy - ówcześni licealiści - tak opisywali

Turniej o Puchar I LO:

Konkurs powstał z inicjatywy uczniów klasy matematycznej, a mógł

on zaistnieć dzięki życzliwości nieżyjącego już dyrektora Lecha Żyły i

obecnego dyrektora Rafała Janusa, humanisty rozumiejącego nasze za-

interesowania matematyką. Turniej ma na celu poszerzanie zaintereso-

wania tym ważnym i ciekawym przedmiotem wśród uczniów klas I i II

szkół średnich jak i uczniów szkół podstawowych i gimnazjów oraz daje

możliwość wyłonienia grupy osób szczególnie uzdolnionych...

Uczeń zdolny to taki, który gotowy jest myśleć nieszablonowo i kreatywnie; nie

opiera się jedynie na wyuczonych algorytmach ale umie dostrzec ukrytą głębię

zadania i zrozumieć istotę rozważanego problemu. Rozwój takich umiejętności wy-

maga treningu z odpowiednimi zadaniami. W polskim środowisku edukacyjnym

rolę taką pełni przede wszystkim Olimpiada Matematyczna - najstarszy ogólno-

polski konkurs przedmiotowy, który najlepszym daje przepustkę na większość kie-

runków technicznych i ścisłych oferowanych na polskich uczelniach. W początkach

Turnieju o Puchar literatura olimpijska była dość uboga, zwłaszcza w zadania dla

początkujących. Inspiracje czerpaliśmy zwłaszcza z literatury rosyjskiej, czasopi-

sma Kvant, opracowań matematyków takich jak L. Kourliandtchik, V. Prasolov

czy I. Sharygin. Wielkie zasługi dla popularyzacji nieszablonowych zadań wniosło

w tym czasie środowisko UMK w Toruniu organizujące w Polsce Międzynarodowy

Konkurs Kangur Matematyczny oraz katowickie środowisko UŚ działające wokół

inicjatywy Sejmiku Matematycznego. Konkursy takie jak Turniej o Puchar Dy-

rektora, organizowane w wielu miastach w Polsce, miały na celu popularyzację

matematyki i wyłowienie potencjalnych uczestników ogólnopolskich inicjatyw, po-

tencjalnych studentów nauk ścisłych, nauczycieli czy badaczy...
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Inicjatorem Turnieju był Profesor Paweł Rudecki - nauczyciel i wychowawca wielce

zasłużony dla popularyzacji matematyki - nie tylko w Koszalinie, ale i na całym

Pomorzu. Jego zapał od początku inspirował uczniów klas matematycznych do or-

ganizowania wydarzeń kulturalnych związanych z Królową Nauk, uczestniczenia w

kołach dla młodych talentów, licznych konkursach, seminariach i obozach nauko-

wych, a także do podejmowania studiów matematycznych. Przez dwadzieścia lat

w murach I LO rywalizowało ponad tysiąc młodych adeptów matematyki, nie tyl-

ko z Koszalina, ale także z Kołobrzegu, Szczecina, Bydgoszczy, Torunia, Gdyni. . .

Najlepsi z nich odnosili równolegle sukcesy w prestiżowych konkursach matema-

tycznych, zarówno ogólnopolskich, jak i międzynarodowych. Niektórzy studiują

dziś na kierunkach ścisłych najlepszych polskich uczelni, są zatrudniani przez ce-

nione firmy informatyczne, pracują jako nauczyciele i wykładowcy akademiccy.

Turniej przeprowadzany jest w dwóch kategoriach wiekowych: dla uczniów I-II klas

liceum oraz dla uczniów z podstawówek/gimnazjów. W pierwszych latach istnienia

dzielił się na część korespondencyjną, w której uczestnicy rozwiązywali samodziel-

nie zestaw zadań i przesyłali rozwiązania do Organizatorów oraz na część finałową

odbywającą się w I LO w Koszalinie. Obecnie wstępna selekcja odbywa się jedy-

nie na poziomie liceum. Ważnym elementem konkursu jest zaangażowanie w prace

Jury najstarszych uczniów liceum. W ostatnich latach w ramach zawodów w młod-

szej kategorii rozwiązywane są także zadania testowe.

Ze względu na przejrzystość opracowania, zadania turniejowe pogrupowano w dzia-

ły tematyczne oraz według kategorii wiekowych. Przy każdym zadaniu znajduje

się oznaczenie roku i etapu, z którego ono pochodzi (E - eliminacje, F - finał) oraz

odnośnik do rozwiązania znajdującego się w drugiej części książki. Za pomoc w re-

dakcji pierwszej wersji opracowania dziękuję mgr. Filipowi Smentkowi. Ostatecznej

korekty dokonał mgr Patryk Jaśniewski. Za wszystkie błędy i niedociągnięcia od-

powiada natomiast niżej podpisany. Miłego rozwiązywania!

Arkadiusz Męcel, Warszawa 2019
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Profesor Paweł Rudecki
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Wykaz oznaczeń

⇒ „wynika stąd, że...”

⇔ „jest to równoważne temu, że...”

∨ „lub”

∧ „i”

∅ Zbiór pusty.

X = {. . . } Zbiór X, składający się z pewnych elementów.

x ∈ X Element x należy do zbioru X.

x /∈ X Element x nie należy do zbioru X.

X ∪ Y Suma zbiorów X i Y.

X ∩ Y Część wspólna zbiorów X i Y.

∀x∈X „Dla każdego elementu x zbioru X...”

∃x∈X „Istnieje element x zbioru X...”

N Zbiór liczb naturalnych: {0, 1, 2, 3, . . .}.

Z Zbiór liczb całkowitych.

Q Zbiór liczb wymiernych.

R Zbiór liczb rzeczywistych.

R+ Zbiór liczb rzeczywistych dodatnich.

|x| Wartość bezwzględna liczby rzeczywistej x.

[x] Część całkowita (cecha) liczby rzeczywistej x.

x = abc Liczba całkowita postaci x = c · 100 + b · 101 + a · 102.

a | b „a jest dzielnikiem b”

]ABC Miara kąta o wierzchołku w B i ramionach AB, BC.

|AB| Długość odcinka AB.

[A1A2 . . . An] Pole wielokąta wypukłego o kolejnych wierzchołkach A1, . . . , An

n! Silnia liczby naturalnej n. Z definicji: 0! = 1, n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.(
n
k

)
Liczba k - elementowych podzbiorów zbioru n - elementowego.

n∑
k=1

ak Skrótowe oznaczenie sumy, inaczej: a1 + a2 + . . .+ an.
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Rozdział 1

Zadania konkursowe

1.1 Turniej matematyczny w 1998 r.

Eliminacje

1. Rozwiązać nierówność:
√
x2 + 10x+ 25 +

√
x2 + 12x+ 36 ¬ 4− x.

2. W czworokącie ABCD dane są punkty K,L,M,N , odpowiednio na bo-

kach AB,BC,CD,AD takie, że |AK| = |KB| , |BL| = |LC| , |CM | =

|MD| , |DN | = |NA| . Udowodnij, że odcinki KM oraz LN dzielą się na

połowy.

3. Wyznacz wartości funkcji f(f(f(f(f(f(1999)))))), gdy f(x) = 1
1−x .

4. Przedstaw wielomian W (x) = x8+ x4+ 1 w postaci iloczynu czterech wielo-

mianów stopnia drugiego.

5. Oblicz pole trójkąta prostokątnego, gdzie przeciwprostokątna wynosi 4, a

suma przyprostokątnych
√

18.

6. Udowodnij, że jeżeli x + y + z = 1, to x2 + y2 + z2  1
3 . Kiedy zachodzi

równość?

7. Dany jest trójkąt, którego długości boków są liczbami pierwszymi. Rozstrzy-

gnij, czy pole tego trójkąta może być liczbą całkowitą.

9



10 Turniej matematyczny w 1998 r.

8. Wyznacz liczbę równań postaci x2 − px − q = 0, gdzie p, q ∈ N, których

rozwiązania są mniejsze niż 3.

9. Punkt przecięcia okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny z przeciwprosto-

kątną tego trójkąta dzieli ją na dwa odcinki o długościach m i n. Udowodnij,

że pole trójkąta jest równe iloczynowi długości tych odcinków.

10. Dana jest liczba rzeczywista a. Rozwiąż układ równań:
x+ y + z = a

x2 + y2 + z2 = a2

x3 + y3 + z3 = a3

Finał

1. Udowodnić, że w trójkącie prostokątnym zachodzi nierówność R+ r 
√

2S,

gdzie: R - promień okręgu opisanego na trójkącie, r - promień okręgu wpisa-

nego w trójkąt, S - pole trójkąta.

2. Dane jest n liczb różnych od zera i takich, że każda dwukrotność każdej liczby

jest równa sumie pozostałych liczb. Wykaż, że n = 3.

3. W kwadracie o boku długości 1 obcięto rogi, tak, że powstał ośmiokąt fo-

remny. Oblicz pole i obwód tego ośmiokąta.

4. Dane są liczby dodatnie a1, a2, . . . , a1998 takie, że: a1 ·a2 ·a3 · . . . ·a1998 = 1.

Udowodnij, że: (1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + a1998)  21998.

5. Wybrano cztery wierzchołki sześcianu o krawędzi długości a, tak, że po połą-

czeniu utworzyły one czworościan foremny. Powierzchnia tego czworościanu

dzieli sześcian na 5 brył. Oblicz ich pole i objętość.
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1.2 Turniej matematyczny w 1999 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów i szkół podstawowych

1. Dana jest metalowa kula o promieniu R, którą przetopiono na 1999 małych

kulek o promieniu r. Oblicz stosunek pola powierzchni dużej kuli do sumy

pól powierzchni 1999 małych kulek.

2. Mariusz może jeść mały tort w ciągu 10 minut, pizzę w ciągu 8 minut, a

butelkę Coca-Coli w ciągu 15 minut. Kamil umie te same czynności wykonać

w odpowiednio 2, 3 i 4 minuty. W jakim czasie mogą oni razem spożyć tort,

pizzę i wypić Coca-Colę czyniąc to wspólnie?

3. Udowodnij, że liczba 2+22+23+24+ . . .+299+2100 jest podzielna przez 3.

4. Stefan i Marian mają razem 82 lata. Urodziny Mariana był wtedy, gdy Stefan

miał tyle lat, ile Marian miał lat kiedy Stefan miał liczbę lat równą pewnej

parzystej liczbie pierwszej podniesionej do kwadratu i pomnożonej przez 10.

Ile lat ma Stefan, a ile Marian?

5. W trójkąt o bokach 6, 8, 12 wpisano okrąg. Czy promień tego okręgu ma

długość 2? Odpowiedź uzasadnij.

6. Wykazać, że jeżeli a, b, x są liczbami dodatnimi i ab = 1 to:

(x+ a)(x+ b)  (x+ 1)2.

7. Opisać metodę wyznaczania środka okręgu przy pomocy cyrkla i linijki.

8. W 42kg nasion znajduje się 10% zanieczyszczeń. Ile kilogramów tych zanie-

czyszczeń trzeba usunąć, aby nasiona zawierały tylko 6% zanieczyszczeń?

9. Narysuj wykres funkcji f(x) = |[x] + 1|, gdzie [x] oznacza największą liczbę

całkowitą nie większą od x.

10. Rozwiązać równanie:(
2x3

2
√
2
−
√
2x2

2

)
÷ (1− x)÷

√
2

x
= 1.



12 Turniej matematyczny w 1999 r.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Wykazać, że do zbioru wyrazów ciągu o wyrazie ogólnym:

an = sin
(
π · n(n6 − 1)

14

)
nie należy 1.

2. Udowodnij, że w każdym trójkącie zachodzi nierówność:

1
a2

+
1
b2

+
1
c2
¬ 1

4r2
,

gdzie r - promień okręgu wpisanego w trójkąt, a, b, c - boki trójkąta.

3. Wykazać, że dwa trójkąty prostokątne o równych polach i równych obwodach

są do siebie przystające.

4. Wykazać, że jeżeli a, b, c, x są liczbami dodatnimi i jeżeli abc = 1 to

(x+ a)(x+ b)(x+ c)  (x+ 1)3.

5. Wyznaczyć wartość funkcji:

f(x) =
x+ 2√
x+ 1− 1

dla x > 0 nie korzystając z rachunku pochodnych.

6. Dana jest funkcja y = r · sin (π · x), gdzie r jest pierwiastkiem równania:

r − 1
|r|

+
r − 2
|r|

+
r − 3
|r|

+ . . .+
1
|r|

= r3 − 4r2 − 23.

Obliczyć ile miejsc zerowych będzie ona miała na przedziale x ∈ [0; 14).

7. Rozwiązać w liczbach całkowitych równanie:

1
x2

+
1
xy

+
1
y2

= 1.

8. Rozwiązać układ równań: x1 + x2 + . . .+ x1999 = 1999

x41 + x42 + . . .+ x41999 = x31 + x32 + . . .+ x31999

9. Udowodnij twierdzenie sinusów i cosinusów dla trójkąta.

10. Oblicz odległość punktu przecięcia się wysokości czworościanu foremnego o

boku
√

6 od jego ścian.
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Finał w kategorii gimnazjów i szkół podstawowych

1. W kulę o promieniu
√

3 wpisano sześcian. Następnie w jedną ze ścian wpi-

sano koło. Na przeciwległej ścianie wybrano punkt P . Tak powstał stożek o

podstawie będącej kołem o wierzchołku w punkcie P . Oblicz jego objętość.

2. Marcin jest laureatem kilku olimpiad z języka niemieckiego. Jego koledzy

zapytani o to, ilu olimpiad jest on laureatem odpowiedzieli:

Tomek : Marcin jest laureatem nie więcej niż 5 olimpiad.

Krzysiek: Marcin jest laureatem mniej niż 3 olimpiad.

Mateusz : Marcin jest laureatem co najwyżej 4 olimpiad.

Michał : Marcin jest laureatem więcej niż 2 olimpiad.

Laureatem ilu olimpiad jest Marcin, jeżeli tylko jedna osoba mówi prawdę?

3. Dwie równoległe cięciwy okręgu o promieniu R = 13 mają długość 10 i 16.

Oblicz odległość między nimi.

4. Wykazać, że jeżeli a, b, x są liczbami dodatnimi i ab = 1 to:

(x+ a)(x+ b)  (x+ 1)2.

5. Oblicz pole trapezu o podstawach długości 16 i 44 oraz ramionach długości

25 oraz 17.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnić nierówność:

a2 + b2 + c2 + d2 + 2(ac+ ad+ bc+ bd− ab− cd)  8
√
abcd

dla a, b, c, d ∈ R+.

2. Pewien wielomian daje po podzieleniu przez x− 1 resztę 2, a po podzieleniu

przez x − 2 resztę 1. Jaka będzie reszta z dzielenia tego wielomianu przez

(x− 1)(x− 2)?
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3. Oblicz najmniejszą wartość wyrażenia: x1999 + 1999
x w zbiorze liczb rzeczy-

wistych dodatnich.

4. Udowodnij, że dla dowolnego trójkąta zachodzi nierówność:

1
a2

+
1
b2

+
1
c2
¬ 1

4r2
,

gdzie r - promień okręgu wpisanego w trójkąt, a, b, c - boki trójkąta.

5. Rozwiąż równanie (x ∈ R): [
5 + 6x

8

]
=

15x− 7
5

.
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1.3 Turniej matematyczny w 2000 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów i szkół podstawowych

1. Ślimak postanowił wejść na lampę o wysokości n metrów, gdzie n - ustalona

wartość. Każdego dnia, przy słonecznej pogodzie, pokona 5 metrów. Nato-

miast przy deszczowej pogodzie w dzień pokona 3 metry, a w nocy zsunie się

o 2 metry. Pogoda nie zmienia się w trakcie doby. Ile trwała możliwe najdłuż-

sza podróż ślimaka, jeżeli rozpoczął i zakończył ją przy słonecznej pogodzie?

W momencie dotarcia na szczyt ślimak nie zsuwa się. Ile razy padał deszcz?

2. Paweł i Gaweł wybrali się na spływ kajakowy w górę rzeki. 12 minut po

wyruszeniu Paweł zorientował się, że podczas wsiadania do kajaka wypadło

mu napompowane koło ratunkowe. Chłopiec natychmiast zawrócił, by je od-

naleźć, wiosłując dwa razy szybciej niż dotychczas. Po jakim czasie Paweł

dogoni Gawła uprzednio odnajdując zgubę, jeżeli prąd wody w rzece wyno-

si 5 km/h, a chłopcy rozpoczęli wyprawę z jednakową prędkością względem

brzegu, równą 5 km/h?

3. Udowodnij, że rozwinięcie dziesiętne 21000000 ma ponad 300000 cyfr.

4. Dla jakich liczb naturalnych m, k liczba
√
k +
√
m jest naturalna?

5. Kratki zeszytu są pomalowane na dwa kolory. Udowodnij, że można wskazać

cztery kratki tego samego koloru, które są wierzchołkami prostokąta.

6. Czy liczbę 100 można przedstawić w postaci sumy liczb jednocyfrowych lub

dwucyfrowych tak, aby była przy tym użyta każda z 10 cyfr i to tylko jeden

raz?

7. Czworokąt ABCD jest taki, że trójkąty ABC,BCD,CDA,DAB mają rów-

ne obwody. Czy wtedy czworokąt ten jest prostokątem?

8. Wykazać, że w każdym czworokącie wypukłym suma przekątnych jest więk-

sza od połowy obwodu czworokąta i mniejsza od obwodu tego czworokąta.

9. Rozwiąż nierówność: 1
x−1 > 1.
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10. Wiadomo, że
√
a+
√
b = 2. Określ znak liczby: (1− 1a )(1− 1b ).

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Czy liczby
√

2, 2,
√

3 mogą tworzyć ciąg arytmetyczny?

2. Znaleźć sumę:(
x+

1
x

)2
+
(
x2 +

1
x2

)2
+ . . .+

(
xn +

1
xn

)2
.

3. Udowodnić, że 1110 − 1 dzieli się przez 100.

4. Znaleźć współczynnik stojący przy x3 w równaniu:

(1 + x)3 + (1 + x)4 + (1 + x)5 + . . .+ (1 + x)15.

5. Udowodnić, że jeżeli a, b, c, d > 0, to

a

b
+
c

d
+
b

a
+
d

c
 4.

6. W trapezie, długości podstaw wynoszą 4cm i 9cm, zaś jego przekątne wynoszą

5cm i 12cm. Oblicz pole tego trapezu.

7. Obliczyć sumę n początkowych wyrazów ciągu: 2, 22, 222, 2222, . . .

8. Wykazać, że zachodzi nierówność:(
1 +

1
2000

)2000
 2.

9. Paweł i Gaweł wybrali się na spływ kajakowy w górę rzeki. 12 minut po

wyruszeniu Paweł zorientował się, że podczas wsiadania do kajaka wypadło

mu napompowane koło ratunkowe. Chłopiec natychmiast zawrócił, by je od-

naleźć, wiosłując dwa razy szybciej niż dotychczas. Po jakim czasie Paweł

dogoni Gawła uprzednio odnajdując zgubę, jeżeli prąd wody w rzece wyno-

si 5 km/h, a chłopcy rozpoczęli wyprawę z jednakową prędkością względem

brzegu, równą 5 km/h?
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10. Ślimak postanowił wejść na lampę o wysokości n metrów, gdzie n - ustalona

wartość. Każdego dnia, przy słonecznej pogodzie, pokona 5 metrów. Nato-

miast przy deszczowej pogodzie w dzień pokona 3 metry, a w nocy zsunie się

o 2 metry. Pogoda nie zmienia się w trakcie doby. Ile trwała możliwe najdłuż-

sza podróż ślimaka, jeżeli rozpoczął i zakończył ją przy słonecznej pogodzie?

W momencie dotarcia na szczyt ślimak nie zsuwa się. Ile razy padał deszcz?

Finał w kategorii gimnazjów i szkół podstawowych

1. Udowodnij, że ułamek 14n+421n+3 dla dowolnego n ∈ Z nie skraca się.

2. Z dwóch przeciwległych punktów jednocześnie wychodzą naprzeciw siebie

dwaj kurierzy i spotykają się w pewnym punkcie M . Gdyby pierwszy kurier

wyszedł o godzinę wcześniej, a drugi o 30 minut później, to spotkaliby się o

18 minut wcześniej niż w rzeczywistości. Gdyby natomiast drugi wyszedł o

godzinę wcześniej, a pierwszy o 30 minut później, to spotkaliby się w punkcie

oddalonym od M o 5,6 km. Wyznacz prędkości obu kurierów.

3. Ile wynosi suma liczb:

• ósmego

• dziesiątego

• setnego wiersza trójkątnej tablicy:

1

2 3

4 5 6

7 8 9 10

11 12 13 14 15

4. Wykaż, że jeżeli liczby a i b są dodatnie oraz a+ b = 1, to :(
1 +

1
a

)(
1 +

1
b

)
 9.
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5. W trapezie o podstawach długości a i b poprowadzono przez punkt przecięcia

się jego przekątnych odcinek równoległy do podstaw. Znaleźć długość tego

odcinka.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnić, że jeżeli a+ b+ c = 0, to:(
a− b
c

+
b− c
a

+
c− a
b

)
·
(

c

a− b
+

a

a− c
+

b

c− a

)
= 9.

2. Oblicz sumę elementów każdego wiersza tablicy:

1

2 3 4

3 4 5 6 7

. . . . . . .

. . . . . . . . .

i udowodnij, znanymi metodami, poprawność wyniku.

3. Udowodnij, że jeśli a > b > 0 i m > n, to:

am − bm

am + bm
>
an − bn

an + bn
.

4. Pola trójkątów utworzonych przez przekątne trapezu i podstawy wynoszą

odpowiednio S1, S2. Wyznaczyć pole powierzchni trapezu.

5. Rozwiązać układ równań:  |x+ y| = 1

|x|+ |y| = 1
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1.4 Turniej matematyczny w 2001 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. W trójkąt prostokątny ABC wpisano okrąg o promieniu r = 1. Punkt stycz-

ności przeciwprostokątnej z okręgiem dzieli tę przeciwprostokątną na dwa

odcinki o długościach 2 i 3. Obliczyć pole tego trójkąta.

2. Koszałek - Opałek rozsypał na stole 10 sześciennych kostek to gry. Następnie

policzył sumę wszystkich oczek na ściankach, które mógł zobaczyć nie prze-

wracając kostek. Zapisał w swojej księdze wynik 186 i zaczął się zastanawiać,

ile co najwyżej szóstek mogło być na niewidocznych ściankach. Pomóż mu,

bo znów przegapi nadejście wiosny.

3. Po długiej rozłące spotkało się dwóch starych znajomych. Jeden z nich oznaj-

mił, że ma trzech dorodnych synów. Iloczyn wieku tych synów jest równy 36,

a suma ich wieku jest równa liczbie okien domu, przy którym spotkali się

znajomi. Wówczas drugi znajomy powiedział, że nie może okreslić, ile lat ma

każdy z synów. Wtedy pierwszy dodał, że jego starszy syn jest rudy i wówczas

drugi podał wiek poszczególnych synów. Ile lat miał każdy z synów?

4. Klasa licząca 25 uczniów zakupiła 25 biletów do kina w II rzędzie z nume-

rami od 1 do 25. Uczniowie losowali między sobą bilety, następnie każdy z

nich obliczył sumę liczby określającej miejsce w kinie i liczby, pod którą jest

zapisany w dzienniku. Wykaż, że co najmniej jeden uczeń otrzymał liczbę

parzystą jako wynik tej sumy.

5. Na płaszczyźnie obrano 6 punktów, z których żadne 3 nie są współliniowe.

Każde dwa punkty połączono odcinkiem niebieskim bądź czerwonym. Do-

wieść, że istnieje trójkąt o wierzchołkach w wybranych punktach, którego

boki są tego samego koloru.

6. Czy istnieje liczba naturalna n taka, że w zapisie dziesiętnym liczby 2n wy-

stępuje 1000 zer, 1000 jedynek, 1000 dwójek, . . ., 1000 dziewiątek?

7. Wykazać, że dla dowolnego całkowitego n liczba n3−n jest podzielna przez 6.
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8. Przesuwając 1 zapałkę ułożyć kwadrat:

9. Udowodnić, że jeżeli a i b są liczbami dodatnimi takimi, że a + b = 1, to

zachodzi nierówność: (
a+

1
a

)2
+
(
b+

1
b

)2
 25

2
.

10. Czy liczbę 2001 można przedstawić w postaci sumy sześcianów dwóch liczb

naturalnych?

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnić, że w dowolnym trójkącie ABC zachodzi następujący związek

a(p+mn) = b2m+ c2n, gdzie:

�
�
�
�
�
�
�
�
��

@
@
@

@
@
@

@
@

@

D
D
D
D
D
D
D
D
DD

B C

A

m n

p

a

c b

2. Po długiej rozłące spotkało się dwóch starych znajomych. Jeden z nich oznaj-

mił, że ma trzech dorodnych synów. Iloczyn wieku tych synów jest równy 36,

a suma ich wieku jest równa liczbie okien domu, przy którym spotkali się

znajomi. Wówczas drugi znajomy powiedział, że nie może okreslić, ile lat ma

każdy z synów. Wtedy pierwszy dodał, że jego starszy syn jest rudy i wówczas

drugi podał wiek poszczególnych synów. Ile lat miał każdy z synów?



Turniej matematyczny w 2001 r. 21

3. W jednym domu mieszkają 123 osoby, które mają razem 3813 lat. Czy można

wybrać z tego domu stu mieszkańców tak, aby mieli razem nie mniej niż 3100

lat?

4. Dowieść, że liczba 5537 − 7717 jest złożona.

5. Smok ma 2000 głów. Rycerz może ściąć jednym cięciem 33, 21, 17 lub 1 głowę.

Smokowi odrasta wtedy odpowiednio 48, 0, 14, 349 głów. Smok zostanie

zabity, gdy wszystkie głowy zostaną ścięte. Czy jeden rycerz może zabić

smoka?

6. Każdy punkt płaszczyzny pomalowano na jeden z czterech kolorów: żółty,

czerwony, zielony i niebieski. Każdy kolor został wykorzystany. Wykaż, że

istnieje prosta, której punkty są co najmniej trzech kolorów.

7. Czy szachownicę o wymiarach 10 na 10 można pokryć płytkami o wymiarach

1 na 4?

8. Znając kąty α, β trójkąta ABC wpisanego w okrąg, wyznaczyć kąt między

prostą AB i styczną do okręgu w punkcie C.

9. Oblicz:

√
2 +
√

3 ·

√
2 +

√
2 +
√

3 ·

√
2 +

√
2 +

√
2 +
√

3 ·

√
2−

√
2 +

√
2 +
√

3.

10. W zawodach piłki nożnej bierze udział 12 drużyn. Każda para drużyn roz-

grywa dokładnie jeden mecz. Dowieść, że w każdej chwili są dwie drużyny,

które do tej pory rozegrały taką samą ilość meczów.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Czy liczba 330 − 2 · 615 + 232 jest liczbą złożoną? Odpowiedź uzasadnij.

2. Wykaż, że dla żadnej liczby naturalnej n liczba

n4 + n3 + n2 + n+ 1
n3 + n

nie jest liczbą złożoną.
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3. Kwadrat podzielono na 49 małych kwadracików i w każdy wpisano liczbę ze

zbioru {−1, 0, 1}. Potem zliczono sumę w każdym wierszu, w każdej kolumnie

i na obu przekątnych. Pokazać, że co najmniej dwie w ten sposób uzyskane

sumy są jednakowe.

4. W danym kwadracie ABCD o boku długości 6, w którym przekątne AC i

BD przecinają się w punkcie O, poprowadzono odcinek AE, gdzie E jest

środkiem boku DC kwadratu ABCD. Wiedząc, że punkt M stanowi punkt

przecięcia odcinka AE z przekątną BD, wyznacz pole trójkąta AMO oraz

pole czworokąta CEMO.

5. Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 10000 i podzielnych przez 6, które

można zapisać za pomocą cyfr 0, 1, 2?

Finał w kategorii szkół średnich

1. Oblicz sumę wszystkich elementów poniższej tablicy:

1 2 3 . . . n

2 3 4 . . . n+ 1

3 4 5 . . . n+ 2

. . . . . . . . . . . . . . .

n n+ 1 n+ 2 . . . 2n− 1

2. Oblicz najmniejszą wartość wyrażenia: x2000 + 2000
x w zbiorze liczb rzeczy-

wistych dodatnich.

3. Czy liczba 330 − 2 · 615 + 232 jest liczbą złożoną? Odpowiedź uzasadnij.

4. Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 1000000 i podzielnych przez 6, które

można zapisać za pomocą cyfr 0, 1, 2?

5. Wykazać, że długość dwusiecznej kąta prostego w trójkącie prostokątnym

jest równa ab
√
2

a+b , gdzie a, b są długościami przyprostokątnych tego trójkąta.
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1.5 Turniej matematyczny w 2002 r. - BRAK EG,

FG

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnij, że jeżeli trzy koła S1, S2, S3 o równych promieniach i środkach

odpowiednio w punktach O1, O2, O3 przecinają się tak, jak na rysunku, to

pole figury S1 ∩ S2 ∩ S3 jest większe od 1/6 pola jednego z tych kół.

&%
'$

&%
'$

&%
'$

2. Dany jest kwadrat ABCD oraz punkt S leżący wewnątrz kwadratu taki, że

trójkąt ASB jest równoboczny. Oblicz miarę kąta SDC.

3. Danych jest sześć punktów, z których niektóre połączono odcinkami. Pokaż,

że albo istnieją trzy punkty, z których każde dwa są połączone ze sobą, albo

istnieją trzy punkty, spośród których żadne dwa nie są połączone.

4. Wyznacz sumę pierwiastków wielomianu:

W (x) = x5 + 2
1
12
x4 − 23

1
3
x3 − 62

11
12
x2 + 6

1
2
x+ 3.

5. Znaleźć pole powierzchni trapezu równoramiennego o wysokości h wiedząc,

że ramię trapezu widać ze środka okręgu na nim opisanego pod kątem α.

6. Rozwiązać układ równań: 2
x+y−1 −

1
x−y+1 = 1

2
x−y+1 −

1
x+y−1 = 1
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7. Rozstrzygnij czy podana liczba jest liczbą niewymierną:√
24− 2

√
80−

√
2
√

20 + 21

Odpowiedź uzasadnij.

8. Znajdź najmniejszą wartość funkcji f(x) = x3+x2+2002x+ 1
x2007 dla x > 0.

9. Na nieskończonej szachownicy ustawionych jest 2001 skoczków szachowych.

Udowodnij, że można spośród nich wybrać 1001 takich, że żadne dwa z nich

się nie atakują.

10. Dwa okręgi o promieniach odpowiednio równych: r,R, gdzie R > r, są stycz-

ne wewnętrznie do prostej l w punkcie A. Prosta k, równoległa do prostej

l, przecina okręgi w punktach B,C znajdujących się po jednej stronie pro-

stej zawierającej środki tych okręgów. Znaleźć promień okręgu opisanego na

trójkącie ABC.

Finał w kategorii szkół średnich

1. W czworokącie ABCD znane są |AB| = 6
√

3cm, |CD| = 12cm, ]BAD =

60◦,]ABC = 150◦,]CDA = 90◦. Znaleźć długości boków |BC| oraz |AD|.

2. Czy można szachownicę o wymiarach 75 × 75 pokryć pewną liczbą klocków

następującej postaci:

, ?

3. Dla jakiej wartości parametru m pole figury wyznaczonej warunkiem |2x +

y|+ |x− y + 3| ¬ m jest równe 24?

4. Równoległobok przecięto dwoma układami prostych, równoległych do jego

boków: każdy z tych układów składa się z m prostych. Ile jest wszystkich

możliwych równoległoboków, które można utworzyć przy pomocy tych ukła-

dów linii prostych oraz boków równoległoboku?
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5. Udowodnij, że jeśli a1, a2, a3, . . . , a2002 > 0, to:

a1
a2

+
a2
a3

+
a3
a4

+ . . .+
a2002
a1
 2002.
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1.6 Turniej matematyczny w 2003 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Udowodnić, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c, d zachodzi nierów-

ność:

a4 + b4 + c4 + d4  4abcd.

2. Wykazać, że jeżeli x2 + 1
x2 jest liczbą całkowitą, to liczbą całkowitą jest

również x4 + 1
x4 .

3. Obliczyć:
1

1 +
√

2
+

1√
2 +
√

3
+ . . .+

1√
99 +

√
100

.

4. Wykazać, że reszta z dzielenia liczby pierwszej przez 30 jest równa 1 lub jest

liczbą pierwszą.

5. Przez punkt leżący wewnątrz trójkąta poprowadzono trzy proste równole-

głe do boków trójkąta. Proste te dzielą trójkąt na trzy trójkąty o polach

P1, P2, P3 i trzy równoległoboki o polach S1, S2, S3. Wyrazić pola powierzch-

ni otrzymanych trójkątów w zależności od pól powierzchni równoległoboków.

6. W trójkącie ABC środkowe AD i CE tworzą z bokiem AC kąty, których

suma wynosi 60◦. Wiedząc, że |AD| · |CE| =
√

3, obliczyć pole tego trójkąta.

7. Dwóch graczy obrywa płatki kwiatu stokrotki. Jednorazowo można zerwać

dowolny lub dwa sąsiednie płatki. Wygrywa ten, kto zerwie ostatni płatek.

Jak powinien grać drugi z graczy, aby wygrać?

8. Czy liczba postaci ABAB może być kwadratem liczby naturalnej?

9. Zbadać liczbę rozwiązań układu w zależności od parametru m: y = |y| · (x2 − 1)

y = x+m

10. W wielościan wpisano kulę o promieniu R. Wykaż, że objętość tego wielo-

ścianu wyraża się wzorem V = 1
3Pc · R, gdzie Pc oznacza pole powierzchni

całkowitej wielościanu.
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Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnić, że dla dowolnych liczby rzeczywistych: x, y zachodzi nierówność:

[x] + [y] ¬ [x+ y] ¬ [x] + [y] + 1.

2. Rozwiązać układ równań: 
x5+y5

x3+y3 = 31
7

x2 + xy + y2 = 3

3. Udowodnić, że jeżeli a, b, c oznaczają boki trójkąta, zaś α, β, γ kąty leżące

naprzeciw tych boków, to

tgα =
a · sin γ

b− a · cos γ
.

4. Rozwiązać w liczbach naturalnych równanie:

(x21 + 1) · (x22 + 22) · (x23 + 32) · . . . · (x2n + n2) = 2n · n! · x1 · x2 · x3 · . . . · xn.

5. Niech p będzie liczbą pierwszą. Znaleźć wszystkie liczby całkowite x, dla

których funkcja:

f(x) =
4x+ 8− p
x+ 2

przyjmuje wartości całkowite.

6. Udowodnić, że jeżeli liczby a1, a2, a3, . . . , an tworzą ciąg arytmetyczny i żad-

na z nich nie jest zerem, to:

1
a1 · a2

+
1

a2 · a3
+

1
a3 · a4

+ . . .+
1

an−1 · an
=

n− 1
a1 · an

.

7. Znaleźć wszystkie liczby pierwsze n, dla których suma Sn = 1! + 2! + 3! +

. . .+ n! jest kwadratem liczby naturalnej.

8. Znaleźć największą możliwą wartość liczby z, jeżeli liczby rzeczywiste x, y, z

spełniają równości:  x+ y + z = 3

x2 + y2 + z2 = 6
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9. Punkt F jest środkiem okręgu wpisanego w trójkąt ABC. Prosta AF prze-

cina bok BC w punkcie D. Dowieść, że:

(|AF |+ |CD| = |AC|)⇔ (β = π/3 + γ/3).

10. Do naczynia w kształcie półkuli o danym promieniu R włożono 4 równe kule.

Okazało się, że płaska pokrywa naczynia jest styczna do każdej z tych kul.

Obliczyć długość promienia kul umieszczonych w naczyniu.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Rozwiązać w liczbach całkowitych równanie: xy = 3x+ 8y + 1.

2. Obliczyć b, jeżeli wiadomo, że: a = 5999, a 6= b, a2 + a = b2 + b.

3. Dwóch robotników pracując razem wykonało pewną pracę w ciągu 6 dni.

Czas wykonania 40% całej pracy przez pierwszego robotnika jest o 2 dni

dłuższy niż przez drugiego. W jakim czasie każdy z nich może samodzielnie

wykonać tę pracę?

4. W trójkąt o wysokościach h1, h2, h3, wpisano okrąg o promieniu r. Wykazać,

że:
1
h1

+
1
h2

+
1
h3

=
1
r
.

5. W trapezie o podstawach a, b, poprowadzono odcinek łączący jego ramiona

i dzielący trapez na dwa trapezy o równych polach. Wyznacz długość tego

odcinka.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Dana jest rodzina funkcji kwadratowych f(x) = ax2 + bx + c spełniających

warunki:

(a) a < b,

(b) Dla każdego x ∈ R, f(x)  0.

Jaką najmniejszą wartość może przyjmować wyrażenie: (a+ b+ c)/(b− a)?
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2. Wiedząc, że kąty α, β, γ spełniają nierówność: sinα + sinβ + sin γ  2, wy-

kazać, że: zachodzi: cosα+ cosβ + cos γ ¬
√

5.

3. Rozwiązać równanie:

√
xy − z2 +

√
yz − x2 +

√
xz − y2 = x2 + y2 + z2.

4. Udowodnić, że stosunek pola czworokąta utworzonego przez przecięcia dwu-

siecznych kątów równoległoboku do pola tego równoległoboku nie zależy od

kątów równoległoboku.

5. Udowodnić, że liczba postaci: 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p

nie dzieli się przez p, jeśli p jest liczbą

pierwszą większą od 3.
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1.7 Turniej matematyczny w 2004 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Znależć liczbę czterocyfrową będącą kwadratem liczby naturalnej, która po-

siada dwie pierwsze cyfry równe sobie i dwie ostatnie też równe sobie.

2. Znaleźć najmniejszą wartość wyrażenia: (x− 1)(x− 2)(x− 5)(x− 6) + 9.

3. Obliczyć:

(a)
(
1− 1

22
)
·
(
1− 1

32
)
·
(
1− 1

42
)
· . . .

(
1− 1

20042
)
,

(b) 23−1
22+2+1 + 33−23

32+6+22 + 43−33
42+12+32 + . . .+ 20043−20033

20042+2004·2003+20032 .

4. Przekątne czworokąta wypukłego są prostopadłe i dzielą go na cztery trójką-

ty, z których trzy mają pola: 2, 4, 6. Jakie pole ma czwarty z tych trójkątów?

5. Wykaż, że jeżeli a, b, c > 0, to

1
a

+
1
b

+
1
c
 2
a+ b

+
2

b+ c
+

2
c+ a

.

6. W turnieju szachowym rozgrywanym systemem „każdy z każdym” brało

udział czterech zawodników. Za zwycięstwo szachista otrzymuje 1 punkt,

za remis 0,5 punktu, za przegraną 0 punktów. Po zakończeniu turnieju oka-

zało się, że każdy z zawodników otrzymał inną liczbę punktów. Wykaż, że

zawodnik, który zajął ostatnie miejsce, nie wygrał żadnej partii.

7. Jaka jest najmniejsza liczba hetmanów, które należy ustawić na szachownicy

tak, aby wszystkie pola szachownicy były pod ich obstrzałem?

8. Dane są dwa okręgi o promieniach r1, r2 styczne zewnętrznie. Wyznacz dłu-

gość promienia okręgu stycznego do danych okręgów i do ich wspólnej stycz-

nej.

9. Na balu karnawałowym bawi się 2004 gości. Każdy z gości ma na tym ba-

lu pewną różną od zera liczbę znajomych. Pokazać, że istnieje dwóch ludzi

mających równą liczbę znajomych.



Turniej matematyczny w 2004 r. 31

10. Rozwiązać układ równań:  x+ y + z = 0
1
x + 1

y + 1
z = 0

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnić, że liczba postaci: 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p

nie dzieli się przez p, jeśli p jest liczbą

pierwszą większą od 3.

2. Przez środek okręgu wpisanego w trójkąt o promieniu r poprowadzono pro-

ste równoległe do boków trójkąta. Udowodnić, że suma kwadratów długości

odcinków tych prostych, zawartych wewnątrz tego trójkąta jest niemniejsza

niż 16r2.

3. Podać wzór na n - ty wyraz ciągu: 1, 22, 333, 4444, . . .

4. Przez dowolny punkt wewnętrzny trójkąta ABC poprowadzono trzy proste,

odpowiednio równoległe do boków tego trójkąta. Proste te dzielą pole trój-

kąta ABC na sześć części, z których trzy, to trójkąty o polach S1, S2, S3.

Obliczyć pole trójkąta ABC.

5. W kulę o promieniu R wpisano stożek. Średnica podstawy tego stożka wi-

doczna jest ze środka kuli pod kątem α. Obliczyć objętość stożka.

6. Rozwiązać układ równań:

x1 + x2 + . . . x2004 = 2005

x21 + x22 + . . . x22004 = 20052

. . .

x20041 + x20042 + . . . x20042004 = 20052004

7. Rozwiązać równanie w zbiorze liczb całkowitych: x2 + y2 + z2 = x2y2.

8. Wyznaczyć wszystkie trójki (p, q, r) kolejnych liczb pierwszych, dla których

suma p2 + q2 + r2 jest liczbą pierwszą.

9. Znaleźć zbiór punktów, których współrzędne spełniają równanie:

|y|+ 1
|y|

= |x|+ 1
|x|
.



32 Turniej matematyczny w 2004 r.

10. Udowodnić, że w dowolnej grupie składającej się z 13 osób znajdą się dwie

osoby, które mają jednakową liczbę znajomych w tej grupie.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Jeżeli przestawimy cyfry pewnej liczby naturalnej n, to otrzymamy liczbę

naturalną k. Udowodnij, że jeżeli n + k = 1010, to liczba n jest podzielna

przez 10.

2. Pokazać, że jeżeli liczby a, b, c są dodatnie, to zachodzi nierówność:(
a2c+ b2a+ c2b

3

)2
+
(
c2a+ a2b+ b2c

3

)2
 2a2b2c2.

3. Dany jest prostokąt o bokach długości a, b. Opisać, mając dane odcinki o

podanych długościach, konstrukcję trójkąta równobocznego o boku danego

prostokąta.

4. W tabeli o n wierszach i 5 kolumnach rozmieszczono 5n liczb o wartości 1 lub

-1. Pokazać, że dla n = 41 można tak wybrać 3 wiersze i 3 kolumny tabeli,

że wszystkie liczby na przecięciach tych wierszy i kolumn były identyczne.

5. Pole trójkąta ABC jest równe S. Każdy bok tego trójkąta podzielono na

trzy części w stosunku m : n : m. Obliczyć pole sześciokąta, którego wierz-

chołkami są punkty podziału.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Niech dana będzie liczba n ∈ N. Przez wyrażenie ϕ(n) oznaczamy ilość liczb

naturalnych dodatnich mniejszych o n i względnie pierwszych z n. Pokazać,

że jeżeli k, n > 1 są różnymi liczbami pierwszymi, to liczba k jest dzielnikiem

sumy:
k−1∑
i=1

ϕ(pi).

2. Dla każdej pary liczb naturalnych n, k wyznacz wszystkie ciągi (x1, x2, x3, . . . , xn)
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liczb nieujemnych, spełniających układ równań: xk1 + xk2 + . . .+ xkn = 1

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) = 2

3. Pokazać, że jeżeli kąty trójkąta ABC: α, β, γ spełniają zależność:

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ = 2,

to trójkąt ten jest prostokątny.

4. Dwusieczna kąta ]BAC trójkąta ABC przecina okrąg opisany na tym trój-

kącie w punkcie D (różnym od A). Punkty K i L są rzutami prostokątnymi

odpowiednio punktów B,C na prostą AD. Udowodnij, że:

|AD|  |BK|+ |CL|.

5. Boki danego 12k + 6 - kąta mają długości:

ai =
√

1 + i2, gdzie i ∈ {1, 2, 3, . . . , 12k + 6}.

Rozstrzygnij, czy istnieje kartezjański układ współrzędnych, w którym wszyst-

kie jego wierzchołki mają współrzędne całkowite.
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1.8 Turniej matematyczny w 2005 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Przedstaw w prostokątnym układzie współrzędnych punkty P (x; y), których

współrzędne spełniają równanie:

x2 + 2y2 − 3xy = 0.

2. Udowodnij, że dla każdego x, y rzeczywistego dodatniego, zachodzi nierów-

ność:
x4 + y2

x2
+
y4 + x2

y2
 2(x+ y).

3. Niech dany będzie trójkąt równoboczny ABC i okrąg O, o środku w punkcie

przecięcia się wysokości trójkąta ABC, który dzieli każdy z jego boków na

trzy równe odcinki. Obliczyć obwód i pole figury, która powstaje po usunięciu

z koła wyznaczonego przez okrąg O obszaru należącego do wnętrza trójkąta

ABC.

4. Jasiu ogląda finał Mistrzostw Świata w piłce nożnej, podczas którego Bra-

zylia mierzy się w rzutach karnych z Polską. Zanim Polacy oddają pierwszy

strzał, Jasiu wychodzi i kiedy wraca, ku swojemu przerażeniu odkrywa, że

po 6 seriach strzałów Polska wygrała 4−2. Nie wie, jaki przebieg (pod wzglę-

dem celności strzałów w kolejnych seriach) miała rozgrywka. Ile było różnych

możliwości przebiegu konkursu rzutów karnych?

5. Rozwiązać w liczbach całkowitych równanie: 17− 2b2 = (b2 − a)(b2 + a− 2).

6. Niech ABC będzie dowolnym trójkątem i niech K,L,M dzielą kolejno odcin-

ki AB,BC,CA na równe części. Obliczyć stosunek długości promieni okrę-

gów wpisanych w trójkąty ABC i KLM .

7. Niech h1, h2, h3 będą długościami wysokości danego trójkąta ABC, w który

wpisano okrąg o promieniu r. Dowieść, że zachodzi nierówność: h1+h2+h3 

9r.
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8. Czy sześcian o wymiarach 6 × 6 × 6 może być zbudowany z 27 klocków o

rozmiarach 1× 2× 4?

9. Udowodnić, że jeżeli obwody ścian czworościanu są równe, to ściany są trój-

kątami przystającymi.

10. W czworokącie wypukłym ABCD przez środek przekątnej BD poprowadzo-

no prostą równoległą do drugiej przekątnej AC. Ta prosta przecina bok AD

w punkcie E. Udowodnić, że odcinek CE dzieli czworokąt ABCD na części

o równych polach.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnij, że jeżeli a, b > 0, to:

a3 + b3

2

(
a+ b

2

)3
.

2. Wykazać, że jeżeli a+ 1
a jest liczbą całkowitą to dla każdego n ∈ N, an + 1

an

też jest liczbą całkowitą.

3. Wykazać, że dla dwóch różnych liczb naturalnych n, k, liczby

22
k

+ 1, 22
n

+ 1

są względnie pierwsze.

4. Wyznaczyć wszystkie ściśle rosnące funkcje: f : R → R, spełniające równa-

nie:

f(f(x) + y) = f(x+ y) + 1.

5. Wykazać, że ułamek
a1 + a2 + a3 + . . .+ an
b1 + b2 + b3 + . . .+ bn

zawiera się między największym i najmniejszym z ułamków:

a1
b1
,
a2
b2
,
a3
b3
, . . . ,

an
bn

(bk > 0, k = 1, 2, 3, . . . n).
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6. Rozwiązać w liczbach rzeczywistych układ równań:
(1 + x2) · y = x

12y3 + z = 3y + z

|3z − 5| = 1− x

7. Niech h1, h2, h3 będą długościami wysokości danego trójkąta ABC, w który

wpisano okrąg o promieniu r. Dowieść, że zachodzi nierówność: h1+h2+h3 

9r.

8. W czworokącie wypukłym ABCD przez środek przekątnej BD poprowadzo-

no prostą równoległą do drugiej przekątnej AC. Ta prosta przecina bok AD

w punkcie E. Udowodnić, że odcinek CE dzieli czworokąt ABCD na części

o równych polach.

9. Udowodnić, że jeżeli obwody ścian czworościanu są równe, to ściany są trój-

kątami przystającymi.

10. Czy sześcian o wymiarach 6 × 6 × 6 może być zbudowany z 27 klocków o

rozmiarach 1× 2× 4?

Finał w kategorii gimnazjów

1. Udowodnić, że liczba: 1919 + 6969 jest podzielna przez 44.

2. Oblicz wartość sumy: 12 − 22 + 32 − 42 + . . .+ 992 − 1002 + 1012.

3. W kole o promieniu 1 wybrano siedem dowolnych punktów. Wykaż, że ist-

nieje wśród nich co najmniej jedna para punktów, których odległość jest nie

większa niż 1.

4. Pokazać, że jeżeli liczby dodatnie a, b, c spełniają warunek abc = 1, to zacho-

dzi nierówność:

2
3

(a+ b+ c) + 1  3

√(
1
a

+
1
b

+ c

)
·
(

1
b

+
1
c

+ a

)
·
(

1
c

+
1
a

+ b

)
.

5. Wewnątrz trójkąta ABC ustalono punkt P , a na bokach AC,BC obrano od-

powiednio punkty M,L, które spełniają warunki ]PAC = ]PBC, ]PLC =
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]PMC = 90◦. Udowodnić, że jeżeli punkt D jest środkiem boku AB, to

DM = DL.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Znaleźć wzór funkcji f : R→ R jeśli wiadomo, że jest funkcją parzystą i dla

każdego x, y ∈ R spełniony jest warunek:

f(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy(2x2 + 3xy + 2y2) + 1.

2. Udowodnić, że istnieje taka liczba c, dla której równanie [x 3
√
x] +

[
y 3
√
y
]

= c,

ma co najmniej 2005 różnych rozwiązań (x, y) w liczbach naturalnych.

3. Udowodnij, że dla wszystkich n ∈ N zachodzi nierówność:

1 · 22 · 33 · . . . · nn ¬
(

2n+ 1
3

)n(n+1)
2

.

4. Punkt D leży na boku AB trójkąta ABC. Niech I, J będą odpowiednio

środkami okręgów wpisanych w trójkąty ACD i BCD. Okrąg opisany na

trójkącie IJD przecina prostą AB po raz drugi w punkcie S. Wykazać, że

|BC|+ |AS| = |AC|+ |BS|.

5. W czworościanie ABCD kąty płaskie przy wierzchołku A wynoszą po 90◦.

Udowodnić, że jeśli |AB| = |AC|+ |AD|, to suma kątów płaskich przy wierz-

chołku B wynosi 90◦.
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1.9 Turniej matematyczny w 2006 r. - BRAK EL,

FL

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Udowodnij, że suma: 1919 + 6969 dzieli się przez 44.

2. Udowodnij, że jeżeli x, y ∈ [0; 1], to:

1
1 + x

+
1

1 + y
¬ 2

1 +
√
xy
.

3. Rozwiąż równanie:

xyztzy + zyxyzt = yxyztz.

4. Wewnątrz trójkąta równobocznego ABC wybrano punkt P , którego odległo-

ści od poszczególnych wierzchołków wynoszą 5, 12, 13. Oblicz pole trójkąta

ABC.

5. Rozstrzygnij, czy istnieje trójkąt o polu równym 1000 i każdej wysokości

mniejszej od 1.

6. Rozwiąż układ równań:  x+ y = z

zy − z2 = 1

7. Znajdź pole trapezu równoramiennego, którego ramię ma długość 5, jedna

z podstaw ma długość dwa razy większą od drugiej, a przekątna dzieli kąt

przy dłuższej podstawie na połowy.

8. Czy liczba: √
√

6 +
√

6 +
√

6 + . . .

jest liczbą naturalną? Odpowiedź uzasadnij.

9. Dana jest funkcja:

f(x) =
5x+ 10 + p

x+ 2
,

gdzie p jest liczbą pierwszą. Znajdź wszystkie liczby całkowite x, dla których

funkcja przyjmuje wartości całkowite.
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10. W prostokącie o bokach długości 2 i 3, znajduje się 12n2+1 punktów. Pokaż,

że istnieje koło o promieniu 1/n zawierające co najmniej 3 z danych punktów.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Oblicz iloczyn:

√
2 +
√

3 ·

√
2 +

√
2 +
√

3 ·

√
2 +

√
2 +

√
2 +
√

3 ·

√
2−

√
2 +

√
2 +
√

3.

2. Znajdź wszystkie liczby naturalne n takie, że liczby 2n−1 i 2n+1 są pierwsze.

3. Udowodnij, że w zbiorze 2006 liczb całkowitych istnieją dwie, których różnica

jest podzielna przez 2005.

4. W trójkąt równoramienny ABC o podstawie długości 12cm wpisano okrąg, a

następnie poprowadzono trzy styczne do tego okręgu tak, że odcinają one od

danego trójkąta trzy małe trójkąty. Suma obwodów tych trójkątów wynosi

48cm. Wyznacz długości ramion trójkąta ABC.

5. Wykaż, że dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi nierówność a2+ b2+ 5  2a+ 4b.



40 Turniej matematyczny w 2007 r.

1.10 Turniej matematyczny w 2007 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Udowodnić, że liczba: 1 ·100+3 ·99+5 ·98+ . . .+199 ·1 jest sumą kwadratów

kolejnych liczb naturalnych.

2. W grupie liczącej 200 osób każda zna nie więcej niż 100 osób. Wykaż, że

istnieją w tej grupie trzy osoby, z których każde dwie się znają. Zakładamy,

że jeżeli osoba A zna osobę B, to osoba B zna osobę A.

3. Udowodnić, że liczba 123123 − 5757 jest podzielna przez 10.

4. Dowieść, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z, zachodzi nierówność:

x4 + y4 + z2 + 1  2x(xy2 − x− z + 1).

5. Czy można z tablicy umieszczonej poniżej:

1 2 3 4 5 6

6 1 2 3 4 5

5 6 1 2 3 4

4 5 6 1 2 3

3 4 5 6 1 2

2 3 4 5 6 1

wybrać sześć różnych liczb od 1 do 6 w ten sposób, aby dowolne dwie z nich

stały w różnych wierszach i w różnych kolumnach?

6. Dane są dwa okręgi o promieniach r,R styczne zewnętrznie. Wyznacz długość

promienia okręgu stycznego do danych okręgów i do ich wspólnej stycznej.

7. Wyznaczyć zależność między długościami boków trójkąta ABC, jeśli jego

środkowa AD, wysokość BE i dwusieczna CF przecinają się w punkcie P .

8. Na bokach AB, BC kwadratu ABCD wybrano odpowiednio punkty E i F

w ten sposób, że kąt FDC przystaje do kąta EDF . Udowodnij, że:

|AE|+ |FC| = |DE|.
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9. Mamy 9 jednakowych z wyglądu monet, z których jedna różni się pod wzglę-

dem ciężaru od ośmiu pozostałych. Jak i przy pomocy jakiej liczby ważeń na

wadze szalkowej (bez odważników) wykryć fałszywą monetę?

10. Zwolennicy i przeciwnicy obowiązkowej matury z matematyki wypełnili Plac

Zwycięstwa o wymiarach 2 × 2. Wykazać, że pewne dwie osoby mające to

samo zdaje w tej sprawie znajdują się na Placu w odległości co najmniej
√

5.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Czy wśród liczb postaci: 1001001001001 . . . 001 znajduje się liczba pierwsza?

Odpowiedź uzasadnij.

2. Rozwiązać nierówność:

16x5 − 20x3 + 5x− 1 < 0.

3. Wyznaczyć największą i najmniejszą wartość funkcji:

y = a cosx+ b sinx.

4. Czy można z tablicy umieszczonej poniżej:

1 2 3 4 5 6

6 1 2 3 4 5

5 6 1 2 3 4

4 5 6 1 2 3

3 4 5 6 1 2

2 3 4 5 6 1

wybrać sześć różnych liczb od 1 do 6 w ten sposób, aby dowolne dwie z nich

stały w różnych wierszach i w różnych kolumnach?

5. Liczby a, b, c > 0 stanowią długości boków trójkąta prostokątnego, które

spełniają równanie:

(an + bn + cn)2 = 2(a2n + b2n + c2n) , n > 2.
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Wyznaczyć n.

6. Udowodnić, że iloczyn trzech liczb rzeczywistych dodatnich o danej sumie,

ma wartość największą, gdy czynniki są równe.

7. Z dowolnego punktu D, leżącego na boku BC trójkąta ABC, poprowadzono

proste przecinające boki AC i AB w punktach E i F . Znaleźć geometryczne

położenie punktów przecięcia okręgów opisanych na trójkątach CDE i BDF .

8. Każdy punkt okręgu jest pomalowany jednym z trzech kolorów. Dowieść, że

pewne trzy punkty jednego koloru są wierzchołkami trójkąta równoramien-

nego.

9. Znajdź cyfry A,B takie, że:

AAB +BB = BAA.

10. Dane są dwa okręgi o promieniach r,R styczne zewnętrznie. Wyznacz długość

promienia okręgu stycznego do danych okręgów i do ich wspólnej stycznej.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Masz 41 monet, z których jedna jest fałszywa (posiada inną wagę niż prawdzi-

wa moneta). Ile, najmniej, ważeń musisz wykonać, aby jednoznacznie okre-

ślić, czy fałszywa moneta jest lżejsza, czy cięższa (odpowiedź uzasadnij).

2. Stacja kolejowa S została usytułowana w równej odległości od dróg łączących

miejscowości A,B,C. Na planie zaznaczono odległości między miejscowościa-

mi i drogi dojazdowe do stacji S.

A
A
A
A
A
A
A
AA

,
,
,
,
,
,
,
,
,
,

�
��

@
@@

A B

C

S

15

1314
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Drogi wychodzące z S są prostopadłe do dróg między miejscowościami. Ob-

licz, w jakiej odległości od głównych dróg wybudowano stację kolejową.

3. Rozwiązać układ równań:
(x+ y)(x+ y + z) = 18

(y + z)(x+ y + z) = 30

(x+ z)(x+ y + z) = 24

4. Objętość i pole powierzchni całkowitej walca wyraża ta sama liczba dodatnia.

Jaka jest długość promienia podstawy i wysokość tego walca, jeżeli wiadomo,

że są one liczbami całkowitymi?

5. Wykazać, że dla każdych a, b, c > 0 takich, że: a+ b+ c = 1 zachodzi nierów-

ność:
1
a

+
1
b

+
1
c
 9.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej liczba:[
(2 +

√
3)n
]

jest nieparzysta (przez [a] rozumiemy największą liczbę całkowitą, która nie

przekracza a).

2. Udowodnij, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówność:

a+ 1
b+ c+ 1

+
b+ 1

c+ a+ 1
+

c+ 1
a+ b+ 1

>
3
2
.

3. Odległości środka okręgu opisanego na trójkącie ostrokątnym od boków tego

trójkąta wynoszą odpowiednio x, y, z. Udowodnić, że: x+ y + z = R+ r.

4. Znaleźć wzór funkcji f : R → R, jeśli f jest funkcją parzystą i dla każdego

x, y ∈ R spełniony jest warunek:

f(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy(2x2 + 3xy + 2y2) + 1.
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5. Wykazać, że liczba naturalna n jest sumą kwadratów dwóch różnych liczb

naturalnych dodatnich, to również liczba 2n jest sumą kwadratów dwóch

różnych liczb naturalnych dodatnich.
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1.11 Turniej matematyczny w 2008 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Wykaż, że jeżeli na każdym z boków równoległoboku zbudujemy kwadrat (na

zewnątrz równoległoboku), to punkty przecięcia przekątnych tych kwadratów

są także wierzchołkami pewnego kwadratu.

2. Wiedząc, że liczby a, b, c > 0 spełniają układ równań:
c
a+b = 2

c
b−a = 3

,

uporządkuj liczby a, b, c rosnąco.

3. Na sali jest 4 detektywów ustawionych tak, jak na rysunku:

�@

�@

i
�@

�@

i
�@

�@

i
�@

�@

i

Przedzieleni są oni ścianą nieprzezroczystą, nieskończenie szeroką i wysoką

(nie widać co jest po drugiej stronie). Każdy z nich wie, że jest ich 4. Świa-

tło zostaje zgaszone, a detektywom zostają nałożone na głowy – 2 białe i

2 czarne kapelusze. Po zapaleniu światła następuje długa cisza, w trakcie

której detektywi próbują określić kolor swojego kapelusza. Mogą patrzeć tyl-

ko przed siebie i widzą tylko kapelusze osób przed sobą. Wszyscy patrzą w

stronę ściany. Po dłuższej chwili jeden z nich podnosi rękę i oznajmia kolor

swojego kapelusza. Który z nich mógł to zrobić i jaki kolor ustalił? Odpo-

wiedź uzasadnij.

4. Śledziak mówi: „Maliniak mówi nieprawdę.”

Maliniak mówi: „Czerstwiak mówi nieprawdę.”

Czerstwiak mówi: „Śledziak mówi nieprawdę i Maliniak mówi nieprawdę.”

Który z nich mówi prawdę, a który nieprawdę?
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5. Udowodnij, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówność:

a4 + b4 + c2 + 1  2a(ab2 − a+ c+ 1).

6. Naszkicuj wykres funkcji y = max(7−x; 2x+1), jeśli symbol max(a; b) równy

jest: a, gdy a  b,

b, gdy a < b

.

7. Siostra jest o 3 lata młodsza od brata. Brat ma obecnie 2 razy tyle lat ile

miała jego siostra wtedy, kiedy brat miał tyle ile ma siostra teraz. Ile lat ma

siostra, a ile brat?

8. Wykaż, że jeśli długości h1, h2, h3 wysokości trójkąta spełniają równanie:

(h1h3)2 + (h2h3)2 = (h1h2)2,

to trójkąt ten jest prostokątny.

9. Punkt P należy do okręgu opisanego na kwadracie ABCD. Wykaż, że wyra-

żenie |PA|2+ |PB|2+ |PC|2+ |PD|2 ma stałą wartość, niezależną od wyboru

punktu P .

10. Czy istnieje taki sześciokąt, którego wszystkie kąty są równe, ale nie wszystkie

boki są równe? Odpowiedź uzasadnij.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. W trójkącie ABC wiadomo, że kąt BAC = 15◦, zaś kąt BDC = 60◦ (gdzie

D leży na boku AB) oraz |AD| = 2|DB|. Wyznaczyć miarę kąta ABC.

2. Wykaż, że jeśli na każdym z boków równoległoboku zbudujemy kwadrat (na

zewnątrz równoległoboku), to punkty przecięcia przekątnych tych kwadratów

są także wierzchołkami pewnego kwadratu.

3. Sprawdź czy liczby
√

3,
√

5,
√

7 mogą być wyrazami ciągu arytmetycznego.

4. Rozpatrz liczbę rozwiązań równania |x|+ |x−1| = a w zależności od wartości

parametru a.
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5. W nierównoramiennym trójkącie ABC odcinek CD jest środkową, a CP

wysokością położoną wewnątrz kąta ACB. Udowodnij, że jeżeli kąty ACD i

PCB są równe, to kąt ACB jest kątem prostym (przyjmij, że |AC| > |CB|).

6. Wyznaczyć wszystkie pary (p, q) liczb pierwszych takich, że pq + 1 i pq − 1

też są liczbami pierwszymi.

7. Rozwiązać układ równań:x+ xy + y = 2 + 3
√

2

x2 + y2 = 6
.

8. Znaleźć wszystkie wielomiany P (x) takie, że:

∀x∈R(xP (x− 1) = (x− 2)P (x)).

9. Wykazać, że żadna liczba sześciocyfrowa postaci ABCABC nie jest kwadra-

tem liczby naturalnej.

10. Wyznacz najmniejszą wartość funkcji w(x):

w(x) = x2007 +
2007
x

, jeśli wiadomo, że x > 0.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Kwadrat podzielono na 81 małych kwadracików i w każdy z nich wpisano

jedną z trzech liczb: - 1, 0, 1. Następnie obliczono sumę w każdym wierszu,

w każdej kolumnie i na dwóch przekątnych. Udowodnić, że co najmniej dwie

sumy są jednakowe.

2. Ojciec dał każdemu z trzech synów po tyle złotych, ile mieli lat. Wydał 24

złote. Następnie nakazał: „Niech najmłodszy syn zatrzyma połowę pieniędzy

dla siebie, a resztę pieniędzy podzieli równo między pozostałych braci.” Gdy

polecenie zostało wykonane, ojciec ponownie wydał polecenie: „Niech teraz

średni syn zatrzyma połowę pieniędzy dla siebie, a resztę podzieli równo

między pozostałych braci.” Gdy również to zostało wykonane ojciec nakazał

aby najstarszy syn zrobił dokładnie to samo. W rezultacie każdy z synów

dostał jednakową kwotę. Ile lat miał każdy z braci?
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3. W trapezie PQRS miara kąta QRS jest dwa razy większa od miary kąta

QPS, zaś długość odcinka QR wynosi a, zaś odcinka RS wynosi b. Wyznacz

długość odcinka PS.

4. Czy liczba
√

7−
√

48 +
√

7 +
√

48 jest niewymierna? Odpowiedź uzasadnij.

5. Dany jest wielokąt foremny A1A2 . . . A16. P jest dowolnym punktem okręgu

opisanego na wielokącie A1A2 . . . A16. Wykaż, że suma |A1P |2 + |A2P |2 +

. . .+ |A16P |2 nie zależy od położenia punktu P na tym okręgu.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnij, że jeżeli a, b, c są długościami boków trójkąta, to:

a

b+ c− a
+

b

c+ a− b
+

c

a+ b− c
 3.

2. Wyznacz wszystkie trójki (p, q, r) kolejnych liczb pierwszych, dla których

suma p2 + q2 + r2 jest liczbą pierwszą.

3. Udowodnij, że jeżeli X jest punktem okręgu opisanego na trójkącie ABC,

K jest jego rzutem na prostą lBC , L jego rzutem na prostą lCA, a M jego

rzutem na prostą lAB , to punkty K,L,M leżą na jednej prostej.

4. Znajdź najmniejszą wartość funkcji f(x) = x3 + 48
x wiedząc, że x ∈ R+.

5. Dana jest następująca tablica liczb naturalnych:

1 2 3 . . . n

2 4 6 . . . 2n

3 6 9 . . . 3n

. . . . . . . . . . . . . . .

n 2n 3n . . . n2


.

Oblicz n wiedząc, że suma wszystkich liczb tej tablicy jest równa 36100.
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1.12 Turniej matematyczny w 2009 r. - BRAK

EL, FG, 5FL

Finał w kategorii szkół średnich

1. Wyznaczyć wartość całkowitą liczby√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
6 +

3

√
6 +

3

√
6 +

3
√

6 + . . .+ 3
√

6,

gdzie w każdym składniku zagnieżdżonych jest 2009 pierwiastków.

2. Udowodnić nierówność:

1
22

+
1
32

+ . . .+
1

20092
< 1.

3. Czy szachownicę rozmiaru 10 × 10 można pokryć klockami o kształcie T

zbudowanymi z czterech kwadratowych pól rozmiaru 1× 1?

4. W trójkącie ostrokątnym ABC mamy ]ACB = 60◦ oraz ]CAB = 45◦. Na

boku AB obrano punkt D taki, że |AD| = 1 oraz |BD| = 2. Wykaż, że

]BCA = 60◦.

5. Łamana zamknięta ma długość I i złożona jest z odcinków długości a1, . . . , an.

Pokazać, że:
a1

I − a1
+

a2
I − a2

+ . . .+
ak

I − ak
< 2.
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1.13 Turniej matematyczny w 2010 r. - BRAK EL

Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wpisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 920 · 2− 919 · 3 + 918 · 5 jest liczbą podzielną przez:

(A) 2

(B) 4

(C) 7

(D) 5

2. Jaką liczbą jest x = 10
3√0,05 − 2 3

√
2500?

(A) Naturalną

(B) Wymierną

(C) Całkowitą

(D) Niewymierną

3. Ułamek
√
2−2

4+3
√
2

po usunięciu niewymierności z mianownika przyjmuje postać:

(A) − 27
(B) 10

√
2−14
−2

(C) −5
√
2

22

(D) −5
√

2 + 7.

4. Długości boków równoległoboku zmniejszono o 30%, a wysokość równoległo-

boku zwiększono o 30%. Jak zmieniło się pole równoległoboku?

(A) Nie zmieniło się

(B) Zmalało o 91%

(C) Zmalało o 9%

(D) Wzrosło o 9%

5. Obwód trójkąta wynosi 28 cm. Średni bok jest o 1 cm dłuższy od najkrótszego

i o 2 cm krótszy od najdłuższego. Które zdanie jest prawdziwe

(A) Najdłuższy bok ma długość wyrażoną liczbą pierwszą.
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(B) Suma najdłuższego i średniego boku równa jest 20 cm.

(C) Obwód trójkąta podobnego do danego w skali 10:1 wynosi 2,8m.

(D) Boki danego trójkąta mają długości 11 cm; 0,09m; 0,8 dm.

6. Liczba (−
√

3) jest miejscem zerowym funkcji:

(A) y = −3
√

3x+ 9

(B) y = x√
3

+ 1

(C) y = −9−
√

27x

(D) y =
√
18+
√
6x√

2

7. Liczby naturalne, które spełniają nierówność 14− 2(x+5)3 ¬ 10− 2(1− x) są:

(A) większe lub równe 1

(B) mniejsze lub równe 1

(C) nie większe niż 1

(D) nie mniejsze niż 1

8. Ile przekątnych ma wielokąt foremny o n bokach, którego suma miar kątów

wewnętrznych jest równa 1080◦?

(A) 20

(B) (n−2)·180
◦

n

(C) n(n−3)
2

(D) 9.

9. W koło o promieniu 8 cm wpisano trójkąt równoboczny, a następnie na kole

opisano kwadrat w ten sposób, że jeden z boków kwadratu jest równoległy

do jednego z boków trójkąta. Pole figury zawartej między brzegami tych

wielokątów jest równe:

(A) (256− 36
√

3)cm2

(B) 16(16− 3
√

3)cm2

(C) 24(42 −
√

27)cm2

(D) (28 − 48
√

3)cm2.

10. Które zdanie jest prawdziwe?

(A) Jedyną osią symetrii odcinka jest jego symetralna.

(B) Dowolny okrąg i dowolny punkt mają tyle samo osi symetrii.
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(C) Każde dwa punkty są symetryczne względem prostej.

(D) Każdy wielokąt foremny ma nieskończenie wiele osi symetrii.

11. Wykresem funkcji liniowej jest prosta przechodząca przez punktQ = (10,−3)

i równoległa do osi OX. Stąd wynika, że:

(A) Funkcja jest rosnąca.

(B) Wykres funkcji przecina oś OY w punkcie (0,−3).

(C) Zbiór wartości funkcji jest jednoelementowy.

(D) Miejscem zerowym funkcji jest 10.

12. Zbiór wszystkich punktów, których współrzędne spełniają równanie 3x−4y−

12 = 0 tworzy prostą, która:

(A) Przechodzi przez I, III i IV ćwiartkę układu współrzędnych.

(B) Ma współczynnik kierunkowy (−4).

(C) Przecina oś OY w punkcie (0,−3).

(D) Jest równoległa do prostej y = − 43x+ 2.

13. Każda izometria przekształca:

(A) Prostą na prostą doń równoległą.

(B) Parę prostych prostopadłych na parę prostych prostopadłych.

(C) Koło na koło o tym samym promieniu.

(D) Każdą figurę i figurę przystającą do niej.

14. Dany jest trapez równoramienny ABCD o podstawach AB = 15 i DC = 6.

Przekątne tego trapezu przecinają się w punkcie O. Stąd wynika, że:

(A) Trójkąt AOB jest obrazem trójkąta DOC w jednokładności o środku O

i skali 52 .

(B) Trójkąty BOC i AOD są podobne.

(C) Trójkąt ACD jest obrazem trójkąta BCD w jednokładności o środku O.

(D) Trójkąty BOC i AOD mają równe pola.

15. Jeśli stożek ma wysokość 5 cm, a kąt rozwarcia tego stożka jest prosty, to:

(A) Pole podstawy stożka jest równe 25πcm2.

(B) Objętość stożka wynosi 125πcm3.



Turniej matematyczny w 2010 r. - BRAK EL 53

(C) Kąt nachylenia tworzącej stożka do postawy jest połową kąta prostego.

(D) Pole powierzchni bocznej stożka stanowi 14 pola koła o promieniu 5
√

2.

Zadania otwarte.

1. W turnieju startuje 100 zawodników. Każdy zawodnik ma rozegrać z każdym

jedną partię. Każda partia kończy się zwycięstwem jednego z zawodników.

Turniej przerwano po rozegraniu 32 rund (czyli każdy zawodnik rozegrał 32

partie). Wykazać, że można znaleźć 4 zawodników, którzy uzyskali taką samą

liczbę punktów.

2. Udowodnić, że dla każdych dodatnich x, y, z zachodzi nierówność:

(x2 + yz)(y2 + xz)(z2 + xy)  8(xyz)2.

3. Wszystkie krawędzie czworościanu są styczne do pewnej kuli. Wykazać, że

sumy długości przeciwległych krawędzi tego czworościanu są równe.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Pewna liczba całkowita przy dzieleniu przez 3 daje resztę 2, a przy dzieleniu

przez 4 daje resztą 1. Jaką resztę daje ta liczba przy dzieleniu przez 12?

2. Ciąg (an) jest określony rekurencyjnie: a1 = 3, a2 = 9, an2 = 4an+1 − 3an,

dla n ∈ N. Wyznacz wzór na ogólny wyraz tego ciągu.

3. W trapezie ABCD (gdzie AB||CD) dwusieczna kąta wewnętrznego ABC

jest prostopadła do ramienia AD trapezu i ma z tym ramieniem punkt wspól-

ny P . Punkt ten dzieli ramię AD w stosunku 2 : 1, licząc od wierzchołka A.

Oblicz stosunek pola trójkąta ABP do pola czworokąta PBCD.

4. Czworościan foremny o krawędzi 1 przecięto płaszczyzną tak, że w przekroju

otrzymano czworokąt. Jaki jest najmniejszy obwód tego czworokąta? Odpo-

wiedź uzasadnij.

5. Każdy wierzchołek jedenastokąta pomalowano jednym z czterech kolorów.

Udowodnij, że można wybrać 5 kolejnych wierzchołków pomalowanych co

najwyżej trzeba kolorami.
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1.14 Turniej matematyczny w 2011 r. - BRAK
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1.15 Turniej matematyczny w 2012 r. - BRAK

FG, FL

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnić, że równania kwadratowe x2 + p1x+ q1 = 0 i x2 + p2x+ q2 = 0

mają wspólne rozwiązania wtedy i tylko wtedy, gdy:

(q2 − q1)2 + (p1 − p2)(p1q2 − p2q1) = 0.

2. Rozwiązać układ równań w liczbach rzeczywistych:
x+ y + xy = 19

y + z + yz = 11

z + x+ zx = 14.

3. Udowodnić, że 12 + 1
3 + . . .+ 1

n nie jest liczbą całkowitą.

4. Oblicz wartość wyrażenia 3
√

20 + 14
√

2 + 3
√

20− 14
√

2.

5. Niech p = 4k + 3 będzie liczbą pierwszą. Udowodnić, że jeśli a2 + b2 jest

podzielna przez p, to obie liczby a i b są podzielne przez p.

6. Udowodnić, że jeśli a > 2 i b > 3, to

a+ b− 5
a+ b− 4

<
a− 2
a− 1

+
b− 3
b− 2

.

7. Wyznacz wszystkie pary (x, y) liczb całkowitych, które spełniają równanie

(x+ y − 3)(x− y − 3)− 5 = 0.

8. Wewnątrz kąta wypukłego ]AOB znajduje się punkt P . Wyznacz na ramio-

nach OA i OB takie punkty R i S, dla których obwód trójkąta PRS jest

najmniejszy.

9. Pokaż, że ortocentrum N , punkt przecięcia środkowych S i środek O okręgu

opisanego na trójkącie ABC leżą na jednej prostej.
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10. Na płaszczyźnie jest 3000 prostych, przy czym żadne dwie nie są równoległe

i żadne trzy nie przecinają się w tym samym punkcie. Proste te dokonują

podziału płaszczyzny na części. Udowodnić, że wśród tych części jest przy-

najmniej 2000 trójkątów.
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1.16 Turniej matematyczny w 2013 r.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Niech x oraz y będą liczbami rzeczywistymi z zakresu 〈0, π/2〉. Udowodnić,

że: sin6 x+ 3 sin2 x cos2 y + cos6 y = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y.

2. Dany jest trójkąt ABC. Niech punkty D,E, F znajdują się na bokach, odpo-

wiednio, BC,CA,AB w takich miejscach, że |DC|+ |CE| = |EA|+ |AF | =

|FB|+ |BD|. Udowodnić, że:

|DE|+ |EF |+ |FD|  1
2

(|AB|+ |BC|+ |CA|).

3. Wyznacz część całkowitą liczby 1√
1

+ 1√
2

+ . . .+ 1
9999 ..

4. Czy suma kwadratów trzech kolejnych liczb całkowitych może być kwadratem

liczby całkowitej? Odpowiedź uzasadnij.

5. Podaj przykład ciągu nieskończonego arytmetycznego, z którego nie można

wybrać trzech wyrazów tworzących ciąg geometryczny.

6. Wyznaczyć cztery ostatnie cyfry liczby 55555.

7. Na turniej przyjechało dwudziestu szachistów z kraju P i piętnastu z kraju

R. Mają do dyspozycji 9 szachownic. Na ile różnych sposobów można dobrać

szachistów dla rozegrania pierwszej partii, jeśli przeciwnicy muszą pochodzić

z różnych krajów?

8. W pola nieskończonej szachownicy wpisano liczby naturalne w ten sposób,

że każda liczba w polu jest średnią arytmetyczną ośmiu liczb z nią sąsiadują-

cych. Wykaż, że liczba 100 pojawiła się na szachownicy nieskończenie wiele

razy albo nie pojawiła się wcale.

9. Wykazać, że jeżeli liczba
√

3 jest pierwiastkiem wielomianu o współczynni-

kach wymiernych, to również liczba −
√

3 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

10. Wykazać, że jeśli liczby dodatnie a, b, c spełniają równość a3+ b3 = c3, to są

one długościami boków trójkąta ostrokątnego.
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Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wpisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 215 + 216 + 217 + 218 jest liczbą podzielną przez:

(A) 6

(B) 8

(C) 5

(D) 10.

2. Liczby
√
5−1
2 oraz

√
5+1
2 to liczby

(A) niewymierne

(B) przeciwne

(C) odwrotne

(D) równe.

3. Wiadomo, że x+ 1
x = 3. Wtedy x4 + 1

x4 jest równe:

(A) 27

(B) 81

(C) 47

(D) 35.

4. Z miejscowości A do B samochód jechał ze średnią prędkością 50 km/h,

a z powrotem ze średnią prędkością 70 km/h. Średnia prędkość na trasie

A→ B → A wynosi:

(A) 55 km/h

(B) 58 13 km/h

(C) 60 km/h

(D) 62 13 km/h.

5. W trójkącie prostokątnym KLM przeciwprostokątna KL ma 24 cm, a kąt

MKL ma 60◦. Stąd wynika, że:

(A) |KM | = 12 cm

(B) Środkowa trójkąta poprowadzona z wierzchołka M ma długość 12 cm.
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(C) Promień okręgu wpisanego w ten trójkąt ma długość 6
√

3− 6.

(D) Pole trójkąta równa się 12 · 12 · 24.

6. Dana jest liczba a =

√
1 + 2013

√
1 + 2012

√
1 + 2011

√
1 + 2010 · 2008. Wów-

czas:

(A) a > 2013

(B) a = 2013

(C) a = 2012

(D) a < 2012.

7. Jaką liczbę należy wstawić w miejsce k, aby rozwiązaniem równania −5(x−

4) + 2k = 3(k + 4)− 3x była liczba mniejsza od − 12?

(A) Większą od 9.

(B) Mniejszą od 9.

(C) Nie mniejszą ani równą 9.

(D) Większą od -9.

8. Ile przekątnych ma wielokąt foremny o n bokach, którego suma kątów we-

wnętrznych jest równa 1260◦?

(A) 9

(B) (n−2)·180
◦

n

(C) n(n−3)
2

(D) 27.

9. Jeżeli a⊗ b = ab+ a+ b i 3⊗ 5 = 2⊗ x, to x równa się:

(A) 4

(B) 6

(C) 7

(D) 7.5.

10. Prawdziwe jest zdanie: „Istnieje trójkąt, w którym:

(A) dwusieczne kątów przecinają się w punkcie należącym do jednego z bo-

ków trójkąta.”

(B) środek okręgu opisanego na tym trójkącie jest środkiem jednego z bo-

ków.”
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(C) środek okręgu wpisanego w trójkąt należy do symetralnej jednego z bo-

ków.”

(D) okrąg opisany i okrąg wpisany w ten trójkąt są okręgami współśrodko-

wymi.”

11. Liczba 5 + 1
4+ 1

3+ 12

jest równa

(A) 15730

(B) 4 1730

(C) 6530

(D) 5 530 .

12. W trójkącie ABC dwusieczne kątów ABC i ACB przecinają się w punkcie

D. Wiadomo, że miara kąta BCD jest równa 140◦. Miara kąta BAC jest

równa:

(A) 120◦

(B) 100◦

(C) nie da się tego stwierdzić,

(D) 40◦.

13. Jeżeli a+ b+ c = 60, a+ b+ d = 70, a+ c+ d = 80, b+ c+ d = 90, to suma

a+ b+ c+ d jest równa:

(A) co najwyżej 90

(B) co najwyżej 110

(C) dokładnie 100

(D) nie można jej obliczyć

14. Przyprostokątne trójkąta prostokątnego ABC mają długości 9 cm i 12 cm.

Najdłuższy bok trójkąta A1B1C1 podobnego do danego ma 5 cm. Stąd wy-

nika, że:

(A) |A1B1| = 3|AB|

(B) |CB| = 3|C1B1|

(C) Obwód trójkąta A1B1C1 jest 9 razy mniejszy niż obwód trójkąta ABC

(D) Pole trójkąta A1B1C1 jest 9 razy mniejsze niż pole trójkąta ABC.
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15. Wewnątrz trójkąta równobocznego o boku długości 8
√

3 wybrano punkt P .

Suma odległości punktu P od wszystkich boków trójkąta jest równa:

(A) to zależy od położenia punktu P ,

(B) 8
√

3

(C) 12

(D) 12
√

3.

Zadania otwarte.

1. Rozwiąż równanie: 1
1+
√
2

+ 1√
2+
√
3

+ . . .+ 1√
n−1+

√
n

= 20.

2. Wykaż, że iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych zwiększony o liczbę

środkową jest sześcianem liczby środkowej.

3. Boki prostokąta mają długości 10 i 24. W każdy trójkąt, na który przekątna

dzieli ten prostokąt, wpisano okrąg. Oblicz odległość środków tych okręgów.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Na każdym polu szachownicy o wymiarach 5×5 siedzi biedronka. W każdym

ruchu biedronki przeskakują ze swojego pola na pole sąsiednie (tzn. pole o

wspólnym boku). Rozstrzygnąć czy jest możliwe, aby po pierwszym skoku

wszystkie pola były nadal zajęte przez biedronki.

2. Wykaż, że dla dowolnych dodatnich a, b, c zachodzi nierówność:

ab(a+ b− 2c) + bc(b+ c− 2a) + ca(c+ a− 2b)  0.

3. Wyznaczyć dwie ostatnie cyfry zapisu dziesiętnego liczby:

25
1

+ 25
2

+ 25
3

+ . . .+ . . . 25
2009

+ 25
2010

.

4. W trapezie ABCD przekątne AC i BD przecinają się w punkcie P pod

kątem prostym. Udowodnij, że:

(|AP |+ |PC|)2 + (|BP |+ |PD|)2 = (|AB|+ |CD|)2.
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5. Wewnątrz trójkąta równobocznego ABC o środku ciężkości w punkcie G,

wybrano punkt O, który nie jest środkiem ciężkości tego trójkąta. Prosta

OG przecina proste AB,AC,BC odpowiednio w punktach D,E, F . Oblicz

wartość wyrażenia |DO||DG| + |EO|
|EG| + |FO|

|FG| .
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1.17 Turniej matematyczny w 2014 r. - BRAK FG

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Udowodnić, że jeśli |ax2 + bx + c| ¬ 1, przy |x| ¬ 1, to |cx2 + bx + a| ¬ 2

przy |x| ¬ 1.

2. Rozwiązać równanie
√
x+ 3− 4

√
x− 1 +

√
x+ 8− 6

√
x− 1 = 1.

3. Rozwiązać równanie ([2x+ 1])2 − x2 + 7x+ 8 = 0.

4. Niech a, b > 0. Udowodnić, że 2
√
a+ 3 3

√
b  5

√
5ab.

5. Czy istnieje wielomian P (x) o współczynnikach całkowitych, który spełnia

warunki: P (7) = 11 i P (11) = 13? Odpowiedź uzasadnij.

6. Wyznaczyć resztę z dzielenia liczby 1010 + 1010
2

+ . . .+ 1010
10 przez 7.

7. Wyznacz wszystkie pary (x, y) liczb całkowitych, które spełniają równanie:

(x+ y − 2)(x− y − 2)− 11 = 0.

8. Wewnątrz kąta wypukłego ]AOB znajduje się punkt P . Wyznacz na ramio-

nach OA i OB takie punkty R i S, dla których obwód trójkąta PRS jest

najmniejszy.

9. Udowodnić, że 12 + 1
3 + . . .+ 1

n nie jest liczbą całkowitą.

10. Na płaszczyźnie jest 3000 prostych, przy czym żadne dwie nie są równoległe

i żadne trzy nie przecinają się w tym samym punkcie. Proste te dokonują

podziału płaszczyzny na części. Udowodnić, że wśród tych części jest przy-

najmniej 2000 trójkątów.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnij, że jeżeli liczby a, b > 0 i n ∈ N, to:(
1 +

b

a

)n
+
(

1 +
a

b

)n
 2n−1.
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2. Niech Sk oznacza sumę pierwszych k wyrazów ciągu arytmetycznego. Udo-

wodnij, że:

S2 +
1
3
S6 +

1
5
S10 + . . .+

1
2n− 1

S4n−2 = S2n.

3. Wyznacz największą wartość funkcji f określonej wzorem:

f(x) = |x| · |x− 1| · |x− 2| · |x− 3| · |x− 4| · |x− 5| · |x− 6| · |x− 7|.

4. Na dwóch kolejnych bokach AB i BC prostokąta ABCD takich, że |AB| = 8

i |BC| = 6 obrano odpowiednio punkty E i F w ten sposób, że półprosta DE

jest dwusieczną kąta ADB, zaś półprosta DF jest dwusieczną kąta BDC.

Oblicz pole czworokąta BEDF.

5. Na każdym polu szachownicy o wymiarach 5×5 siedzi biedronka. W każdym

ruchu biedronki przeskakują ze swojego pola na sąsiednie pole (tzw. pole o

wspólnym boku). Czy jest możliwe, aby po pierwszym skoku wszystkie pola

były nadal zajęte przez biedronki?
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1.18 Turniej matematyczny w 2015 r.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Wykazać, że jeśli m i n są liczbami naturalnymi dodatnimi, to

1
m
√
n

+
1
n
√
m
 m+ n

m+ n− 1
.

2. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n liczba 100n + (−1)n+1 jest

podzielna przez 101.

3. Dowieść, że liczba 22225555 + 55552222 dzieli się przez 7.

4. Czy szachownicę o wymiarach 10× 10 można pokryć tetraminami postaci:

?

5. Niech a, b będą długościami boków równoległoboku, zaś p, q – długościami

jego przekątnych. Wykaż, że a2 + b2  pq.

6. Niech d1, d2, d3, d4 będą odległościami punktu wewnętrznego czworokąta wy-

pukłego od jego wierzchołków. Wykaż, że d1+ d2+ d3+ d4  2
√

2S, gdzie S

to pole czworokąta.

7. Rozwiąż w liczbach rzeczywistych równanie [x+ 1] = x−1
2 .

8. Wykaż, że suma wysokości trójkąta jest co najmniej 9 razy większa od dłu-

gości promienia okręgu wpisanego w ten trójkąt.

9. Udowodnić, że n prostych leżących na płaszczyźnie takich, że każde dwie

przecinają się, ale żadne trzy nie przechodzą przez jeden punkt, dzieli płasz-

czyznę na 12 (n
2 + n+ 2) części.

10. Udowodnij, że wśród dowolnych 7 liczb naturalnych istnieją dwie takie, że

różnica ich kwadratów jest podzielna przez 10.
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Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wspisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 32015 + 32016 + 32017 + 32018 jest liczbą podzielną przez:

(A) 6

(B) 4

(C) 12

(D) 120

2. Liczba b stanowi 30% liczby 15, jest więc równa:

(A) 152

(B) −2

(C) 4.5

(D) 5

3. Liczba dodatnia b jest taka, że b+ 1
b = 4. Wtedy:

(A) b2 + 1
b2 = 16

(B) b2 + 1
b2 = 14

(C) b4 + 1
b4 = 256

(D) b4 + 1
b4 = 16 116

4. Małgosia pokonała trasę wędrówki z Koszalina do Mielna ze średnią prędko-

ścią 6km/h, zaś trasę z Mielna do Koszalina ze średnią prędkością 4km/h.

Średnia prędkość wędrówki Małgosi na trasie Koszalin-Mielno-Koszalin jest:

(A) równa 5km/h

(B) większa od 5km/h

(C) mniejsza od 5km/h

(D) niemożliwa do wyznaczenia, gdyż brakuje czasu pokonania poszczegól-

nych etapów drogi.

5. Pole przekroju sześcianu o krawędzi a = 2 płaszczyzną może być równe:

(A) 4

(B) 4
√

2
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(C) 4
√

3

(D) 6

6. Jeśli x = 3− 2
√

2 i y = 3 + 2
√

2, to wyrażenie xy − x2 + y2 ma wartość

(A) 9 +
√

2

(B) 35

(C) 35− 24
√

2

(D) 35 + 24
√

2

7. Wyrażenie 6 + 2
√

9−
√
−(3− x)2 może przyjąć wartość

(A) 6 + 2
√

6

(B) 12

(C) 12−
√

3

(D) 2

8. Ile wynosi suma miar kątów wewnętrznych n kąta wypukłego o n bokach,

który posiada 35 przekątnych?

(A) 1440◦

(B) 1260◦

(C) 54◦

(D) 1620◦

9. Kostkę przestrzenną pomalowano na czerwono i rozcięto na 125 równych ko-

stek sześciennych. Następnie rozsypano je i losowo wybrano jedną kosteczkę.

Prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana kosteczka na dokładnie jednej

ściance jest koloru czerwonego wynosi:

(A) 44125

(B) 54125

(C) co najmniej 18

(D)
(
3
5

)3
.

10. Kulę ziemską opasujemy nad równikiem linką dłuższą o równika o 1m. Na

jakiej wysokości nad powierzchnią ziemi znajduje się linka.

(A) około 1 cm

(B) około 10cm
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(C) około 16 cm

(D) około 20cm

11. Dana jest liczba a > 1. Porządek liczb a, 1a ,−a,
√
a jest następujący:

(A) −a < 1
a <
√
a < a

(B)
√
a < a < 1

a < −a

(C) 1a < −a < a <
√
a

(D)
√
a > −a > a > 1

a .

12. Suma cyfr liczby 1099 − 99

(A) jest liczbą pierwszą

(B) wynosi 189

(C) jest liczbą mniejszą niż 1000

(D) wynosi 891.

13. Przedłużenia ramion trapezu równoramiennego o podstawach długości 6 i 2

i obwodzie równym 18 z krótszą podstawą tego trapezu wyznaczają trójkąt,

którego obwód jest równy:

(A) 8

(B) 7

(C) 10

(D) 7.5

14. Przyprostokątne trójkąta prostokątnego ABC mają długości 18 cm i 24 cm.

Najdłuższy bok trójkąta A1B1C1 podobnego do trójkąta ABC ma długość

5 cm. Stąd wynika, że:

(A) |A1B1| = 6|AB|,

(B) |CB| = 6|C1B1|,

(C) obwód trójkąta A1B1C1 jest 6 razy mniejszy niż obwód trójkąta ABC,

(D) pole trójkąta A1B1C1 jest 36 razy mniejsze niż pole trójkąta ABC.

15. W trzycyfrowej liczbie nieparzystej i podzielnej przez 5 suma cyfr dziesiątek

i setek jest równa cyfrze jedności, natomiast suma cyfr dziesiątek i jedności

jest cztery razy większa niż cyfra setek. Tą liczbą jest:

(A) 325
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(B) 145

(C) 347

(D) 235

16. Oceń czy zdanie jest prawdziwe:

(A) w każdym równoległoboku jeden z kątów jest ostry,

(B) w każdym trapezie przekątne są równej długości,

(C) średnica okręgu wpisanego w trójkąt równoboczny jest większa od dłu-

gości jego boku,

(D) każdy prostokąt ma dokładnie dwie osie symetrii.

Zadania otwarte

1. Wykazać, że jeżeli a > 0, b > 0, c > 0 to:

(a+ b+ c)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
 9.

2. Na bokach BC i CD równoległoboku ABCD zbudowano trójkąty równo-

boczne BKC i CDL leżące na zewnątrz równoległoboku. Wykaż, że trójkąt

AKL jest równoboczny.

3. Wykaż, że dla żadnej liczby naturalnej n liczba n4+n3+n2+n+1
n3+n nie jest liczbą

naturalną.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Wyznacz wszystkie trójki (p, q, r) kolejnych liczb pierwszych, dla których

suma p2 + q2 + r2 jest liczbą pierwszą.

2. Wykaż, że dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwa jest nierówność:

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
n

√
n.

3. Czy można pokryć szachownicę o wymiarach 13× 13 czterdziestoma dwoma

klockami o wymiarach 1×4 w taki sposób, że tylko środkowe pole szachownicy

pozostanie nie zakryte (przypomnijmy, że klocek zakrywa cztery pełne pola

szachownicy).
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4. Rozwiązać równanie [x] + [2x] + [3x] = 2005.

5. Dane są rozłączne okręgi O1 i O2 o środkach odpowiednio S i T . Punkt E

jest najbardziej oddalonym od okręgu O2 punktem okręgu O1, zaś punkt F

jest najbardziej oddalonym od okręgu O1 punktem okręgu O2. Z punktu E

prowadzimy proste styczne do okręgu O2. Okrąg O3 jest styczny wewnętrznie

do okręgu O1 i tych prostych. Analogicznie z punktu F prowadzimy proste

styczne do okręgu O1. Okrąg O4 jest styczny wewnętrznie do okręgu O2 i

tych prostych. Udowodnij, że okręgi O3 i O4 są przystające.
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1.19 Turniej matematyczny w 2016 r.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Rozwiąż układ równań: 
x+ y + z = 2

x2 + y2 + z2 = 6

x3 + y3 + z3 = 8

.

2. Oblicz wartość sumy 1 + 2 · 3 + 3 · 7 + . . .+ n(2n − 1).

3. Znajdź wszystkie liczby pierwsze p takie, że liczba p + 400 jest kwadratem

liczby całkowitej.

4. Płaszczyznę pokolorowano trzema kolorami. Udowodnij, że istnieje odcinek

o długości 2, którego końce są tego samego koloru.

5. Udowodnij, że dla a > 0 oraz b > 0 zachodzi nierówność:

a3 + b3

2

(
a+ b

2

)3
.

6. Boki AB,BC,CA trójkąta ABC podzielono odpowiednio punktami M,N,P

tak, że |AM ||MB| = |BN |
|NC| = |CP |

|PA| = 1
4 . Znajdź stosunek pola powierzchni trójkąta

ograniczonego prostymi AN,BP i CM do pola trójkąta ABC.

7. W turnieju uczestniczy 16 graczy i każdych dwóch gra ze sobą co najwyżej

raz. Udowodnij, że jeśli nie istnieje trójka graczy, którzy rozegrali ze sobą

wszystkie trzy mecze, to łączna liczna rozegranych meczów nie jest większa

od 64.

8. Do obrad przy okrągłym stole zasiadła parzysta liczba osób. Po przerwie

obiadowej uczestnicy zajęli miejsca przy stole w sposób dowolny. Udowodnij,

że istnieją dwie osoby przedzielone tą samą co przed przerwą liczbą osób.

9. Rozwiąż równanie w zbiorze liczb całkowitych: 6xy = 2x+ 9y + 14.

10. Udowodnij, że liczba 2005 + 200 + 1 jest złożona.
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Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wspisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 42016 + 42017 + 42018 + 42019 jest liczbą podzielną przez:

(A) 6

(B) 5

(C) 17

(D) 57

2. Liczba a stanowi 35% liczby 40, jest więc równa:

(A) 26

(B) 14

(C) 54

(D) 8007

3. Liczba dodatnia a jest taka, że a+ 1
a = 3. Wtedy:

(A) a2 + 1
a2 = 9

(B) a2 + 1
ba = 7

(C) a4 + 1
a4 = 47

(D) a4 + 1
a4 = 9 19

4. Małgosia pokonała trasę wędrówki z Koszalina do Mielna ze średnią prędko-

ścią 60km/h, zaś trasę z Mielna do Koszalina ze średnią prędkością 80km/h.

Średnia prędkość wędrówki Małgosi na trasie Koszalin-Mielno-Koszalin:

(A) jest równa 70km/h

(B) jest większa od 70km/h

(C) jest mniejsza od 70km/h

(D) nie można podać, gdyż brakuje czasu pokonania poszczególnych etapów

drogi.

5. Z jednego wierzchołka sześcianu poprowadzono przekątne dwóch ścian bocz-

nych. Miara kąta między tymi przekątnymi wynosi:

(A) 90◦
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(B) 45◦

(C) 60◦

(D) 120◦

6. Suma cyfr liczby 1092 − 92 wynosi:

(A) 778

(B) 758

(C) 848

(D) 818.

7. W pięciokącie wypukłym ABCDE poprowadzono wszystkie przekątne. Suma

miar kątów ]CAD + ]DBE + ]ECA+ ]ADB + ]BEC wynosi:

(A) 270◦

(B) 540◦

(C) 180◦

(D) 135◦.

8. Na okręgu wybrano 7 punktów i poprowadzono wszystkie cięciwy o końcach

w tych punktach. Punkty są wybrane tak, by żadne trzy cięciwy nie przecięły

się w jednym punkcie. Na ile cześci cięciwy te dzielą koło?

(A) 128

(B) 64

(C) 63

(D) 49

9. Kostkę sześcienną pomalowano na fioletowo i rozcięto na 216 równych ko-

stek sześciennych. Następnie rozsypano je i losowo wybrano jedną kosteczkę.

Prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana kosteczka na dokładnie jednej

ściance jest koloru fioletowego:

(A) jest równe 8
27

(B) wynosi 49

(C) jest co najmniej równe 18

(D) wynosi
(
4
6

)3
.
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10. Średni wiek zawodniczek grupy tanecznej wynosi 11 lat. Najstarsza zawod-

niczka ma 17 lat, a średni wiek pozostałych (bez najstarszej) jest równy 10

lat. Ta grupa taneczna składa się z:

(A) 5 zawodniczek,

(B) 6 zawodniczek,

(C) 7 zawodniczek,

(D) 8 zawodniczek.

11. Liczba 0 < a < 1. Porządek liczb a, 1a ,−a,
√
a jest następujący:

(A) −a < 1
a <
√
a < a.

(B) −a < a <
√
a < 1

a .

(C) 1a < −a < a <
√
a.

(D)
√
a > −a > a > 1

a .

12. Wszystkich liczb siedmiocyfrowych, których suma cyfr wynosi 3 istnieje:

(A) 28

(B) 27

(C) 22

(D) 21.

13. Wartość sumy 12 + 5
6 −

1
3 + 7

10 −
1
5 + 9

14 −
1
7 + 11

8 −
1
9 + 13

22 −
1
11 + 15

26 −
1
13

wynosi:

(A) 3

(B) 2 43310296

(C) 3 12

(D) 4.

14. Pole pierścienia kołowego wyznaczonego przez okręgi o promieniach r = 12, 5

cm oraz R = 13, 5 cm wynosi:

(A) 12πcm2

(B) πcm2

(C) 1cm2

(D) 26πcm2.

15. Tysiąc jedenasta cyfra po przecinku w rozwinięciu dziesiętnym ułamka 2
26



Turniej matematyczny w 2016 r. 75

wynosi:

(A) 4

(B) 2

(C) 6

(D) 8

16. Każdy uczeń pewnej klasy należy do koła matematycznego lub polonistycz-

nego. Do koła matematycznego należy 20 uczniów, do koła polonistycznego

16, a do obu kół 6. W tej klasie jest:

(A) 42 uczniów

(B) 30 uczniów

(C) 36 uczniów

(D) zbyt mała ilość danych nie pozwala okreslić liczbę uczniów klasy.

Zadania otwarte.

1. Wykazać, że jeżeli a > 0, b > 0, c > 0, to:

(a+ b+ c)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
 9.

2. Pięciokąt ABCDE spełnia warunki AB||CE i BC||AD. Uzasadnij, że pola

trójkątów ABE oraz BCD są równe.

3. Udowodnij, że liczba 46 + 4 · 65 + 95 jest złożona.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnij, że prawdziwa jest nierówność:

1 · 3 · 5 · . . . · 99
2 · 4 · 6 · . . . · 100

<
1
10
.

2. Udowodnij, że liczba 1280000401 jest złożona.

3. W konferencji międzynarodowej uczestniczyło 1985 osób. Każda z nich zna

co najmniej 5 języków. W każdej trójce osób znajdują się co najmniej dwie

znające ten sam język. Udowodnij, że co najmniej 200 osób zna ten sam

język.
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4. Znajdź wszystkie liczby naturalne spełniające równanie:([
9 + 7x

8

])2
= x2 − 3x− 16.

5. Pole trójkąta ABC wynosi S. Każdy bok trójkąta podzielono w stosunku

m : n : m. Oblicz pole sześciokąta, którego wierzchołkami są punkty podziału

boków.
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1.20 Turniej matematyczny w 2017 r.

Eliminacje w kategorii szkół średnich

1. Wiedząc, że a, b > 0 udowodnić, że 2
√
a+ 3 3

√
b  5 5

√
ab.

2. Rozwiązać równanie w zbiorze liczb całkowitych x2 + y2 = 2019.

3. Wielomian w(x) = ax3 + bx2 + cx + d przyjmuje wartości całkowite dla

x = −1, 0, 1, 2. Udowodnić, że wielomian ten przyjmuje całkowite wartości

dla wszystkich x całkowitych.

4. Wykaż, że w każdym trójkącie prawdziwa jest nierówność ma ·mb ·mc  p ·S,

gdzie ma,mb,mc - długości odpowiednich środkowych, p - połowa obwodu

zaś S - pole trójkąta.

5. Udowodnić, że dla każdego n ∈ N liczba n2 + 3n+ 5 nie dzieli się przez 121.

6. Udowodnić, że jeżeli a
b−c + b

c−a + c
a−b = 0, to a

(b−c)2 + b
(c−a)2 + c

(a−b)2 = 0.

7. Rozwiąż równanie tg2(x+ y) + ctg2(x+ y) = 1− 2x− x2.

8. Funkcja f : R → R spełnia następujące warunki: f(0) = 0 oraz 2f(x) −

3f
(
1
x

)
= x2, dla x 6= 0. Wykazać, że funkcja f jest parzysta i wyznaczyć

zbiór jej wartości.

9. W rombie ABCD kąt przy wierzchołku A ma miarę 60◦. Okrąg przechodzący

przez środek rombu i styczny do prostej AD w punkcie A przecina bok BC

w punkcie E. Wyznacz stosunek |EC||BE| .

10. Czy można wypełnić prostokąt o wymiarach 8 × 9 klockami o wymiarach

2× 2? Odpowiedź uzasadnij.

Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wpisać należy TAK lub NIE.
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1. Liczba
√

3 · 3
√

3 · 6
√

3 jest:

(A) wymierna

(B) niewymierna

(C) mniejsza od 3

(D) równa 3.

2. Nierówność (x− 2)(x− 3) < 0 jest prawdziwa dla:

(A) 2

(B)
√

3

(C)
√

15

(D) każdej liczby rzeczywistej x.

3. Liczba dodatnia b jest taka, że b+ 1
b = 5. Wtedy:

(A) b2 + 1
b2 = 25

(B) b2 + 1
b2 = 25 15

(C) b4 + 1
b4 = 625

(D) b4 + 1
b4 = 23 116

4. Małgosia pokonała trasę wędrówki z Koszalina do Mielna ze średnią prędko-

ścią 60km/h, zaś trasę z Mielna do Koszalina ze średnią prędkością 40km/h.

Średnia prędkość wędrówki Małgosi na trasie Koszalin-Mielno-Koszalin jest:

(A) równa 50km/h

(B) większa od 50km/h

(C) mniejsza od 50km/h

(D) niemożliwa do wyznaczenia, gdyż brakuje czasu pokonania poszczegól-

nych etapów drogi.

5. Liczby całkowite x i y są dodatnie, a ich suma jest liczbą podzielną przez 3.

Wynika z tego, że:

(A) każda z liczb x, y jest podzielna przez 3

(B) liczba x2 + y2 jest podzielna przez 3

(C) liczba x2 − y2 jest podzielna przez 3

(D) liczba x+ y jest podzielna przez 6.

6. Jeśli x = 5− 2
√

6 i y = 5 + 2
√

6, to wyrażenie xy + x2 + y2 ma wartość:
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(A) 99

(B) 148

(C) 51

(D) mniejszą niż 100.

7. Dwa z boków trójkąta prostokątnego mają długości 3 i 4. Wynika z tego, że

trzeci bok tego trójkąta ma długość:

(A) nie mniejszą od 5,

(B) nie większą od 5,

(C) równą 5,

(D) żadna z wcześniejszych.

8. Suma miar kątów wewnętrznych n kąta wypukłego wynosi 1440◦. Zatem

liczba jego przekątnych wynosi:

(A) 45

(B) 35

(C) 54

(D) 144.

9. Każdy bok i każdą przekątną pięciokąta foremnego pomalowano na czerwono

lub na zielono. Wynika z tego, że:

(A) pewne trzy boki są tego samego koloru,

(B) pewne dwie przekątne są różnych kolorów,

(C) z pewnego wierzchołka wychodzą trzy odcinki tego samego koloru,

(D) istnieje przynajmniej jeden trójkąt zielony i przynajmniej jeden trójkąt

czerwony.

10. Istnieje taki graniastosłup, którego liczba krawędzi jest równa:

(A) 2100

(B) 3100

(C) 5100

(D) 1000001.

11. Liczba α ∈ (0, 1). Porządek liczb α, 1α ,−α,
√
α jest następujący:

(A) −α < 1
α <
√
α < α
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(B)
√
α < α < 1

α < −α

(C) 1α < −α < α <
√
α

(D)
√
α > −α > α > 1

α .

12. Suma cyfr liczby 1099 − 99

(A) jest liczbą pierwszą

(B) jest liczbą mniejszą niż 1000,

(C) wynosi 189

(D) wynosi 891.

13. Czworokąt wypukły ABCD ma dokładnie dwie osie symetrii. Wynika z tego,

że czworokąt ten jest:

(A) prostokątem

(B) równoległobokiem

(C) rombem

(D) kwadratem.

14. Każdy bok kwadratu powiększono o 20%. Wynika z tego, że pole tego kwa-

dratu zwiększyło się o:

(A) 20%

(B) 40%

(C) 24%

(D) 44%.

15. W trzycyfrowej liczbie, nieparzystej i podzielnej przez 5, suma cyfr dzie-

siątego i setek jest równa cyfrze jedności, natomiast suma cyfr dziesiątek i

jedności jest cztery razy większa niż cyfra setek. Tą liczbą jest:

(A) 325

(B) 145

(C) 347

(D) 235.

16. Cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6 można ustawić w takiej kolejności, aby otrzymać liczbę

sześciocyfrową, która jest:

(A) podzielna przez 3
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(B) podzielna przez 5

(C) podzielna przez 9

(D) liczbą pierwszą.

Zadania otwarte

1. Na szachownicy 8×8 ustawiono 8 koników szachowych tak, aby żadne dwa nie

„biły” się wzajemnie. Udowodnić, że liczba koników szachowych stojących

na czarnych polach jest parzysta.

2. W trójkącie ABC kąt przy wierzchołku C jest 2 razy większy od kąta przy

wierzchołku B. Dwusieczna kąta C przecina bok AB w punkcie D. Wykaż,

że |AC|2 = |AD| · |AB|.

3. Wykaż, że gdy n jest liczbą naturalną, to liczba n2 + 3n + 5 nie dzieli się

przez 121.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnić, że prawdziwa jest nierówność: 2100 + 3100 < 4100.

2. Udowodnić, że dla dowolnych a, b > 0 prawdziwa jest nierówność:

a2 + b2

ab
+

ab

a2 + b2
 5

2
.

3. Udowodnić, że liczba 3
√

20 + 14
√

2 + 3
√

20− 14
√

2 jest liczbą całkowita.

4. Pola kwadratowej szachownicy 15 × 15 pomalowano trzema kolorami: czer-

wonym, żółtym i zielonym. Udowodnić, że w przynajmniej dwóch wierszach

liczba pól szachownicy pomalowanych tym samym kolorem jest taka sama.

5. Dwa okręgi o różnych promieniach R i r są styczne zewnętrznie w punkcie S.

W większym okręgu poprowadzono średnicę AB z punktów A,B poprowa-

dzono styczne do mniejszego okręgu odpowiednio w punktach C i D. Wykaż,

że liczba |AC|2 + |BD|2 nie zależy od wyboru średnicy AB.
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1.21 Turniej matematyczny w 2018 r.

Eliminacje w kategorii szkół średnich

1. Wiedząc, że liczby pierwsze p i q są różne pokazać, że liczba p2 + q2 nie jest

podzielna przez liczbę p+ q.

2. Rozwiązać w liczbach całkowitych równanie 3a2 + 7b2 = 2018.

3. Udowodnić, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c prawdziwa jest nierów-

ność:

a3 + b3 + c3 +
1
a

+
1
b

+
1
c
 2(a+ b+ c).

4. Wielomian w(x) = ax3 + bx2 + cx + d przyjmuje wartości całkowite dla

x = −1, 0, 1, 2. Udowodnić, że wielomian ten przyjmuje całkowite wartości

dla wszystkich x całkowitych.

5. Obraz środkowej trójkąta w symetrii względem dwusiecznej wychodzącej z

tego samego wierzchołka nazywamy symedianą. Wykazać, że trzy symediany

trójkąta przecinają się w jednym punkcie (nazywamy punktem Lemoine’a).

6. Udowodnić, że dla liczb naturalnych n > 1 liczby postaci 4 · 22
n

+ 1 są

wszystkie złożone.

7. Rozwiązać nierówność:

(tg2x1+ tg2x2+ . . .+ tg2x1009) + (ctg2x1+ ctg2x2+ . . .+ ctg2x1009) ¬ 2018.

8. Dany jest czworokąt wypukły ABCD taki, że kąt wewnętrzny przy wierz-

chołku B ma miarę 100◦, kąt wewnętrzny przy wierzchołku D ma miarę 130◦.

Znaleźć |BD|, jeśli wiadomo, że |AB| = |BC| = 1.

9. Znaleźć wszystkie funkcje f : R→ R spełniające następujące równanie:

2f(x) + 3f
(

1
x

)
= x.

10. W turnieju szachowym wzięło udział 30 zawodników. Każdy zawodnik roze-

grał jeden mecz z każdym innym zawodnikiem. Nie było remisów. Czy możli-

we jest, aby każdy z uczestników wygrał tę samą liczbę meczów? Odpowiedź

uzasadnij.
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Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wpisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 22015 + 22016 + 22017 + 22018 jest liczbą podzielną przez:

(A) 6

(B) 8

(C) 30

(D) 10

2. Liczby
√
5−1
2 oraz

√
5+1
2 to liczby:

(A) niewymierne

(B) przeciwne

(C) odwrotne

(D) równe.

3. Liczby a i b są takie, że a+ b = 5 i ab = 3. Wtedy:

(A) a2 + b2 < 20,

(B) 1a + 1
b = 5

3

(C) (a+ 1)2 + (b+ 1)2 = 31

(D) a
b + b

a  6.

4. Z miejscowości A do B samochód jechał ze średnią prędkością 50km/h, a z

powrotem ze średnią prędkością 70km/h. Średnia prędkość na trasie A →

B → A wynosi:

(A) 55km/h

(B) 60km/h

(C) 58 13km/h

(D) 62 13km/h.

5. W trójkącie prostokątnym KLM przeciwprostokątna KL ma 24 cm, a kąt

MKL ma miarę 60◦. Stąd wynika, że:

(A) |KM | = 12 cm,

(B) Środkowa trójkąta poprowadzona z wierzchołka M ma długość 12 cm,
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(C) Promień okręgu wpisanego w ten trójkąt ma długość 6
√

3− 6,

(D) Pole trójkąta KLM wynosi 12 · 12 · 24.

6. Dana jest liczba a =

√
1 + 2018

√
1 + 2017

√
1 + 2016

√
1 + 2015 · 2013.

Wówczas

(A) a > 2018

(B) a = 2018

(C) a = 2017

(D) a < 2017.

7. Jaką liczbę należy wstawić w miejsce k, aby rozwiązaniem równania postaci

−5(x− 4) + 2k = 3(k + 4)− 3x była liczba mniejsza od − 12?

(A) Większą od 9.

(B) Mniejszą od 9.

(C) Nie mniejszą ani równą 9.

(D) Większą od −9.

8. Ile przekątnych ma wielokąt foremny o n bokach, którego suma miar kątów

wewnętrznych jest równa 1260◦?

(A) 9

(B) (n−2)·180
◦

n

(C) n(n−3)
2

(D) 27

9. Liczbę tn nazywamy trójkątną, jeżeli tn = n(n+1)
2 , gdzie n jest liczbą całko-

witą dodatnią. Czy dla liczb trójkątnych prawdą jest, że:

(A) t39 + t49 = 2005,

(B) istnieje takie n, że tn+1 − tn = n+ 1,

(C) dla każdego n zachodzi tn + tn+1 = (n+ 1)2,

(D) dla każdego n zachodzi t2n+1 − t2n = (n+ 1)2.

10. Ocen prawdziwość zdania: „Istnieje trójkąt, w którym:

(A) dwusieczne kątów przecinają się na jednym z boków.”,

(B) środek okręgu opisanego jest środkiem pewnego boku.”,
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(C) środek okręgu wpisanego leży na symetralnej pewnego boku.”,

(D) okręgi: opisany i wpisany są współśrodkowe.”.

11. Jeśli współczynnik kierunkowy funkcji liniowej f(x) jest równy −3 i punkt

P = (0, 1) należy do tego wykresu, to:

(A) Funkcja f jest malejąca,

(B) Punkt (−2, 7) należy do wykresu funkcji f ,

(C) Prosta x+ 3y − 12 = 0 jest równoległa do wykresu funkcji f ,

(D) Miejscem zerowym funkcji jest
(
1
3 , 0
)
.

12. W trójkącie ABC dwusieczne kątów ABC i ACB przecinają się w punkcie

D. Wiadomo, że ]BAC = 140◦. Miara kąta BAC jest równa:

(A) 120◦,

(B) 100◦,

(C) nie da się powiedzieć,

(D) 40◦.

13. Jeżeli a+ b+ c = 60, a+ b+ d = 70, a+ c+ d = 80, b+ c+ d = 90, to suma

a+ b+ c+ d jest równa:

(A) co najmniej 90,

(B) co najwyżej 110

(C) dokładnie 100,

(D) nie można jej obliczyć.

14. Przyprostokątne trójkąta prostokątnego ABC mają długości 9 cm i 12 cm.

Najdłuższy bok trójkąta A1B1C1 podobnego do ABC ma długość 5 cm. Stąd

wynika, że:

(A) |A1B1| = 3|AB|

(B) |CB| = 3|C1B1|,

(C) obwód trójkąta A1B1C1 jest 9 razy mniejszy niż obwód trójkąta ABC,

(D) pole trójkąta A1B1C1 jest 9 razy mniejsze niż pole trójkąta ABC.

15. Podstawą ostrosłupa jest kwadrat o boku 8 cm. Jedna z krawędzi bocznych

o długości 6 cm jest prostopadła do płaszczyzny podstawy. Pole powierzchni

bocznej tego ostrosłupa jest równe:
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(A) 1, 28 dm2,

(B) 8(11 +
√

41) cm2

(C) 4(
√

164 + 22) cm2,

(D) 12, 8 dm2.

16. Wewnątrz trójkąta równobocznego o boku długości 8
√

3 wybrano punkt P .

Suma odległości punktu P od wszystkich boków trójkąta jest równa:

(A) to zależy od położenia P ,

(B) 8
√

3,

(C) 12,

(D) 12
√

3.

Zadania otwarte

1. Udowodnić, że liczba 1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 22018 nie dzieli się przez 3.

2. Udowodnić, że dla dowolnych a 6= 0 i b 6= 0 zachodzi nierówność:

a2 − ab+ b2

a2 + ab+ b2
 1

3
.

3. Dany jest trójkąt ostrokątny ABC, w którym ]ACB = 60◦. Punkty D i E

są rzutami prostokątnymi odpowiednio punktów A i B na proste BC i AC.

Punkt M jest środkiem boku AB. Wykazać, że trójkąt DEM jest trójkątem

równobocznym.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Czy szachownicę o wymiarach 10×10 można wypełnić płytkami o wymiarach

1× 4? Odpowiedź uzasadnij.

2. Dany jest trójkąt ABC. Punkty P i Q są rzutami prostokątnymi punktu C

na dwusieczne kątów BAC i ABC. Znając długości boków trójkąta ABC

obliczyć długość odcinka PQ.

3. Wiedząc, że liczby a i b to dowolne całkowite dodatnie liczby względnie pierw-

sze udowodnić, że: NWD(a+ b, a2 + b2) = 1 lub NWD(a+ b, a2 + b2) = 2.
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4. Udowodnić, że dla dowolnych liczb a, b > 0 i takich, że a + b = 1 zachodzi

nierówność: (
a+

1
a

)2
+
(
b+

1
b

)2
 25

2
.

5. W trójkącie prostokątnym dwusieczna kąta prostego o wierzchołku C przeci-

na przeciwprostokątną w punkcie D. Środek okręgu wpisanego w ten trójkąt

dzieli odcinek CD w stosunku
√

3 :
√

2, licząc od punktu C. Wyznaczyć

miary kątów ostrych tego trójkąta.
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1.22 Turniej matematyczny w 2019 r.

Finał w kategorii gimnazjów

Zadania zamknięte.

Przy każdej z możliwych odpowiedzi A-D wspisać należy TAK lub NIE.

1. Wartość wyrażenia 42019 + 42020 + 42021 + 42022 jest liczbą podzielną przez:

(A) 5

(B) 20

(C) 80

(D) 4

2. Liczba a stanowi 35% liczby 24, jest więc równa:

(A) 152

(B) 15, 6

(C) 8, 4

(D) ponad 68

3. Liczba dodatnia a jest taka, że a+ 1
a = 5. Wtedy:

(A) a2 + 1
a2 = 25

(B) a2 + 1
a2 = 10

(C) a4 + 1
a4 = 527

(D) a4 + 1
a4 = 25 125

4. Małgosia pokonała trasę wędrówki z Koszalina do Mielna ze średnią prędko-

ścią 6km/h, zaś trasę z Mielna do Koszalina ze średnią prędkością 4km/h, zaś

ponownie trasę z Koszalina do Mielna ze średnią prędkością 5 km/h. Średnia

prędkość wędrówki Małgosi na trasie Koszalin-Mielno-Koszalin-Mielno:

(A) jest równa 5km/h

(B) jest większa od 5km/h

(C) jest mniejsza od 4km/h

(D) nie można podać, gdyż brakuje czasu pokonania poszczególnych etapów

drogi.
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5. Z jednego wierzchołka sześcianu poprowadzono przekątne dwóch ścian bocz-

nych. Miara kąta między tymi przekątnymi wynosi:

(A) 90◦

(B) 45◦

(C) 60◦

(D) 120◦

6. Trzy ostatnie cyfry liczby 6252019 + 3762020 wynoszą:

(A) 101

(B) 001

(C) 401

(D) 601

7. W prostokącie ABCD przekątne mają długość 8 cm i przecinają się pod

kątem 45◦. Pole tego prostokąta ma miarę:

(A) 32
√

2cm2

(B) 32cm2

(C) 16
√

2cm2

(D) równą polu deltoidu, którego przekątne mają długości 8 cm i 4
√

2 cm.

8. Suma miar kątów wewnętrznych n kąta wypukłego o n bokach wynosi 1620◦.

Liczba przekątnych tego wielokąta wynosi:

(A) 35

(B) 44

(C) 54

(D) 27

9. Kostkę sześcienną pomalowano na czerwono i rozcięto na 512 równych ko-

stek sześciennych. Następnie rozsypano je i losowo wybrano jedną kosteczkę.

Prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana kosteczka na dokładnie jednej

ściance jest koloru czerwonego:

(A) jest równe 58

(B) wynosi 3764
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(C) jest mniejsze od 23

(D) jest większe od 12 .

10. Małgosia narysowała w układzie współrzędnych wykres funkcji liniowej. Funk-

cja ta mogła mieć:

(A) dokładnie jedno miejsce zerowe

(B) nieskończenie wiele miejsc zerowych

(C) dokładnie dwa miejsca zerowe

(D) zero miejsc zerowych.

11. Objętość prostopadłościanu wynosi V . Wówczas iloczyn pól trzech ścian

schodzących się w jednym wierzchołku jest równy:

(A)
√
V

(B) V

(C) V 2

(D) 2V 2

12. Suma cyfr liczby 1092 − 92 wynosi:

(A) 778

(B) 758

(C) 848

(D) 818.

13. Długości boków trójkąta prostokątnego mają długości 8 cm i 15 cm. Długość

trzeciego boku tego trójkąta może być równa:

(A) 8

(B) 7

(C) 17

(D)
√

161.

14. Zdaniem fałszywym jest zdanie:

(A) Liczba 4 dzieli różnicę kwadratów dowolnych liczb parzystych.

(B) Liczba n3 − n jest podzielna przez 6 dla dowolnego n całkowitego.

(C) Liczba 5 jest dzielnikiem liczby n3 − n dla dowolnego n nieparzystego.
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(D) Różnica kwadratów dwóch liczb całkowitych niepodzielnych przez 3 jest

podzielna przez 3.

15. Średni wiek zawodniczek grupy tanecznej wynosi 11 lat. Najstarsza zawod-

niczka ma 17 lat, a średni wiek pozostałych (bez najstarszej) jest równy 10

lat. Ta grupa taneczna składa się z:

(A) 5 zawodniczek

(B) 6 zawodniczek

(C) 7 zawodniczek

(D) 8 zawodniczek.

16. Dane są dwa okręgi o wspólnym środku i różnych promieniach. Jeżeli znamy

długość cięciwy większego okręgu stycznej do mniejszego okręgu, to możemy

obliczyć:

(A) pole pierścienia kołowego utworzonego przez te okręgi

(B) pole koła o promieniu równym promieniowi mniejszego okręgu

(C) promień większego okręgu

(D) na podstawie tej informacji nie można obliczyć żadnej z wielkości z wy-

mienionych w podpunktach A, B, C.

17. Odcinek łączący środki ramion trapezu ma długość 9 i dzieli trapez na dwa

trapezy o obwodach 22 i 30. Długości podstaw tego trapezu wynoszą:

(A) a = 5, b = 13

(B) a = 4, b = 14

(C) a = 9, b = 9

(D) a = 6, b = 12.

18. Liczba odwrotna do liczby niewymiernej jest:

(A) zawsze niewymierna

(B) nie zawsze niewymierna

(C) zawsze całkowita

(D) zawsze rzeczywista.

19. Liczba wierzchołków stanowi 23 liczby krawędzi w graniastosłupie:

(A) czworokątnym
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(B) żadnym

(C) trójkątnym

(D) każdym

20. Figura powstała przez połączenie środków kolejnych boków trapezu równo-

ramiennego może być:

(A) równoległobokiem

(B) prostokątem

(C) rombem

(D) kwadratem.

Zadania otwarte

1. Wykazać, zę jeżeli a, b, c > 0, to (a+ b)(b+ c)(c+ a)  8abc.

2. Na okręgu opisano trapez równoramienny, w którym suma długości podstaw

jest czterokrotnie większa od średnicy okręgu. Wykaż, że kąt ostry tego tra-

pezu ma miarę 30◦.

3. Wykaż, że liczba
√

7− 4
√

3 +
√

7 + 4
√

3 jest całkowita.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej nieparzystej n  3 iloczyn(
1 +

1
2

+
1
3

+ . . .+
1

n− 1

)
· 2 · 3 · . . . · (n− 1)

jest podzielny przez liczbę n.

2. Znaleźć wszystkie pary (m,n) liczb naturalnych spełniających równanie

1! + 2! + 3! + . . .+ n! = m2.

3. Udowodnić, że kwadratu 9×9 nie można pokryć przy pomocy pewnej liczby

klocków 1× 5 i 1× 6.

4. Wykazać, że jeśli a 6= 0 i równanie ax3 + bx2 + cx + d = 0 ma dwa różne

rozwiązania, z których jedno jest odwrotnością drugiego to a2−d2 = ac−bd.
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5. W trójkącie ABC poprowadzono dwusieczną kąta ACB, przecinającą bok

AB w punkcie D. Wykazać, że |CD| <
√
|AC| · |BC|.
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Rozdział 2

Rozwiązania zadań

konkursowych

2.1 Turniej matematyczny w 1998 r.

Zadania eliminacyjne

1. Korzystając ze wzorów skróconego mnożenia, upraszczamy wyrażenia pod

pierwiastkiem. Opuszczając go, pamiętamy jednak o zastosowaniu wartości

bezwzględnej. Otrzymujemy wówczas postać:

|x+ 5|+ |x+ 6| ¬ 4− x.

Opuszczamy wartość bezwzględną i rozpatrujemy trzy przypadki:

(a) Przy założeniu, że x ∈ (−∞ ; −6 ) otrzymujemy:

−x− 5− x− 6 ¬ 4− x

x  −15 i x < −6

x ∈ [−15 ; −6 )

(b) Przy założeniu, że x ∈ [−6 ; 5 ) otrzymujemy:

−x− 5 + x+ 6 ¬ 4− x

x ¬ 3 i x ∈ [−6 ; 5 )

95
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x ∈ [−6 ; 5 )

(c) Przy założeniu, że x ∈ [−5; +∞) otrzymujemy:

x+ 5 + x+ 6 ¬ 4− x

3x ¬ −7

x ¬ − 73 i x  −5)

x ∈ [−5 ; − 73 ]

Podsumowujemy wszystkie trzy warunki, w wyniku czego otrzymujemy prze-

dział: x ∈ [−15 ; − 73 ].

2. Niech |AC| = d1, |DB| = d2. Skoro MN łączy środki AD i DC, to MN ||KL

oraz |MN | = |KL| = 1
2d1.Analogicznie |ML| = |NK| = 1

2d2 orazML ||NK.

Zatem czworokąt MNKL jest równoległobokiem o przekątnych KM oraz

NL. Stąd teza.

3. Korzystając ze wzoru funkcji f(x) = 1
1−x obliczamy wartość funkcji f6(1997).

f(f(f(f(f(f(1997)))))) = f(f(f(f(f(− 1
1996 ))))) = f(f(f(f( 19961997 )))) =

= f(f(f(1997)))) = f(f(− 1
1996 )) = f( 19961997 ) = 1997.

4. Żądany rozkład jest postaci:

x8 + x4 + 1 = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)(x2 +
√

3x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1).

5. Przyjmując oznaczenia, jak na rysunku:

HH
HHH

HHH

a

b

c

Mamy: c = 4, a + b =
√

18. Aby policzyć pole powierzchni trójkąta, pod-

nosimy do kwadratu drugą ze wspomnianych równości i otrzymujemy: a2 +

2ab+ b2 = 18, skąd ab = 18−(a2+b2)
2 , a więc ab = 18−c2

2 . Za c podstawiamy 4

i otrzymujemy ab = 1. Stąd pole wynosi 1/2.
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6. Zachodzą następujące równoważności (dla x, y, z, spełniających warunki za-

dania):

x2 + y2 + z2  13 ⇔

x2 + y2 + z2 − 23 (x+ y + z)  13 −
2
3 (x+ y + z) = 1

3 −
2
3 = − 13 ⇔(

x2 − 23x+ 1
9

)
+
(
y2 − 23y + 1

9

)
+
(
z2 − 23z + 1

9

)
 0⇔(

x− 13
)2

+
(
y − 13

)2
+
(
z − 13

)2  0.

Ponieważ suma kwadratów dowolnych liczb rzeczywistych jest zawsze więk-

sza lub równa zero, równość jest spełniona dla x = y = z = 1/3.

7. Rozwiązanie zadania zaczynamy od założeń: 4  0, x1 < 3, x2 < 3. Oczy-

wiście: 4 = p2 − 4q. Otrzymujemy układ równań: x1 = p−
√
p2−4q
2 < 3

x2 = p+
√
p2−4q
2 < 3

Dalej więc:  p−
√
p2 − 4q < 6

p+
√
p2 + 4q < 6

Teraz rozpatrujemy wszystkie przypadki dla p ∈ N i p < 6:

4  0⇒ p2 − 4q  0

p = 0 : −4q  0, q ¬ 0 - 1 rozwiązanie;

p = 1 : 1− 4q  0, q ¬ 14 - 1 rozwiązanie;

p = 2 : 4− 4q  0, q ¬ 1 - 2 rozwiązania;

p = 3 : 9− 4q  0, q ¬ 94 - 3 rozwiązania;

p = 4 : 16− 4q  0, q ¬ 4 - 5 rozwiązań;

p = 5 : 25− 4q  0, q ¬ 254 - 7 rozwiązań;

8. Przyjmijmy następujące oznaczenia:

&%
'$``````````````````````̀

�
��

r r

r

r

m

n

r

m

n

A

B

C

O
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Pole zadanego trójkąta możemy zapisać jako sumę kilku figur przedstawio-

nych na rysunku. Otrzymamy wówczas:

P = r2 + rn+ rm = r2(m+ n).

Korzystając z tw. Pitagorasa dla zadanego trójkąta, otrzymujemy:

(r +m)2 + (r + n)2 = (m+ n)2,

co po rozpisaniu i redukcji wyrazów podobnych, da nam wyrażenie:

r2 + r(m+ n) = mn.

Jak łatwo zauważyć, lewa strona otrzymanej równości równa jest polu danego

trójkąta. Otrzymujemy zatem P = mn, co należało dowieść.

9. Niech x, y, z stanowią pierwiastki wielomianu W (h) = h3 + αh2 + βh + γ.

Wtedy na mocy wzorów Viete’a:
x+ y + z = −α ⇒ α = −a

xy + yz + xz = β

xyz = −γ

Równanie pierwsze podnosimy do kwadratu:(x+ y + z)2 = a2, a więc: x2 +

y2 + z2 + 2(xy + yz + xz) = a2 Wiemy jednak, że x2 + y2 + z2 = a2, skąd

β = 0. Równanie pierwsze podnosimy do potęgi trzeciej:

L = (x+y+z)3 = x3+y3+z3+6xyz+3(x2y+x2z+y2x+y2z+z2x+z2y),

L = a3 + 6xyz + 3[(x(xy + yz) + y(yx+ yz) + z(zx+ zy)],

L = a3 + 6xyz + 3(−3xyz) = a3 − 3xyz,

P = a3,

P = L ⇒ xyz = 0 ⇒ γ = 0.

Po podstawieniu do W (h) liczb α, β, γ otrzymujemy:

W (h) = h3 − ah2 = h2(h− a) = 0.

Zatem pierwiastkami wielomianu są 0 lub a. Stąd:

(x = a) ∨ (y = a) ∨ (z = a),

czyli rozwiązaniem układu jest trójka (a, a, a).
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Zadania finałowe

1. Wprowadźmy rysunek pomocniczy:

&%
'$PPPPPPPPPPPPPPP

�
�

r

r rb

a

c

W trójkącie prostokątnym zachodzi: a− r + b− r = c. Stąd:

r =
a+ b− c

2
.

Wiemy, że r = S
p , oraz R = abc

4S . W trójkącie prostokątnym S = ab
2 . Wówczas:

r +R =
a+ b− c

2
+

abc

4 · ab2
=
a+ b− c

2
+
c

2
=
a+ b

2
.

Korzystając z nierówności pomiędzy średnimi (arytmetyczną i geometryczną)

otrzymujemy: a+b
2 

√
ab. Stąd mamy: r +R 

√
ab =

√
2S.

2. Niech x będzie dowolną liczbą i x > 0. Z treści zadania wynika, że dla x1

zachodzi:

2x1 = x2 + x3 + . . .+ xn ⇒ x1 =
1
2
x2 +

1
2
x3 + . . .+

1
2
xn.

Podobnie dla x2 zachodzi:

2x2 = x1 + x3 + . . .+ xn ⇒ x2 =
1
2
x1 +

1
2
x3 + . . .+

1
2
xn.

Stąd: 2x2 = 1
2x2+ . . .+ 12xn+x3+x4+ . . .+xn. Po uszeregowaniu wyrazów

podobnych, otrzymujemy:

3
2
x2 =

3
2
x3 + . . .+

3
2
xn ⇒ x2 = x3 + . . .+ xn.

Z warunków zadania mamy, że: x2 = x3 + . . .+ xn

2x2 = x1 + x3 + . . .+ xn
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Odejmując te dwie równości stronami, uzyskujemy x1 = x2. Ponownie wy-

konujemy powyższe działania dla x3, otrzymujemy:

3
2
x3 =

3
2
x1 +

3
2
x4 . . .+

3
2
xn ⇒ x3 = x1 + x4 . . .+ xn.

Otrzymujemy układ: x3 = x1 + x4 + . . .+ xn

2x3 = x1 + x2 + x4 + . . .+ xn

A zatem:  x2 = x3

x2 = x3 + x4 + . . .+ xn
⇒ xn = x3 ⇒ n = 3.

3. Po odcięciu rogów otrzymamy ośmiokąt foremny o boku a. Odcięte rogi są

trójkątami prostokątnymi równoramiennymi z przyprostokątną długości b,

taką, że:

b2 + b2 = a2 ⇒ 2b2 = a2 ⇒ b =
a
√

2
2
.

Bok kwadratu c = 1, a zatem:

c =
a
√

2
2

+ a+
a
√

2
2
⇒ a(

√
2 + 1) = 1 ⇒ a =

√
2− 1.

Szukane pole będzie równe polu kwadratu pomniejszonemu o sumę pól od-

ciętych rogów:

P = c2 − 4 · 1
2

(
a
√

2
2

)2
= 12 − (

√
2− 1)2 = 2(

√
2− 1).

Obwód ośmiokąta będzie natomiast wynosił

O = 8a = 8(
√

2− 1).

4. Jeżeli ai > 0 dla i ∈ {1, 2, . . . , 1998}, to:

1+a1
2 

√
a1 · 1

1+a2
2 

√
a2 · 1

...
1+a1998
2 

√
a1998 · 1
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Mnożąc stronami otrzymujemy:

1 + a1
2
· 1 + a2

2
· . . . · 1 + a1998

2

√
a1 ·
√
a2 · . . . ·

√
a1998.

Wiemy z treści zadania, że a1 · a2 · . . . · a1998 = 1, więc:

1
21998

·
1998∏
i=1

(1 + ai)  1 ⇒
1998∏
i=1

(1 + ai)  21998.

5. Wskazówka: Aby spełnione były warunki zadania, sześcian musi być podzie-

lony tak, że przekątna każdej ze ścian jest krawędzią uzyskanego czworościa-

nu foremnego. Sześcian zostaje w ten sposób podzielony na 5 figur, z czego

cztery to przystające ostrosłupy. Piąta figura to ów czworościan foremny.



102 Turniej matematyczny w 1999 r.

2.2 Turniej matematyczny w 1999 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów i szkół podstawowych

1. Objętość kuli o promieniu R wynosi: V = 4
3πR

3. Objętość kulki o promieniu

r wynosi: V1 = 4
3πr

3. Łączna objętość 1999 kulek uzyskanych po przetopieniu

równa jest objętości kuli, więc: V = 1999V1. Stąd mamy: 43πR
3 = 1999· 43πr

3,

a zatem:

r = 3

√
R3

1999
=

R
3
√

1999
.

Pole powierzchni dużej kuli wynosi P = 4πR2. Suma pól powierzchni małych

kulek wynosi B = 1999 · 4πr2. Stosunek pól wynosi zatem:

P

B
=

4πR2

1999 · 4πr2
=

R2

1999 · R2

( 3
√
1999)2

=
3
√

19992

1999
=

1
3
√

1999
.

2. 1/(1/10 + 1/2) czyli 5/3 minuty.1

3. Przekształcimy sumę 2 + 22 + 23 + . . .+ 2100 do wygodniejszej postaci:

2 + 22 + 23 + . . .+ 2100 = (2 + 22) + (23 + 24) + . . .+ (299 + 2100) =

= 2(1 + 2) + 23(1 + 2) + . . .+ 299(1 + 2) = 3 · (2 + 23 + 25 + . . .+ 299).

Iloczyn dwóch liczb jest podzielny przez 3, jeżeli jeden z czynników jest

podzielny przez 3, a więc suma jest podzielna przez 3.

4. Przyjmujemy następujące oznaczenia: x - wiek Mariana, y - wiek Stefana.

Budujemy następujący układ równań: x+ y = 82

x− y = k2 · 10
,

gdzie k jest parzystą liczbą pierwszą. Ponieważ liczba dwa jest jedyną parzy-

stą liczbą pierwszą możemy do układu równań podstawić k = 2. Otrzymuje-

my prosty układ dwóch równań z dwoma niewiadomymi. Rozwiązaniem jest

para: (x, y) = (61, 21).

1Dziękuję Panu Andrzejowi Krzywickiemu za zwrócenie uwagi na błąd w oryginalnym roz-

wiązaniu.
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5. Przyjmijmy oznaczenia z rysunku:

&%
'$

��
�
��

�
��
�

@
@

@
@@

A B

C

12 - x D x

68
2R h

Łatwo zauważyć, że h > 2R. Pole trójkąta ABC możemy obliczyć ze wzoru

Herona:

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c), p =

a+ b+ c

2
.

Stąd mamy S =
√

455 ≈ 21.3. Pole trójkąta ABC możemy także obliczyć

ze wzoru S = ah
2 , czyli S = 12h

2 = 6h. Porównując ze sobą otrzymane

wyniki, otrzymujemy: 6h ≈ 21.3, a zatem h ≈ 3.55 Gdyby R było równe 2,

to warunek h > 2R nie byłby spełniony. A zatem R musi być mniejsze od 2.

6. Patrz: rozwiązanie zadania 4. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów i szkół podstawowych.

7. Prowadzimy dowolną cięciwę (AB). Znajdujemy do niej prostopadłą (AC) i

przechodzącą przez punkt A. Oznaczamy drugi punkt przecięcia okręgu jako

C. Prowadzimy cięciwę BC. Ponieważ kąt BAC jest kątem prostym, jest on

oparty na średnicy okręgu. Teraz wystarczy tylko przedzielić odcinek BC na

pół. Oznaczamy środek odcinka BC jako O i jest to środek okręgu.

8. Wprowadźmy oznaczenia: x - masa nasion bez zanieczyszczeń, y - masa za-

nieczyszczeń, które trzeba usunąć, aby spełnić warunki zadania. Całkowitą

masę nasion możemy zapisać jako masą nasion powiększoną o masę zanie-

czyszczeń. Otrzymujemy zatem:

42 = 10% · 42 + x⇒ x = 42− 4.2 = 37.8.

Po usunięciu części zanieczyszczeń równanie ma postać:

42− y = 6% · (42− y) + 37.8⇒ y = 1.79.
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9. Wykres ma następującą postać:

-

6

x

y

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4r b
r b

r b
r b

r br br br br b

10. Rozwiązanie zadania rozpoczniemy od założenia, że: x 6= 0. Teraz należy

jedynie odpowiednio przekształcić zadaną równość:(
2x3

2
√

2
−
√

2x2

2

)
: (1− x) :

√
2 = x,

czyli
2x2(x−1)

2
√
2·(−1)·(x−1)√

2
= x.

Po skróceniu ułamków, otrzymujemy:

− x√
2√

2
= 1⇒ −x = 2⇒ x = −2.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Przeprowadzamy dowód nie wprost. Załóżmy, że istnieje n, dla którego an =

1. Skoro an = sin πn(n6−1)
14 , to πn(n6−1)

14 jest argumentem, dla którego funkcja

sinus przyjmuje wartość 1. Stąd dla pewnego k całkowitego:

πn(n6 − 1)
14

=
π

2
+ 2kπ.

Równanie wymnażamy przez: 2π . W wyniku tego otrzymujemy:

n(n6 − 1)
7

= 4k + 1.

Prawa strona jest nieparzysta, zatem lewa strona też jest nieparzysta. Za-

uważmy jednak, że n i (n6 − 1) są różnej parzystości. Dla n - nieparzystego,
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n6 jest nieparzyste, a więc n6 − 1 parzyste, analogicznie dla n parzystego.

Nawet, gdy n(n6 − 1) będzie podzielna przez 7, i tak będzie podzielna przez

2 (7 jest liczbą pierwszą). Lewa strona jest więc parzysta. Sprzeczność.

2. Pierwsze rozwiązanie:Wiadomo, że dla dowolnych liczb x, y ∈ R zachodzi

nierówność: (x− y)2  0, czyli x2 + y2  2xy. Widzimy więc, że (x2 + y2) 

4xy, oraz uwzględniając x, y ∈ R+, otrzymujemy:

xy

x2 + y2
¬ 1

4
. (2.1)

Wpierw wykażemy, że dwusieczne kątów wewnętrznych AC,BE,CF (przy

czym D,E, F - punkty przecięcia dwusiecznych z przeciwległymi bokami,

odp. BC,AC,AB) spełniają nierówność:

|AD|2 + |BE|2 + |CF |2 ¬ p2, (2.2)

a następnie

h2a + h2b + h2c ¬ p2. (2.3)

Wykorzystując fakt, że:

|AD| =
√
bc [(b+ c)2 − a2]

b+ c
,

|BE| =
√
ac [(a+ c)2 − b2]

a+ c
,

|CF | =
√
ab [(a+ b)2 − c2]

a+ b
,

otrzymujemy, że suma kwadratów długości przekątnych, to:

bc

(b+ c)2
· ((b+ c)2−a2) +

ac

(a+ c)2
· ((a+ c)2− b2) +

ab

(a+ b)2
· ((a+ b)2− c2).

Korzystamy z nierówności (1) i szacujemy to wyrażenie z góry przez:
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(b+ c)2 − a2

4
+

(a+ c)2 − b2

4
+

(a+ b)2 − c2

4
=
(
a+ b+ c

2

)2
= p2.

To kończy dowód nierówności (2). Widząc, że w dowolnym trójkącie IJK

wysokość h1, poprowadzona z wierzchołka I jest mniejsza lub równa dwu-

siecznej d1 kąta przy wierzchołku I, otrzymujemy:

h2a + h2b + h2c ¬ |AD|2 + |BE|2 + |CF |2 ¬ p2.

Wówczas, skoro:

S =
aha
2

=
bhb
2

=
chc
2
⇒ ha =

2S
a
, hb =

2S
b
, hc =

2S
c
,

to
4S2

a2
+

4S2

b2
+

4S2

c2
¬
(
S

r

)2
,

czyli:
1
a2

+
1
b2

+
1
c2
¬ 1

4r2
.

Drugie rozwiązanie: Wiadomo, że: a2 − (b− c)2 ¬ a2. Skoro zatem: a2 −

(b− c)2 = 4(p− b)(p− c), to a2  4(p− b)(p− c). Mamy stąd:

1
a2

+
1
b2

+
1
c2
¬ 1

4(p− b)(p− c)
+

1
4(p− c)(p− a)

+
1

4(p− a)(p− b)
=

=
p

4(p− a)(p− b)(p− c)
=

p2

4S2
=

1
4r2

.

3. Założenie: P1 = P2, a1 + b1 + c1 = a2 + b2 + c2. Teza: a1 = a2, b1 = b2,

c1 = c2. korzystamy ze wzoru Herona na pole trójkąta:√
p(p− a1)(p− b1)(p− c1) =

√
p(p− a2)(p− b2)(p− c2) /()2

p(p− a1)(p− b1)(p− c1) = p(p− a2)(p− b2)(p− c2).

Niech lewa i prawa strona będą wielomianami ze względu na p. Wielomia-

ny są równe, stąd mają te same miejsca zerowe. Zatem przy odpowiednio

dobranych oznaczeniach, trójkąty te będą przystające. Teza.
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4. Udowodnimy najpierw słuszność następujących nierówności dla liczb a, b, c,

spełniających warunki zadania:

a+ b+ c  3,

ab+ ac+ bc  3.

Pierwszą z tych nierówności można zapisać w postaci: a+b+c
3  1. Udowod-

nimy ją korzystając z nierówności pomiędzy średnimi:

a+ b+ c

3
 3
√
abc = 1.

Drugą nierówność można zapisać w postaci: ab+ac+bc
3  1. Dowodzi się ją

analogicznie. Przypomnijmy nierówność, którą dowodzimy (przy znanych za-

łożeniach):

(x+ a)(x+ b)(x+ c)  (x+ 1)3.

Rozpiszemy teraz lewą stronę zadanej nierówności. Otrzymujemy:

L = x3 + (a+ b+ c)x2 + (ab+ ac+ bc)x+ abc.

Korzystając z udowodnionych wcześniej nierówności oraz z tego, że abc = 1,

szacujemy:

L  x3 + 3x2 + 3x+ 1 = (x+ 1)3 = P.

5. Wyrażenie x+ 2 możemy zapisać w postaci: x+ 2 =
(√
x+ 1

)2
+ 1. Wtedy

funkcja ma postać:

f(x) = (
√
x+1−1)2+2

√
x+1

√
x+1−1 = (

√
x+1−1)2+2(

√
x+1−1)+2√

x+1−1 =

=
√
x+ 1− 1 + 2√

x+1−1 + 2.

Podstawmy za wyrażenie:
√
x+ 1− 1 zmienną t. Jeżeli t > 0, to

t+
2
t

=

(
√
t−
√

2
t

)2
+ 2
√

2  2
√

2.

Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy t =
√

2. Zatem:

f(x)  2 + 2
√

2.

Najmniejsza wartość funkcji f(x) wynosi zatem 2 + 2
√

2.
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6. Łatwo widzieć, że liczba r0 = 0 nie jest pierwiastkiem równania opisującego

parametr r. Dla r 6= 0 liczba rozwiązań równania:

0 = r · sin(πx)

jest (na dowolnym przedziale) równa liczbie rozwiązań równania:

0 = sin(πx).

Wystarczy więc rozwiązać ostatnie równanie na przedziale [0 ; 14].

7. Rozwiązujemy zadanie przy założeniu, że x, y 6= 0. Oznaczmy:

f(x, y) =
1
x2

+
1
xy

+
1
y2
.

Rozpatrzmy trzy przypadki:

(a) x, y są dodatnie.

Niech (x = y = 1).

Wówczas f(x, y) = 3 > 1.

Niech (x = 1, y = 2).

Wówczas f(x, y) = 7
4 > 1.

Niech (x = 1, y = n) , n ∈ N+.

Wówczas f(x, y) = 1 + 1
n + 1

n2 > 1.

Niech (x = 2, y = 2).

Wówczas f(x, y) = 1.

Niech (x = 2, y = 3).

Wówczas f(x, y) = 19
36 < 1.

Niech (x = n, y = m) , m, n > 2.

Wówczas f(x, y) < 1
4 + 1

4 + 1
4 < 1.
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(b) Dla x, y ujemnych, rozwiązanie będzie analogiczne do powyższego, po-

nieważ wyrażenia x2, y2, xy są wówczas dodatnie.

(c) Niech x, y będą liczbami różnych znaków.

Niech (x = 1, y = −1) ∨ (x = −1, y = 1).

Wówczas f(x, y) = 1.

Niech (x = a, y = b), a > 1, b < −1.

Wówczas: f(x, y) = 1
a2 + 1

ab + 1
b2 ¬

1
4 < 1.

8. Mamy układ równań: x1 + x2 + . . .+ x1999 = 1999

x41 + x42 + . . .+ x41999 = x31 + x32 + . . .+ x31999

Przekształcamy dolne równanie:

x41 − x31 + x42 − x32 + . . .+ x41999 − x31999 = 0,

x31(x1 − 1) + x32(x2 − 1) + . . .+ x31999(x1999 − 1) = 0.

Z nierówności Cauchy’ego - Schwarza otrzymujemy:

0 =
(
x31(x1 − 1) + x32(x2 − 1) + . . .+ x31999(x1999 − 1)

)2 ¬
¬ (x31 + x32 + . . .+ x21999)(x1 − 1 + x2 − 1 + . . .+ x1999 − 1) =

= (x31 + x32 + . . .+ x21999)(1999− 1999) = 0.

Stąd wynika, że dla każdego i ∈ {1, 2, . . . , 1999} zachodzi: xi − 1 = 0. Roz-

wiązaniem jest zatem:

(x1, x2, . . . , x1999) = (1, 1, . . . , 1).

9. a) Twierdzenie sinusów:

Rysujemy trójkąt ABC i opisujemy na nim okrąg o promieniu R. Zaznacza-

my średnicę CJ i cięciwę BJ. Kąt ]CBJ = 90◦, jako kąt oparty na półokręgu.

Mamy:

sin(]BJC) =
a

|CJ |
=

a

|2R|
.
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Rozważmy dwa przypadki:

1) Punkty A, J leżą na okręgu po tej samej stronie odcinka BC.

(]BJC) = (]BAC) - kąty oparte na tym samym łuku BC. Zatem: a
sin(]BAC) =

2R i analogicznie b
sin(]ABC) = 2R i c

sin(]ACB) = 2R.

2) Punkty A,B, J, C są wierzchołkami czworokąta wpisanego w okrąg (leżą

po różnych stronach BC).

sin(]BJC) = sin(180◦ − ]BAC) = sin(]BAC).

Zatem: a
sin(]BAC) = 2R i analogicznie b

sin(]ABC) = 2R i c
sin(]ACB) = 2R.

b) Twierdzenie cosinusów:

Skorzystamy z działań na wektorach oraz następującego faktu: ~v ◦ ~v = |v|2.

-��
�
��

�
��

��*

A
A
A
A
AK

~b

~a ~a−~b

|~a−~b|2 = (~a−~b)2 = |a|2 − 2~a◦~b+ |b|2 = |~a|2 − 2|~a| · |~b| · cos γ + |~b|2.

Z powyższego wyrażenia otrzymujemy: c2 = a2 + b2 − 2ab cos c.

10. Ścianami bryły są cztery trójkąty równoboczne, w których ortocentrum i

środek ciężkości leżą w jednym punkcie, zatem w danej bryle wysokości i

środkowe pokrywają się. Korzystamy z twierdzenia, mówiącego, że środkowe

w czworościanie przecinają się w stosunku 3 : 1 licząc od wierzchołka. Ko-

rzystamy również z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta OAD (środkowe w

trójkącie przecinają się w stosunku 2 : 1).

|AO| = 2
3
hP , |AD| =

√
6 , |OD = H| , hP =

a
√

3
2
.

Stąd: H2 = 2. Szukana odległość |OD| = 1
4H = 0.5.
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Finał w kategorii gimnazjów i szkół podstawowych

1. Zauważmy, że średnica kuli opisanej na sześcianie ma długość równą dłu-

gości przekątnej tego sześcianu. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, że jeżeli

długość krawędzi sześcianu wynosi a, to długość przekątnej ściany bocz-

nej wynosi a
√

2. Przekątna sześcianu jest przeciwprostokątną w trójkącie

prostokątnym, którego przyprostokątne stanowią: krawędź sześcianu i prze-

kątna ściany bocznej. Zatem długość przekątnej sześcianu to a
√

3 = 2
√

3.

Zatem a = 2. Zatem długość promienia okręgu wpisanego w ścianę bocz-

ną sześcianu wynosi 1, a pole koła ograniczonego przez ten okrąg wynosi π.

Zauważmy, że bez względu na położenie punktu P na przeciwległej ścianie,

wysokość uzyskanego stożka równa jest odległości ścian od siebie, a więc do-

kładnie a = 2 (skoro jesteśmy w sześcianie). Zatem objętość stożka wynosi:
1
3 · Pp · h = 13 · π · 2 = 2π

3 .

2. Z warunków zadania wynika, że tylko jeden z kolegów Marcina mówi prawdę.

Wykres obrazuje odpowiedzi chłopców:

-b b r b r r
2 3 4 5 6 7

�
r r r r

@
@@

rrr r
�
��

rKRZYSIEK

MATEUSZ

TOMEK

MICHAŁ

Jedynym punktem, w którym przedziały obrazujące wypowiedzi chłopców

nie nakładają się jest punkt 5. Marcin jest więc laureatem pięciu olimpiad.

3. Niech cięciwa o długości 10 ma końce A,B, zaś cięciwa o długości 16 ma

końce C,D. Niech M,N będą środkami cięciw AB, CD, zaś O – środkiem

okręgu. Zauważmy, że są dwie możliwości położenia dwóch równoległych cię-

ciw długości 10 i 16 w okręgu o promieniu 13:

• Odcinki AB i CD leżą po tej samej stronie punktu O. Wtedy szukana

odległość pomiędzy tymi cięciwami to |MO| − |NO|.

• Odcinki AB i CD leżą po przeciwnych stronach punktu O. Wówczas

szukana odległość pomiędzy tymi cięciwami to |MO|+ |NO|.
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Jak się okazuje, w każdym z przypadków odległości |MO| i |NO| są takie sa-

me. Aby je obliczyć zauważmy, że trójkąty AMO oraz CNO są prostokątne.

Co więcej, |AO| = |CO| = R = 13 oraz |AM | = 1
2 |AB| = 5, |CN | = 1

2 |CD| =

8. Stąd korzystając dwukrotnie z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

|AM |2+|MO|2 = |AO|2 ⇔ 52+|MO|2 = 132, |CN |2+|NO|2 = |CO|2 ⇔ 82+|NO|2 = 132.

Łatwo już stąd wyliczyć, że |MO| = 12, |NO| =
√

105. Zatem, w zależności

od położenia cięciw względem środka okręgu ich odległość może wynosić

12−
√

105 lub 12 +
√

105.

4. Przy założeniach a, b, x > 0 i ab = 1, otrzymujemy b = 1
a . Wymnóżmy lewą

stronę nierówności:

(x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab = x2 + (a+
1
a

)x+ 1.

Do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że dla a > 0 zachodzi:

a+
1
a
 2.

Istotnie, jeżeli tak jest, wówczas otrzymujemy już tezę zadania:

x2 + (a+
1
a

)x+ 1  x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2.

Tymczasem oczywiście:

a+
1
a
− 2 = (a− 1

a
)2  0.

5. Pole trapezu obliczymy ze wzoru: P = (a+b)h
2 . Przyjmijmy oznaczenia, jak

na rysunku:

�
�
�
� HHH

HHH
HH

a

b
x y

cd
h
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Korzystając z twierdzenia Pitagorasa dla trójkątów prostokątnych otrzyma-

my wysokość h. 
h2 = c2 − y2

h2 = d2 − x2

y = b− (a+ x)

.

Zatem x = 8 i dalej h = 15. Podstawiając do wzoru otrzymujemy pole 450.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: (a+ b+ c+d)2 = a2+ b2+ c2+d2+

2ab+ 2ac+ 2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd. Zastosowany do lewej strony nierówności

daje równoważny problem:

(a+ b+ c+ d)2 − 4ab− 4cd  8
√
abcd.

Upraszczając dalej mamy:

(a+ b+ c+ d)2  (2
√
ab+ 2

√
cd)2.

Rozważamy jedynie liczby dodatnie można więc opuścić kwadraty. Wówczas

następująca uwaga kończy dowód:

a+ b+ c+ d  2
√
ab+ 2

√
cd⇔ (

√
a−
√
b)2 + (

√
c−
√
d)2  0.

2. Z definicji dzielenia z resztą (dla wielomianów) niezerowa reszta z dzielenia

wielomianu stopnia n przez wielomian stopnia m, gdzie n  m, jest wielomia-

nem r(x) stopnia co najwyżej m−1 . Niech w(x) będzie wielomianem z treści

zadania. Wówczas reszta z dzielenia tego wielomianu przez (x−1)(x−2) ma

ogólną postać: ax+b. Należy wyznaczyć stałe a, b. Korzystamy z twierdzenia

Bezout. Reszta r(x) z dzielenia wielomianu w(x) przez wyrażenie (x−a) ma

tę własność, że r(a) = w(a). Zatem wiemy, że w(1) = 2, w(2) = 1. Skoro

w(x) = (x− 1)(x− 2) · g(x) + ax+ b, to mamy układ równań: w(1) = a+ b = 2

w(2) = 2a+ b = 1

Stąd a = −1, b = 3. Zatem reszta to −x+ 3.
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3. Skorzystamy z nierówności pomiędzy średnimi:

x1999 +

1999︷ ︸︸ ︷
1
x

+
1
x

+ . . .+
1
x

2000
 2000

√
x1999 ·

(
1
x

)1999
= 1.

Równość zachodzi gdy wszystkie składniki w liczniku sumy po lewej stronie są

sobie równe, w szczególności gdy: x1999 = 1
x ⇔ x = 1. Zatem skoro wyrażenie

x1999+ 1
x jest ograniczone z dołu przez stałą dla każdego x dodatniego, oraz

dla x = 1 owe ograniczenie jest osiągnięte, to minimum jest przyjmowane

właśnie w x = 1, wynosi więc 2000.

4. Patrz: rozwiązanie zadania 2. z eliminacji II Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół średnich.

5. Niech
[
5+6x
8

]
= m. Skoro m = 15x−7

5 ⇒ x = 5m+7
15 . Wiedząc, że dla każdego

x ∈ R, zachodzi 0 ¬ x− [x] < 1, mamy:

m ¬ 5x+ 6
8

< m+ 1⇒ 8m ¬ 5 + 6x < 8m+ 8⇒ 8m− 5
6

¬ x < 8m+ 3
6

.

Uwzględniając wzór na x mamy:

8m− 5
6

¬ 5m+ 7
15

<
8m+ 3

6
⇒ − 1

30
< m ¬ 1

3
10
.

Skoro m jest całkowita, to m = 0 ∨m = 1. Podstawiając te liczby do wzoru

x = 5m+7
15 dostajemy rozwiązania: x = 7

15 ∨ x = 4
5 .
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2.3 Turniej matematyczny w 2000 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów i szkół podstawowych

1. Z warunków zadania wynika, że mur miał przynajmniej 5 metrów. Jeżeli miał

dokładnie 5 metrów, to początek i koniec podróży miał miejsce w tym sa-

mym dniu. W przeciwnym przypadku wiemy, że w ciągu każdej doby ślimak

wykonuje, w zależności od pogody, postęp długości 1 metra lub 5 metrów,

przy czym przynajmniej dwukrotnie wykona postęp 5 metrowy. Zatem mur

nie może mieć mniej niż 10 metrów. Jeżeli n  10 to widzimy, że aby podróż

trwała możliwie najdłużej potrzeba i wystarcza aby w każdy dzień nie bę-

dący początkiem lub końcem podróży panowała deszczowa pogoda. Widać

zatem, że skoro poza dwoma skrajnymi dniami podróży do pokonania jest

n − 10 metrów, to właśnie tyle dni powinno być deszczowych, aby podróż

trwała możliwie najdłużej. Zatem doliczając początek i koniec, dla n  10

najdłuższa możliwa podróż trwa n − 8 dni spośród których n − 10 to dni

deszczowe.

2. Gdyby w rzece nie było prądu, wówczas siła rąk Pawła i Gawła przy po-

czątku spływu pozwalałaby na uzyskanie prędkości 10kmh (płyną pod prąd,

a więc od ich szybkości należy odjąć szybkość prądu). Skoro jednak płyną z

prędkością 5kmh , to po 12 minutach zdołali przepłynąć 1 kilometr. Gdy Paweł

zawraca wiosłuje dwa razy szybciej, a wiec siła jego mięśni generuje pręd-

kość łódki 20kmh (dwa razy więcej niż na początku). Dodatkowo wspomaga

go prąd rzeki, a więc łódka płynie z prędkością 25kmh . Koło ratunkowe w

ciągu 12 minut oddaliło się z prądem na dystans 1 kilometra od punktu star-

towego. Początkowa odległość zawracającego Pawła od koła wynosi zatem

2 kilometry. Paweł płynie szybciej, a więc dogoni koło w czasie t1 godzin.

W tym czasie koło pokona dystans t1 · 5km, Paweł zaś: t1 · 25km. Jako, że

na początku różniły ich 2 kilometry, to mamy równanie: 5t1 + 2 = 25t1, a

więc Paweł dogonił koło w t1 = 6 minut (1/10 godziny). Przepłynął więc z

nurtem rzeki dystans 2.5 kilometra. Pozostało wrócić do Gawła, który to w 6

minut od początku pogoni Pawła za kołem przepłynął jeszcze pół kilometra.
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Początkowo zatem dzielą ich 3 kilometry. Tym razem Paweł płynie pod prąd

(ze zdwojoną siłą), a więc ma prędkość 15kmh . W czasie t2 dogoni Gawła (sta-

nie się tak, bo Paweł płynie szybciej). Gaweł przepłynie wtedy t2 · 5km zaś

Paweł t2 · 15km. Podobnie jak wyżej wynika stąd równanie: 5t2 + 3 = 15t2,

czyli t2 = 18 minut (3/10 godziny). Zatem ostatecznie chłopcy rozdzielili się

na czas t1 + t2, a więc 24 minut.

3. Zauważmy, że:

21000000 = (210)100000 = 1024100000 > (103)100000 = 10300000.

Liczba 10300000 ma 300000 zer, a więc 300001 cyfr. Jest jasne, że liczba

większa od niej będzie miała tych cyfr jeszcze więcej.

4. Załóżmy, że dla pary k,m liczb naturalnych liczba
√
k +
√
m jest całko-

wita. Zatem (
√
k +
√
m)2 = k + m + 2

√
mk też jest całkowita. W szcze-

gólności zatem
√
mk jest liczbą wymierną. Wiemy jednak, że pierwiastek

z liczby naturalnej jest liczbą wymierną wtedy i tylko wtedy gdy liczba ta

jest kwadratem, zatem warunkiem koniecznym prawdziwości naszego zało-

żenia jest, aby mk = n2 dla pewnego n ∈ N. Zauważmy zatem, że iloczyn
√
k · (
√
k +
√
m) =

√
k2 +

√
km =

√
k2 +

√
n2 = k + n jest liczbą natural-

ną. Podobnie po przemnożeniu początkowej wielkości przez
√
m. W obliczu

założenia oznacza to jednak, że zarówno
√
k, jak i

√
m są liczbami wymier-

nymi, czyli liczby k,m są kwadratami. Wtedy jednak
√
k+
√
m jest w sposób

oczywisty naturalna.

5. Niech nasze kolory nazywają się „biały”, „czarny”. Rozważmy pewne dwa

równoległe wiersze A, B zeszytu, złożone z kratek. Jeżeli na tych wierszach

odnajdziemy prostokąt złożony z kratek jednakowej barwy, to zadanie roz-

wiązane. Możliwe jednak, że nie znajdziemy. Oznacza to, że patrząc „kolum-

nami” istnieje co najwyżej jedna kolumna taka, że w wierszach A, B jest kolor

biały. Podobnie istnieje co najwyżej jedna kolumna dla koloru czarnego. Na

pozostałych, kolory wiersza A są dokładnie przeciwne kolorom wiersza B.

Rozważmy trzeci wiersz C, równoległy do A, B. Jeżeli dalej nie potrafimy
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odnaleźć prostokąta na wierszach A, B, C, to podobnie jak wyżej, istnieją co

najwyżej dwie kolumny, na których C ma te same kolory co wiersz A, i dwie

kolumny gdzie C ma takie same kolory jak wiersz B. Zatem poza tymi czte-

rema kolumnami jest tak, że C ma (patrząc kolumnami) kolory przeciwne A

i przeciwne B. Ale to oznacza, że poza tymi czterema kolumnami wiersze A

i B są identyczne (skoro są obydwie przeciwne do C, a są tylko dwa dostęp-

ne kolory). To daje sprzeczność ze stwierdzeniem, że na A, B nie potrafimy

znaleźć prostokąta.

6. Nie ma takiej możliwości. Dla dowodu rozważmy przypadki:

• Nie używamy liczb dwucyfrowych. Wiemy, że 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5

+ 6 + 7 + 8 + 9 = 45. To za mało.

• Używamy liczb dwucyfrowych. Musimy wykorzystać pewne z cyfr 1 do

9 jako cyfry dziesiątek. Z jakich byśmy nie skorzystali, ich suma nie

może przekroczyć 9, w przeciwnym bowiem przypadku cała suma będzie

większa od 100. Suma cyfr dziesiątek może zatem wynosić jedynie 5.

Istotnie, w przeciwnym przypadku suma cyfr jedności wyniesie (45 -

suma cyfr dziesiątek), a taka liczba nie dzieli się przez 10, co w rezultacie

sprawi, że cyfra jedności sumy nie będzie 0 (a 100 ma ewidentnie cyfrę

jedności 0). Zauważmy teraz, że w ten sposób - niezależnie od tego ile

liczb dwucyfrowych użyjemy, suma wyniesie nie więcej niż 45 (suma

cyfr jedności) + 50 (suma cyfr dziesiątek razy 10). To jednak za mało,

by dostać 100.

7. Oznaczmy: |AB| = a, |BC| = b, |CD| = c, |DA| = d, |AC| = e, |BD| = f . Z

warunków zadania wynika, że a+b+e = c+d+e, podobnie a+d+f = b+c+f ,

a zatem a+b = c+d, a+d = b+c. Dodając dwie ostatnie równości stronami

mamy: 2a+ b+ d = 2c+ b+ d, czyli a = c. Dodając prawą stronę pierwszego

równania do lewej strony drugiego (i odwrotnie) mamy a+2b+d = a+c+2d,

czyli b = d. Przeciwległe boki czworokąta mają odpowiednio równe długości.

Zatem ABCD jest równoległobokiem. Co więcej, a + b + e = b + c + f ⇒

a+ b+ e = b+a+f ⇒ e = f . Równoległobok o przekątnych równej długości
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jest już prostokątem. Rzeczywiście, na mocy cechy bok - bok - bok trójkąty

ABC, DCB, CDA, BAD są przystające (ważna kolejność wierzchołków!), a

zatem kąty przy wierzchołkach B, C, D, A są równe. Ich suma to kąt pełny,

zatem każdy z nich jest kątem prostym.

8. Przyjmijmy oznaczenia: czworokąt ma wierzchołki A, B, C, D oraz |AB| =

a, |BC| = b, |CD| = c, |DA| = d, |AC| = e, |BD| = f . Z nierówności trójkąta

stosowanych odpowiednio do trójkątów ABC, ACD, ABD, BCD: e < a +

b, e < c+d, f < a+d, f < b+c. Dodając te nierówności stronami otrzymamy:

2e + 2f < 2a + 2b + 2c + 2d. Istotnie więc suma długości przekątnych jest

mniejsza niż długość obwodu czworokąta.

Niech teraz proste k, l będą równoległe do odcinka AC i przechodzą od-

powiednio przez punkty B, D. Podobnie proste m, n są równoległe do BD

i przechodzą odpowiednio przez punkty A, C. Nazwijmy punkty przecięcia

tych prostych: k, m jako P; k, n jako Q; n, l jako R; m, l jako S.
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(Ten rysunek jest schematyczny. Prosta BD jest równoległa do SP i QR.)

Czworokąt PQRS ma więc tę własność, że na bokach SP, PQ, QR, RS leżą

odpowiednio punkty A, B, C, D. Co więcej: e = |AC| = |PQ| = |SR|, f =

|BD| = |QR| = |SP |. Stosując do trójkątów: ABP, BCQ, CDR, ADS nie-

równości trójkąta otrzymujemy, że obwód czworokąta PQRS jest większy niż

obwód czworokąta ABCD. Ale odwód PQRS wynosi 2e + 2f . Stąd suma



Turniej matematyczny w 2000 r. 119

przekątnych w czworokącie wypukłym jest większa niż połowa obwodu tego

czworokąta.

9. Nierówność ma sens dla x 6= 1.

• Jeżeli x > 1, to:

1
x− 1

> 1⇔ 1 > x− 1⇔ 2 > x.

Zatem w pierwszym przypadku x ∈ (0, 1).

• Jeżeli x < 1, to:

1
x− 1

> 1⇔ 1 < x− 1⇔ 2 < x.

Zatem w drugim przypadku dziedzina i rozwiązanie są rozłączne: roz-

wiązań nie ma.

Ostatecznie nierówność spełniają x ∈ (0, 1).

10. Zauważmy, że a, b > 0. Zauważmy, że ma miejsce ciąg równoważności:

1− 1
a
> 0⇔ 1 >

1
a
⇔ a > 1.

Aby liczba
(
1 + 1

a

) (
1 + 1

b

)
była dodatnia potrzeba i wystarcza aby czynniki

tego iloczynu miały ten sam znak (a więc by obydwa czynniki były albo

dodatnie, albo ujemne). Z tego, co napisaliśmy wyżej dostajemy:

•
(
1 + 1

a

)
> 0,

(
1 + 1

b

)
> 0 jest równoważne stwierdzeniu, że a > 1, b > 1.

Równoważnie:
√
a > 1,

√
b > 1 (korzystamy z tego, że a, b > 0!), a to

jest sprzeczne z równaniem
√
a+
√
b = 2.

•
(
1 + 1

a

)
< 0,

(
1 + 1

b

)
< 0 jest równoważne stwierdzeniu, że a < 1, b < 1.

Równoważnie
√
a < 1,

√
b < 1 (korzystamy z tego, że a, b > 0!), a to

jest sprzeczne z równaniem
√
a+
√
b = 2.

Zatem ostatecznie pokazaliśmy, że gdyby wyrażenie
(
1 + 1

a

) (
1 + 1

b

)
miało

dodatni znak, to nie miałaby miejsca równość
√
a+
√
b = 2. Stąd wnosimy,

że znak tego wyrażenia jest ujemny.
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Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Ciąg arytmetyczny jest (w zależności od znaku różnicy) nierosnący lub nie-

malejący. Gdyby więc
√

2, 2,
√

3 mogły stanowić ciąg arytmetyczny, to za-

chodziłaby równość: 2−
√

3 =
√

3−
√

2. Równoważnie: (2+
√

2)2 = 4
√

3
2
. Po

jednej stronie dostajemy liczbę całkowitą, po drugiej niewymierną. Równość

zatem nie zachodzi.

Można zadać sobie ogólniejsze pytanie: czy trzy liczby z zadania mogą być elementami

jakiegoś większego ciągu arytmetycznego, a więc czy gdybyśmy pomiędzy nie dodali pewne liczby,

to otrzymany ciąg stałby się już arytmetyczny? Odpowiedź brzmi: nie. To także łatwo pokazać.

Wystarczy zauważyć, że również:
√
2 = c + k1 · r,

√
3 = c + k2 · r, 2 = c + k3 · r, gdzie c -

liczba rzeczywista, k1, k2, k3 - całkowite, zaś r - różnica. Łatwo pokazać, że dojdziemy wówczas

do sprzeczności. Szczegóły pozostawiamy zainteresowanemu Czytelnikowi. Odnotujmy tylko, że

jeżeli skończony ciąg liczb rzeczywistych zawiera się w pewnym ustalonym ciągu arytmetycznym,

to z tego wynika, że ów skończony ciąg zawiera się w nieskończenie wielu ciągach arytmetycznych.

Jak się okazuje, nie utrudnia to specjalnie rozwiązania zadania wyżej.

2. Dla każdego k ∈ Z mamy:
(
xk + 1

xk

)2
= x2k + x−2k + 2. Zatem przechodząc

do pełnej sumy:
n∑
k=1

(
xk +

1
xk

)2
=

n∑
k=1

x2k +
n∑
k=1

x−2k + 2n =
2n∑
k=0

x2(k−n) + 2n− 1.

Sumując tak otrzymany ciąg geometryczny otrzymamy:

x−2n ·
(
x2
)2n+1 − 1
x2 − 1

+ 2n− 1.

3. Ze wzoru skróconego mnożenia:

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ . . .+ abn−2 + bn−1), n ∈ N,

otrzymujemy: 1110 − 1 = (11 − 1)(119 + 118). Jeden z nawiasów iloczynu

po prawej stronie jest równy 10, drugi zaś jest sumą 10 liczb, które przy

dzieleniu przez 10 dają resztę 1. Zatem i drugi nawias dzieli się przez 10.

Cały iloczyn zatem dzieli się przez 100.

4. Współczynniki przy kolejnych potęgach x w wyrażeniach postaci (x + 1)n

można odczytać ze wzoru Newtona:

(x+ 1)n =
(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1 +

(
n

2

)
xn−2 + . . .+

(
n

n− 1

)
x+

(
n

n

)
x0.

Stąd suma współczynników będzie równa:(
3
3

)
+
(

4
3

)
+
(

5
3

)
+
(

6
3

)
+
(

7
3

)
+ . . .+

(
13
3

)
+
(

14
3

)
+
(

15
3

)
= 1820.
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5. Przypomnijmy, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nierówność:

a

b
+
b

a
 2.

Dowód: (a − b)2  0 ⇒ a2 + b2  2ab ⇒ a2+b2

ab  2 ⇒ a
b + b

a  2. Widać

zatem, że w przypadku nierówności z zadania musimy dwukrotnie skorzystać

z udowodnionego faktu.

6. Rozwiązanie jest analogiczne z rozwiązaniem zadania 5. z finału II Turnieju

dla szkół podstawowych i gimnazjów.

7. Zapiszmy liczby składowe ciągu w postaci sum iloczynów dwójki i kolejnych

potęg liczby 10:

Sn = 2 · 100 + 2 · 101 + . . .+ 2 · 10n−2 + 2 · 10n−1

Sn−1 = 2 · 100 + 2 · 101 + . . .+ 2 · 10n−2

...

S2 = . . .

2 · 100 + 2 · 101

S1 = 2 · 100.

Każda z sum Si, gdzie i ∈ {1, 2, . . . , n} jest sumą ciągu geometrycznego, w

którym a1 = 2, q = 10, Si = 2(10i+1−1
9 . A więc sumę S można przedstawić w

postaci:

S =
2
9

(10n + 10n−1 + . . .+ 101)− 2
9
.

Zatem S = 2
9

(
10(10n−1)

9 − n
)
.

8. Udowodnijmy najpierw pomocniczy fakt, zwany nierównością Bernoullego:

dla każdego rzeczywistego x > −1 oraz liczby naturalnej n zachodzi nierów-

ność (1 + x)n  1 + nx.

Dowód: Pokażemy NB przy pomocy indukcji matematycznej. Dla n = 1

twierdzenie jest oczywiste. Załóżmy więc, że dla n = k nierówność zachodzi.

Chcemy pokazać, że: (1+x)k+1  (1+(k+1)x). Szacujemy zatem, używając
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założenia: (1+x)k+1 = (1+x)k(1+x)  (1+kx)(1+x) = (1+x+kx+kx2) =

(1 + (k+ 1)x+ kx2)  (1 + (k+ 1)x). To kończy dowód faktu pomocniczego.

Zauważmy teraz, że podstawiając x = 1
2000 , n = 2000 dostajemy natychmiast

tezę zadania.

9. Patrz: rozwiązanie zadania 2. z eliminacji III Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół podstawowych i gimnazjów.

10. Patrz: rozwiązanie zadania 1. z eliminacji III Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół podstawowych i gimnazjów.

Finał w kategorii gimnazjów i szkół podstawowych

1. Gdyby ułamek 14n+421n+3 skracał się dla pewnego n całkowitego, to istniałaby

liczba całkowita m 6= ±1, dzieląca licznik i mianownik tego ułamka. W takim

razie liczba ta musiałaby także dzielić: 3(14n + 4) − 2(21n + 3) = 1. Jeśli

jednak m dzieli lewą stronę równości, to dzieli też prawą, jest więc równa ±1

– wbrew założeniu. Zatem ułamek jest nieskracalny.

2. Rozumowanie jest podobne jak w jednym z zadań eliminacyjnych. Rozwią-

zanie: v1 = 8km/h, v2 = 7km/h.

3. (a) 260

(b) 505

(c) 500050

Zauważmy, że ostatnia liczba w (n−1) wierszu to (n−1)n2 , zaś ostatnia liczba

w n - tym wierszu to n(n+1)
2 . Stąd suma liczb w (n−1) pierwszych wierszach

jest równa:

1 + 2 + . . .+
(n− 1)n

2
=

1
2
· (n− 1)n

2
·
(

(n− 1)n
2

+ 1
)
.

Zaś suma w n - tym wierszu wynosi:

1
2
· (n+ 1)n

2
·
(

(n+ 1)n
2

+ 1
)
− 1

2
· (n− 1)n

2
·
(

(n− 1)n
2

+ 1
)

=
n(n2 + 1)

2
.
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4. Zgodnie z założeniem:(
1 +

1
a

)(
1 +

1
b

)
=
(

1 +
a+ b

a

)(
1 +

a+ b

b

)
=

=
(

2 +
b

a

)(
2 +

a

b

)
= 4 + 2

(
a

b
+
b

a

)
+ 1.

Korzystając z nierówności ab + b
a  2 prawdziwej dla a, b > 0 dostajemy tezę

zadania.

5. Wykonajmy rysunek pomocniczy:

�
�
�
��

@
@

@
@@

�
�
�
��

b
b

b
b

b
b
bb

A B

E F

D C

S

Oznaczmy długości odpowiednich odcinków: |AB| = a, |CD| = b, |ES| =

x, |FS| = y. Oczywiście x+ y = |EF |. Na mocy cechy kąt - kąt - kąt mamy

następujące podobieństwa trójkątów: 4SEA ∼ 4CDA,4SED ∼ 4BAD.

Przekładają się one na równości stosunków:

x

b
=
|AE|
|AD|

,
x

a
=
|ED|
|AD|

.

Po dodaniu tych równości stronami mamy: x
a + x

b = |AD|
|AD| . Zatem x = 1

1
a+

1
b

.

Analogicznie wyznaczamy y. Zatem |EF | = x+ y = 2ab
a+b .

Finał w kategorii szkół średnich

1. Rozpatrzmy iloczyn pierwszego czynnika iloczynu przez pierwszy składnik

drugiego czynnika:(
a−b
c + b−c

a + c−a
b

)
c
a−b = 1 + c

a−b
(
b−c
a + c−a

b

)
=

= 1 + c
a−b ·

b2−bc−ac−a2
ab = 1 + c

a−b ·
(a−b)(c−(a+b))

ab =

= 1 + c
ab (c− (a− b)).

Ponieważ c = −(a + b), to otrzymamy postać tego iloczynu 1 + 2c2

ab . Analo-

gicznie przedstawiamy pozostałe dwa iloczyny i otrzymujemy: 1+ 2b
2

ac , 1+ 2a
2

bc .
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Po zsumowaniu i skorzystaniu ze wzoru skróconego mnożenia (na sześcian

sumy) otrzymamy:

1 +
2a2

bc
+ 1 +

2b2

ca
+ 1 +

2c2

ab
= 3 +

2(a3 + b3 + c3)
abc

= 3 +
6abc
abc

= 9.

2. Zauważmy, że suma kolejnych wierszy wynosi 1, 9, 25. Udowodnimy, że suma

składników n - tego wiersza jest równa kwadratowi liczby nieparzystej, przy

czym wspomniana liczba nieparzysta odpowiada liczbie składników sumowa-

nego wiersza. Łatwo zauważyć, że dowolny wiersz tej tablicy otrzymujemy

z poprzedniego wiersza po dodaniu za ostatnim wyrazem dwóch następnych

wyrazów. Jeżeli Sk będzie sumą elementów k - tego wiersza (Sk = (2k− 1)2)

to suma elementów k + 1 wiersza Sk+1 da się przedstawić jako:

Sk+1 = Sk + 3k− 1 + 3k+ 2 + 1 = (2k− 1)2+ 8k = 4k2+ 4k+ 1 = (2k+ 1)2.

3. Skoro wiemy, że a 6= 0, to wyjściową nierówność możemy zapisać równoważ-

nie w postaci:
1−

(
b
a

)m
1 +

(
b
a

)m >
1−

(
b
a

)n
1 +

(
b
a

)n .
Ale 0 < b

a < 1 oraz m > n. Stąd:(
b
a

)m
<
(
b
a

)n
, 1−

(
b
a

)m
> 1−

(
b
a

)n
, 1 +

(
b
a

)m
< 1 +

(
b
a

)n
.

Dzieląc stronami przedostatnią nierówność przez ostatnią otrzymujemy do-

wodzoną nierówność.

4. Wykonajmy rysunek pomocniczy:

�
�
�
��

@
@

@
@@

�
�
�
��

b
b

b
b
b

b
bb

b
b

b
b
b

b
bb

A B E

D C

0

Poprowadźmy CE||AB i oznaczmy przez wysokość trójkąta CDO przez h1

oraz wysokość trójkąta ABO przez h2. Skoro BE = CD, to pola trójkątów

ACD i BEC są równe. W szczególności pole S całego trapezu równe jest
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polu trójkąta ACE. Skoro 4CDO ∼ 4ACE to otrzymujemy proporcję:
h1

h1+h2
=
√

S1
S . Podobnie z podobieństwa 4ABO ∼ 4ACE otrzymamy:

h2
h1+h2

=
√

S2
S . Po dodaniu stronami otrzymamy:

√
S1√
S

+
√
S2√
S

=
h1

h1 + h2
+

h2
h1 + h2

= 1.

Stąd
√
S =

√
S1 +

√
S2.

5. Rozważamy trzy przypadki:

• x  0, y  0. Układ równań przybiera postać: x+ y = 1

x+ y = 1

Rozwiązania stanowią zbiór: {(x, 1− x) ∈ R2 : 1  x  0}.

• x < 0, y < 0. Układ równań przybiera postać: −(x+ y) = 1

−x− y = 1

Rozwiązania stanowią zbiór: {(x,−1− x) ∈ R2 : 0 > x > −1}.

• Zmienne x, y mają różny znak. Sytuacja jest symetryczna, załóżmy np.

x  0, y < 0. Wówczas:  |x+ y| = 1

x− y = 1

Uzyskujemy tu dodatkowe rozwiązanie: (0,−1).
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2.4 Turniej matematyczny w 2001 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Wprowadźmy rysunek pomocniczy:

&%
'$






Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q

QQ

r

r r

A B

C

1

1

3

3

2

2

Korzystając z faktu, że odległości poszczególnych wierzchołków od punk-

tów styczności z okręgiem są równe widzimy, że długości przyprostokątnych

wynoszą: |AB| = 4, |AC| = 3. Zatem pole całego trójkąta to 6.

2. Suma oczek na pojedynczej kostce wynosi 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21. Zatem

suma oczek na dziesięciu kostkach to 210. Koszałek zapisał wynik 186, suma

oczek na niewidocznych 10 ścianach wynosi zatem 210 - 186 = 24 oczka.

Gdyby na trzech z tych ścian były szóstki, to suma oczek na pozostałych

siedmiu ścianach wynosiłaby 24 - 18 = 6. To jest niemożliwe, bowiem na

każdej ścianie jest przynajmniej jedno oczko. Łatwo natomiast widzieć, że

jest możliwa sytuacja, w której wśród zakrytych dziesięciu ścian są dwie

szóstki. Zatem odpowiedź, której poszukuje Koszałek brzmi: co najwyżej

dwie szóstki są niewidoczne.

3. Ułóżmy tabelę:
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iloczyn liczby lat = 36 suma liczby lat

1 · 1 · 36 38

1 · 2 · 18 21

3 · 3 · 4 10

3 · 2 · 6 11

2 · 2 · 9 13

1 · 3 · 12 16

1 · 4 · 9 14

1 · 6 · 6 13

Tabela ta sugeruje, że skoro drugi znajomy nie potrafił od razu określić ile lat

ma każdy z synów (a wiedział ile okien widzi), to oznacza, że musiał widzieć

ich 13. W przeciwnym razie liczba okien determinowałaby rozwiązanie. Do-

datkowa informacja o ’starszym’ synu pozwala jednak stwierdzić, że nie mógł

być on jednym z bliźniaków sześcioletnich (bo inaczej skąd by było wiadomo

o ’którym starszym’ mowa?). Zatem wiek synów to 2, 2, 9 lat.

4. Załóżmy, wbrew temu co trzeba pokazać, że każda z otrzymanych sum jest

nieparzysta. Suma dwóch liczb całkowitych dodatnich jest nieparzysta wtedy

i tylko wtedy, gdy składniki są różnej parzystości. Zatem skoro każdy uczeń

otrzymał liczbę nieparzystą, to oznacza, że każdy uczeń wylosował liczbę

o parzystości innej niż jego numer w dzienniku. Wśród liczb od 1 do 25,

12 jest parzystych, zaś 13 nieparzystych. Zatem 13 uczniów ma nieparzyste

numery w dzienniku i zgodnie z założeniem uczniowie Ci musieliby wylo-

sować 13 biletów z różnymi parzystymi numerami, pochodzącymi ze zbioru

{1, 2, 3, . . . 25}. To jest niemożliwe, bowiem liczb parzystych w tym zbiorze

jest tylko 12. Zatem nie jest możliwe, by każda z uzyskanych sum była nie-

parzysta, więc przynajmniej jedna jest parzysta.

5. Weźmy dowolny z tych punktów i nazwijmy go A. Z punktu A wychodzi 5

odcinków, a więc przynajmniej 3 są jednego koloru - np. niebieskiego (dla

ustalenia uwagi, wybór koloru nie ma znaczenia). Niech X, Y, Z będą punk-

tami, do których prowadzą te niebieskie odcinki. Wówczas jeżeli XY jest

niebieski, to trójkąt AXY ma wszystkie boki niebieskie. Podobnie w przy-



128 Turniej matematyczny w 2001 r.

padku XZ i YZ, jeżeli przynajmniej jeden z nich jest niebieski, to razem

z punktem A tworzą one trójkąt niebieski. Jeżeli zaś ani XY, ani XZ, ani

YZ nie są niebieskie, to wszystkie są czerwone, a więc XYZ jest czerwonym

trójkątem. Zatem niezależnie od kolorowania, przynajmniej jeden trójkąt ma

boki jednakowego koloru.

6. Takie n nie istnieje. Dla dowodu załóżmy przeciwnie, że mamy takie n. Po-

liczmy sumę cyfr liczby 2n. Wynosi ona 1000·(0+1+2+3+. . .+9) = 1000·45.

Suma ta dzieli się przez 3, a więc także 2n musi dzielić się przez 3. To jest

jednak niemożliwe.

7. n3 − n = n · (n2 − 1) = (n− 1)n(n+ 1) Należy zatem udowodnić, że iloczyn

dowolnych trzech kolejnych liczb całkowitych dzieli się przez 6. Jeden z czyn-

ników tego iloczynu musi być parzysty (wśród trzech kolejnych, jedna jest

parzysta). Podobnie, jeden z czynników musi dzielić się przez 3 (wśród trzech

kolejnych jedna dzieli się przez 3). Zatem iloczyn dzieli się jednocześnie przez

2 i 3, a więc dzieli się przez 6.

8. Obrazek po przesunięciu:

Istotnie, 4 = 22 jest kwadratem.

9. Podnieśmy odpowiednie składniki do kwadratu: a2 + 2 + 1
a2 + b2 + 2 + 1

b2 .

Zauważmy dalej, że (a+ b)2 = 12 = a2+ 2ab+ b2. Stosując to do pierwszego

wzoru mamy do udowodnienia nierówność:

a2 + 2 +
a2 + 2ab+ b2

a2
+ b2 + 2 +

a2 + 2ab+ b2

b2
 25

2
.

Wykonując odpowiednie dzielenia i grupując:

a2 + b2 + 6 + 2
(
a

b
+
b

a

)
+
(
a2

b2
+
b2

a2

)
 25

2
.
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Wiemy, że dla dowolnej liczby dodatniej x mamy nierówność x + 1
x  2,

zatem w dwóch nawiasach wyżej mamy wyrażenia niemniejsze niż 2. Jeżeli

pokażemy, że a2 + b2  12 , to dowód będzie zakończony. a2 + b2 = (a+ b)2 −

2ab = 1 − 2ab. Równoważnie więc wystarczy pokazać, że ab ¬ 1
4 . Wiemy,

że (
√
a −
√
b)2  0, zatem 1 = a + b  2

√
ab. Przekształcając to wyrażenie

dostajemy 12 
√
ab ⇒ 1

4  ab. Dowód jest zatem zakończony: a2 + b2  12 .

Pozostałe składniki sumy są łącznie równe co najmniej 6 + 2 · 2 + 2 = 12.

Zatem cała suma jest równa co najmniej 12 + 0.5. Dodajmy, że równość w

tej nierówności ma miejsce dla a = b = 0.5.

10. Odpowiedz brzmi: nie można. Jako że 133 > 2001, łatwo się o tym przekonać

zwyczajnie sprawdzając wszystkie możliwe kombinacje. Pokażemy tu jednak

bardziej uniwersalne rozwiązanie (choć bardziej skomplikowane, stosuje się

dla szerokiej grupy liczb). Załóżmy, że 2001 = a3 + b3 dla pewnych liczb

całkowitych dodatnich a, b. Zgodnie ze wzorem skróconego mnożenia: a3 +

b2 = (a + b)(a2 − ab + b2). Każdy z czynników musi być dzielnikiem 2001.

Zauważmy ponadto, że drugi czynnik jest większy. Wynika to z następujących

szacowań: (a − b)2  0 ⇒ a2 + b2 − ab  ab > a + b. Rozkładając 2001 na

czynniki mamy: 3·23·29. Jest jasne, że a+b 6= 3, a więc mamy dwa przypadki

a + b = 23, a2 − ab + b2 = 3 · 29, bądź też a + b = 29, a2 − ab + b2 = 3 · 23

(pamiętajmy, że a+ b jest mniejszym z czynników). Pozostaje zauważyć, że

a2−ab+b2 = (a+b)2−3ab. Skoro w każdym z przypadków a2−ab+b2 dzieli

się przez 3, to także (a + b)2 dzieli się przez 3. To jest jednak niemożliwe,

zgodnie z przypadkami jakie wskazaliśmy. Zatem 2001 nie ma rozkładu na

sumę sześcianów. Zauważmy, że podobne rozumowania można przeprowadzać

dla wielu liczb, w szczególności znakomicie nadaje się ono do przypadku

p = a3 + b3, gdzie p jest liczbą pierwszą.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Korzystamy dwukrotnie z twierdzenia cosinusów:

b2 = p2 + n2 − 2pn cos(α)

c2 = p2 +m2 − 2pm cos(180◦ − α)
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Przez kąt α mamy na myśli jeden z dwóch kątów jaki tworzy z podstawą BC

odcinek długości p, ten mianowicie, który leży po stronie odcinka AC. Ko-

rzystamy z faktu, że cos(180◦−α) = − cos(α). Pierwsze z równań mnożymy

stronami przez m, drugie zaś przez n. Wówczas po dodaniu tak otrzyma-

nych równości stronami, czynnik zawierający cosinus, skróci się. Dostaniemy

wtedy: b2m+ c2n = p2(m+ n) + n2m+m2n = a(p2 +mn).

2. Patrz: rozwiązanie zadania 3. z eliminacji IV Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół podstawowych i gimnazjów.

3. Można. Zauważmy, że każdy z mieszkańców domu jest w wieku 31 + xi, i =

{1, 2, . . . 123} lat, przy czym xi > −31. Skoro 123 · 31 = 3183, to x1 +

x2 + x3 + . . . + x123 = 0. Zauważmy, że gdyby nie można było wybrać 100

mieszkańców w wieku co najmniej 3100 lat, znaczyłoby to, że dla dowolnego

100 elementowego podzbioru A zbioru {1, 2, . . . 123}, suma
∑
xi, gdzie i ∈ A

musiałaby być mniejsza od 0. W szczególności x1 + x2 + . . . + x100 < 0 i

x23+x24+ . . .+x123 < 0. Po dodaniu tych nierówności stronami dostajemy:

x1 + x2 + . . . + x22 + 2x23 + . . . + 2x100 + x101 + . . . + x123 < 0. To jednak

stoi w sprzeczności z założeniem x1 + x2 + x3 + . . . + x123 = 0. Zatem taki

wybór jest możliwy.

4. Liczba ta dzieli się przez 11. Należałoby jeszcze sprawdzić, że jest niezerowa,

ale zauważmy, że 0 dzieli się przez 5, a liczba z zadania – nie.

5. To jest możliwe. Najpierw rycerz wycina po 21 głów, tak długo jak jest w

stanie. 2000 = 21 · 95 + 5. Gdy zostanie 5 głów, ucina jedną. Odrasta 349,

więc razem są 353 głowy. Znowu ucina po 21 tak długo jak to tylko możliwe.

353 = 21 · 16 + 17. Skoro pozostało 17 głów, wystarczy wówczas wykonać

jedno cięcie i smok padnie.

UWAGA: Autorowi tego rozwiązania zdarzyło się widzieć kiedyś (w litera-

turze „fachowej”) następującą odpowiedź do tego zadania: niemożliwe jest

zabicie smoka. Dlaczego? Zauważmy, że: tnąc 33 głowy odrasta 48, a więc

bilans: 15 na plus, tnąc 21 nic nie odrasta - bilans: 21 na minus, tnąc 17

odrasta 14: bilans 3 na minus, tnąc 1 odrasta 349: bilans 348 na plus. Autor
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rozwiązania stwierdza teraz: bilans po każdej z możliwości jest wielokrot-

nością 3, a więc skoro 2000 nią nie jest, to niemożliwe jest zabicie smoka...

Bezsens tego rozwiązania polega na nie dostrzeganiu, że jeżeli zostanie nam

(po odrośnięciu) dokładnie tyle głów ile wolno nam ściąć, to po ich ścięciu

smokowi nic nie zdąży odrosnąć, bo zgodnie z treścią zadania „smok zostanie

zabity, gdy wszystkie głowy zostaną ścięte”.

6. Załóżmy, że teza nie jest prawdziwa. Zatem na dowolnej prostej znajdują się

punkty kolorowane na co najwyżej 2 sposoby. Każdy kolor został wykorzy-

stany. Niech więc A, B, C, D będą punktami o różnych kolorach. Zgodnie z

założeniem żadne trzy nie są współliniowe. Rozważmy rodzinę prostych prze-

chodzących przez punkt A, nierównoległych do BC. Każda z nich przecina

się z prostą przechodzącą przez B, C, a zatem aby założenie pozostało w

mocy, każda z tych prostych musi zawierać punkty zawierające kolory A, C

lub D (kolor A oraz jeden z kolorów C, D dla każdej prostej). Stąd wynika, że

na całej płaszczyźnie poza prostą równoległą do BC, przechodzącą przez A

nie ma koloru D. Analogicznie rozumując, można pokazać, że kolor D może

się znajdować jedynie na prostej równoległej do AC, przechodzącej przez B.

Proste te przecinają się w D. Jest to zatem jedyny punkt płaszczyzny, który

ma kolor D. Rozpatrzmy dalej rodzinę prostych przechodzących przez D, nie-

równoległych do AC oraz BC. Każda taka prosta przecina jednocześnie BC i

AC. Zatem skoro punkt D jest jedyny w swoim kolorze, to cała płaszczyzna

poza D i prostymi AC i BC ma kolor C. W takim razie jednak prosta AB

zawiera kolory A, B, C. Uzyskana sprzeczność kończy dowód.

7. Zaznaczmy na szachownicy następujące pola:
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@ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @

@ @ @ @

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @

@ @ @ @

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @

Zauważmy, że mamy 52 pola oznaczone przez @, zaś 48 pól nieoznaczonych.

Zauważmy, że niezależnie od tego jak położymy płytkę na tak przygotowanej

szachownicy, zawsze przykryje ona dokładnie dwa pola nieoznaczone i dwa

pola oznaczone. To jednak oznacza, że nie można pokryć całej szachownicy

takimi płytkami, to by bowiem oznaczało, że pól oznaczonych i nieoznaczo-

nych jest dokładnie tyle samo.

8. Zadanie ma sens jeżeli α 6= β. Inaczej prosta styczna w C jest równoległa

do AB. W przeciwnym przypadku odpowiedzią jest: |α − β|. Dla dowodu

załóżmy, że α > β i oznaczmy przez D punkt przecięcia stycznej do okręgu

w punkcie C z AB. Z twierdzenia o stycznej i siecznej, kąt DCA równy

jest β, zatem znając kąt DAC, wyznaczamy miarę szukanego kąta ACD:

180◦ − (180◦ − α) − β = α − β. Analogicznie wygląda sytuacja w drugim

przypadku.

9. Korzystamy ze wzorów skróconego mnożenia:√
2 +

√
2 +

√
2 +
√

3 ·

√
2−

√
2 +

√
2 +
√

3 =

√
4−

(
2 +

√
2 +
√

3
)

=√
2−

√
2 +
√

3.

Dalej analogicznie wyliczamy:√
2 +

√
2 +
√

3 ·
√

2−
√

2 +
√

3 =
√

2−
√

3.

Ostatecznie zaś otrzymujemy:
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√
4− 3 = 1.

10. Załóżmy, że istnieje moment, w którym każda drużyna rozegrała inną liczbę

meczów. Żadna drużyna nie rozegrała ich więcej niż 11. Jeżeli jakaś drużyna

zagrała 11 razy, to każda z 11 pozostałych zagrała z nią przynajmniej raz.

To jest jednak niemożliwe, bo wśród liczb naturalnych od 1 do 10 jest 10

różnych liczb, nie można więc przypisać ich różnowartościowo 11 zespołom

(a zgodnie z założeniem tak musimy zrobić). Jeżeli zaś żadna drużyna nie

grała 11 razy, argument jest podobny, nie można bowiem przyporządkować

różnowartościowo 11 różnych liczb od 0 do 10 pomiędzy 12 zespołów. Zatem

w każdym momencie pewne dwie drużyny mają taką samą liczbę spotkań na

koncie.

Finał w kategorii gimnazjów

1. 330 − 2 · 615 + 232 = 330 − 216 · 315 + 232 = (315 + 216)2 − 3 · 216 · 315 =

(315 + 216)2 − (28 · 38)2 = (315 + 216 + 28 · 38)(315 + 216 − 28 · 38)

Oczywiście liczby w obydwu nawiasach są różne od 1 i -1; w pierwszym

nawiasie sprawa jest oczywista, w drugim wynika to z szacowania: 315 >

28 · 38 ⇔ 37 > 28.

2. n4+n3+n2+n−1
n3+n = n(n3+n)+(n3+n)−1

n3+n = n+ 1− 1
n3+n Dla każdego n ułamek w

ostatnim wyrażeniu jest mniejszy od 1, a zatem nie ma możliwości by całe

wyrażenie było liczbą całkowitą.

3. Mamy 7 kolumn, 7 wierszy, 2 przekątne, a zatem 16 różnych sum. Tymczasem

każda z nich powstaje przez dodanie siedmiu liczb ze zbioru {−1, 0.1}, a więc

wartości możliwych sum to {−7,−6, . . . , 0, . . . , 6, 7}, a więc 15 liczb. Stąd już

jest jasne (zas. szufladkowa Dirichleta), że przynajmniej dwie sumy są równe.

4. Korzystając z twierdzenia Talesa dla odcinków AE, BD i prostych równole-

głych AB, CD wnosimy, że |AB||DE| = |DM |
|MB| = 1

2 . Z twierdzenia Talesa wynika

zatem, że wysokość trójkąta DEM opuszczona z wierzchołka M na DE ma

1/3 długości boku kwadratu. Zatem pole DEM wynosi 3·22 = 3. Pole trój-

kąta BCO jest oczywiście 1/4 pola całego kwadratu, a więc wynosi 9. Stąd
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skoro pole czworokąta CEMO to różnica pola trójkąta BCD oraz pól DEM

i BCO, to pole czworokąta wynosi: 18−9−3 = 6. Pole trójkąta ACE wynosi
|AD|·|EC|

2 = 9. Pole trójkąta AMO to różnica pola trójkąta ACE i czworokąta

CEMO, a więc wynosi ono 3.

5. Liczba naturalna podzielna przez 6 dzieli się jednocześnie przez 2 i 3. Aby

dzielić się przez 2, ostatnia cyfra musi być parzysta. W naszym przypadku

zatem ostatnia cyfra musi wynosić 0 lub 2. Pozostaje zapewnić sobie podziel-

ność przez 3. To tego potrzeba i wystarcza aby suma cyfr utworzonej liczby

dzieliła się przez 3. Zatem

• Nie utworzymy liczby jednocyfrowej.

• Nie utworzymy liczby dwucyfrowej z końcówką 0. Wśród liczb z koń-

cówką 2, mamy wynik: 12.

• Wśród liczb trzycyfrowych: 120, 210, 102, 222.

• Wśród liczb czterocyfrowych: 1110, 1200, 1020, 2100, 2010, 2220, 1002,

1122, 1212, 2112, 2022, 2202.

Mamy zatem 17 możliwości.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Suma liczb od 1 do n wynosi n(n+1)
2 . W k+1. wierszu tablicy brakuje k

pierwszych liczb naturalnych, zatem w k+1. wierszu suma wyrazów to

(n+k)(n+k+1)
2 − k(k+1)

2 = n2+2nk+1
2 .

Zatem wyliczamy następującą sumę:
n−1∑
k=0

n2+2nk+1
2 = n · n

2

2 + (n−1)n
2 · 2n+ n · 12 = 3n3−2n2+n

2 .

2. Patrz: rozwiązanie zadania 3. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół

średnich.

3. Patrz: rozwiązanie zadania 1. z finału IV Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.
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4. Można rozwiązywać podobnie jak zadanie 5. z finału IV Turnieju w kategorii

dla uczniów gimnazjów, wzbogacając ewentualne rozumowanie rozważaniem

kombinatorycznym (daje ono rozwiązanie dla dowolnej potęgi 10).

5. Przyjmijmy oznaczenia z rysunku:

Q
Q

Q
Q

Q
Q
Q

QQ

C A

B

a

b

�
�
��

D

Przez punkt D oznaczamy tu spodek dwusiecznej. Zauważmy, że skoro dwu-

sieczna jest nachylona do boków AC, BC pod kątem 45 stopni, to odległość

punktu D od tych boków jest identyczna. Jeżeli ją policzymy, to przemno-

żona przez
√

2 da nam długość samej dwusiecznej. Na mocy twierdzenia o

dwusiecznej mamy proporcję: |BC||AC| = |BD|
|AD| . Znając ten stosunek możemy na

podstawie twierdzenia Talesa policzyć stosunek odległości D od AC z długo-

ścią BC. Wynosi on a
a+b . Zatem sama odległość D od AC wynosi ab

a+b Mnożąc

uzyskaną wielkość przez
√

2 uzyskujemy, zgodnie z tezą, długość dwusiecznej.
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2.5 Turniej matematyczny w 2002 r. - BRAK EG,

FG

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Trójkąt O1O2O3 zawiera się w rozważanej figurze. Jest on równoboczny o

boku równym promieniowi każdego z rozważanych okręgów. W szczególności

kąt środkowy okręgu o środku w O1, oparty na łuku O2O3 wynosi 60 stopni.

Zatem część wspólna trzech okręgów zawiera wycinek koła stanowiący 1/6

pola całego koła.

2. Skoro kąt SAB ma 60◦, to kąt SAD ma 30◦. Zauważmy, że trójkąt ADS jest

równoramienny (z założenia: |AS| = |AB| = |AD|). Zatem kąty ADS, ASD

mają równą miarę 75◦. W konsekwencji SDC ma miarę 90◦ − 75◦ = 15◦.

3. Zadanie jest sformułowanie nieco nieprecyzyjnie. Łatwo sobie wyobrazić sy-

tuację, w której mamy sześć punktów odpowiednio połączonych – tak mia-

nowicie, aby jednocześnie pewne trzy były połączone i pewne trzy były nie-

połączone. Tak więc spójnik „albo” z treści zadania jest nadużyciem. Co

więcej, jeżeli pewne trzy punkty są współliniowe, wówczas trudno zdefinio-

wać relację połączenia pomiędzy zewnętrznymi punktami. Odrzućmy jednak

te graniczne przypadki i przyjmijmy, że chcemy mieć 6 punktów trójkami nie-

współliniowych takich, że pewne z nich połączono. Wówczas każdy odcinek

łączący pewne dwa punkty należy do dokładnie 4 trójkątów o wierzchołkach

w tych 6 wybranych. Takich trójkątów jest dokładnie
(6
3

)
= 20. Aby nie

istniał żaden trójkąt ze „wszystkimi połączeniami” lub „bez żadnych połą-

czeń”, w każdym z nich musi być jedno lub dwa połączenia. Potrzeba zatem

do tego co najmniej 5 połączeń (każde obejmuje dokładnie 4 trójkąty). Stąd

łatwo widać, że z jednego z 6 punktów muszą wychodzić przynajmniej 2 po-

łączenia. Weźmy taki punkt i nazwijmy go A. Wychodzą z niego połączenia

do punktów B, C. Te nie mogą być połączone. Pozostały 3 punkty D, E, F i

co najmniej 3 połączenia do wykorzystania. Żaden z D, E, F nie łączy się z A,

gdyby było inaczej, wówczas razem z punktami B, C tworzyłby trójkąt bez
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połączeń. Nie może być tak, że wszystkie trzy połączenia przejdą między D,

E, F. To jednak znaczy, że pewne dwa punkty ze zbioru {D,E, F} nie będą

połączone ze sobą oraz żaden z nich nie będzie połączony z A. Ostatecznie

uzyskamy trójkąt bez połączeń. Stąd musi istnieć trójkąt z połączeniami lub

bez połączeń.

4. Skorzystamy ze wzorów Viete’a. Warto zwrócić uwagę na następującą deli-

katność: obliczamy sumę pierwiastków zespolonych wielomianu. Nie wiemy

bowiem, czy wielomian z zadania ma 5 pierwiastków rzeczywistych, wiemy

natomiast (zasadnicze twierdzenie algebry – trudny fakt udowodniony do-

piero na początku XIX. wieku), że ma 5 pierwiastków zespolonych. Dla wie-

lomianu f(x) = anx
n + an−1x

n−1+ . . .+ a1x+ a0 suma pierwiastków zespo-

lonych wyraża się wzorem −an−1an
(przy założeniu niezerowości mianownika).

W naszym przypadku jest to − 52 .

5. Zauważmy, że skoro z jednej strony na każdym trapezie równoramiennym

można opisać okrąg, z drugiej zaś strony w każdym okręgu istnieje ustalonej

długości odcinek, który widać ze środka pod danym kątem α, to opisany w

zadaniu trapez jest wyznaczony jednoznacznie. W trapezie tym kąt pomiędzy

dowolną z przekątnych a dowolną z podstaw jest kątem wpisanym okręgu

opisanego na trapezie, opartym o jego ramię. Jest to zatem α/2. Rozważmy

rzut prostokątny przekątnej trapezu na nie krótszą z podstaw. Odcinek ten

ma długość cot(α/2) · h. Iloczyn długości tego odcinka i wysokości trapezu

to dokładnie pole trapezu. Zatem wynosi ono h2 cot(α/2).

6. Odejmując drugie równanie od pierwszego, otrzymujemy: 3
x+y−1−

3
x−y+1 = 0.

Zatem x + y − 1 = x − y + 1 6= 0 ⇒ y = 1. Wstawiając to do pierwszego

równania początkowego układu dostajemy: 2x −
1
x = 1⇒ x = 1. Jedyną parą

spełniającą wyjściowy układ równań jest więc (1, 1).

7. Zauważmy, że: 24− 2
√

80 = (
√

20− 2)2, 2
√

20 + 21 = (1 +
√

20)2. Ostatecz-

nie więc początkowe wyrażenie ma postać:
√

(
√

20− 2)2 −
√

(1 +
√

20)2 =

|
√

20 − 2| − |1 +
√

20| = −3. Wynik jest zatem liczbą całkowitą, nie zaś

niewymierną.



138 Turniej matematyczny w 2002 r. - BRAK EG, FG

8. Skorzystamy z nierówności pomiędzy średnimi: arytmetyczną i geometrycz-

ną. Dla każdego elementu dziedziny mamy:

f(x)
2005

=
x3 + x2 +

2002︷ ︸︸ ︷
x+ x+ . . .+ x+ 1

x2007

2005
 2005

√
x3 · x2 · x2002 · 1

x2007
= 1.

Zatem wiemy, że f(x)  2005 dla x > 0. Dla x = 1 mamy równość, zatem

najmniejszą wartością funkcji f jest 2005.

9. Ustalmy pewno pole szachownicy i pomalujmy je na biało. Całą szachowni-

cę kolorujemy przy pomocy barw: białej, czarnej tak, aby każde pole danej

barwy stykało się bokami z czterema polami barwy przeciwnej (przy ustalo-

nym polu startowym jest to pokolorowanie jednoznaczne). Wiemy, że jeden

skoczek atakuje drugiego tylko wtedy, gdy stoją na polach różnych kolorów.

Zatem skoczki stojące na polach tych samych kolorów nie atakują się nawza-

jem (żadne dwa). Zatem skoro wszystkich skoczków jest 2001, a kolory tylko

2, to pól jednego koloru, a więc nieatakujących się wzajemnie skoczków, jest

przynajmniej 1001.

10. BRAK

Finał w kategorii szkół średnich

1. Zauważmy, że ]BCD = 60◦. Z twierdzenia sinusów mamy następujący ciąg

równości:

|AD|
sin(]ABD)

=
|BD|

sin(]ABD)
=

|BD|
sin(]BCD)

=
12

sin(30◦ + ]ABD)
.

Podstawiając znane nam wielkości i korzystając ze wzoru na sinus sumy

otrzymujemy:

12

6
√

3
=
sin(30◦ + ]ABD)

sin(]ABD)
=

1
2

tg(]ABD) +
√

3.

Po skróceniu otrzymujemy: tg(]ABD) =
√
3
3 . Kąt ABD ma miarę większą

od 0 i mniejszą od 150 stopni, zatem jedyną możliwą miarą kąta ABD jest

30◦. Oznacza to, że trójkąt ABD jest prostokątny. Zatem |BA| = 6
√
3

sin(30◦) =

12
√

3, zaś |BD| = 6
√

3 · ctg(30◦) = 18. Skoro ]BDC = ]DCB = 60◦, to

|BD| = |BC| = 18.
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2. Kolorujemy naszą tablicę dwoma kolorami: białym i czarnym, w taki sposób,

że z polem danego koloru sąsiadują (bokami) pola drugiego koloru (tak, jak

pokolorowana jest zwykła szachownica). Załóżmy, że w lewym górnym rogu

mamy kolor czarny. Nietrudno zobaczyć, że wówczas pól zamalowanych na

czarno będzie o 1 więcej niż pól zamalowanych na biało. Istotnie, w pierw-

szym wierszu mamy o 1 więcej pól czarnych, w drugim o 1 więcej pól białych,

w trzecim o 1 więcej pól czarnych itd. Po 74 wierszach mamy zatem tyle sa-

mo pól czarnych i białych. 75. wiersz zaczyna się znowu od koloru czarnego,

a więc w tym wierszu mamy znów więcej pól czarnych. Tak więc jest w całej

tablicy.

Każdy klocek pokrywa pola o różnych kolorach. Klocek mniejszy pokrywa

2 pola różnych kolorów. Klocek większy pokrywa 5 pól: z tego 4 są w jed-

nym kolorze, zaś 1 w drugim. Zauważmy, że jeśli położymy na pustą tablicę

jeden mały klocek, to wśród przykrytych pól będzie dalej bilans: 0 - tyle sa-

mo przykrytych czarnych co białych. Niezależnie od tego ile małych klocków

położymy, bilans ten się nie zmieni. Aby wyczyścić tablicę musimy jednak za-

cząć też stawiać większe klocki (bo małe klocki pokrywają parzystą ilość pól,

a w całej tablicy jest ich nieparzyście wiele). Zauważmy, że jeśli na tablicę

(częściowo przykrytą), na której bilans przykrytych pól wynosi 0, położymy

jeden większy klocek, wówczas bilans zmieni się na +4 dla czarnych, lub +4

dla białych. Położenie kolejnego większego klocka może nas przywrócić do

równowagi, lub oddalić nas od niej o 4. Zauważmy, że aby pokryć tablicę

musimy na końcu całego układania dostać bilans +1 dla czarnych. To roz-

ważanie pokazuje, że nie jest on możliwy, bo po dołożeniu dowolnego klocka

na tablicę bilans będzie zawsze liczbą podzielną przez 4. Zatem ostateczna

odpowiedź do zadania brzmi: nie można.

3. Wiadomo, że 2x+ y  0⇔ −2x ¬ y oraz x− y + 3  0⇔ x+ 3  y. Niech

t = m−3
3 . Wówczas mamy następujące przypadki:

• Gdy y  −2x oraz y ¬ x+ 3 wtedy warunek przybiera postać:

2x+ y + x− y + 3 ¬ m⇔ x ¬ t.
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• Gdy y < −2x oraz y ¬ x+ 3 wtedy warunek przybiera postać:

−2x− y + x− y + 3 ¬ m⇔ y  −x+ 3−m
2

⇔ y  −x− 3t
2

.

• Gdy y < −2x oraz y > x+ 3 wtedy warunek przybiera postać:

−2x− y − x+ y − 3 ¬ m⇔ −t− 2 ¬ x

• y  −2x oraz y > x+ 3 wtedy warunek przybiera postać:

2x+ y − x+ y − 3 ¬ m⇔ y ¬ −x+m+ 3
2

⇔ y ¬ −x+ 3t+ 6
2

.

Zobrazujmy to graficznie dla t = 2 :
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Ogólnie widać, że wierzchołki czworokąta opisanego naszym warunkiem znaj-

dują się w punktach przecięcia prostych, opisanych równaniami:

x = t, x = −t− 2, y =
−x+ 3t+ 6

2
, y =

−x− 3t
2

.
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Są to więc punkty:

A = (t, t+ 3), B = (t,−2t), C = (−t− 2, 2t+ 4), D = (−t− 2,−t+ 1).

Otrzymany czworokąt jest równoległobokiem. Wyznaczmy jego pole. Jest

ono równe sumie pól dwóch trójkątów: ABC oraz ACD. Wiadomo, że jeśli

X = (a1, b1), Y = (a2, b2), Z = (a3, b3) są wierzchołkami trójkąta, to jego

pole opisuje wzór:

PXY Z =
1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 1

a2 b2 1

a3 b3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
2

(−a2b1 + a3b1 + a1b2 − a3b2 − a1b3 + a2b3).

Stąd już Czytelnik wyznaczy pola trójkątów ABC oraz ACD. Ich suma

powinna być równa 24. Stąd za pomocą równania kwadratowego można już

wyznaczyć odpowiednie t, a wracając z podstawieniem, odpowiednie m.

4. Niech A będzie zbiorem prostych równoległych do jednej pary boków równo-

ległych wyjściowego równoległoboku, zaś B zbiorem prostych równoległych

do drugiej pary boków równoległych tego równoległoboku. Zakładamy, że

proste należące do A są parami różne, i nie zawierają boków wyjściowego

równoległoboku. Podobnie w przypadku B. Jakie równoległoboki mogą po-

wstać przy pomocy zbioru A ∪B oraz boków wyjściowego równoległoboku?

Są one pięciu rodzajów:

• Wszystkie cztery boki leżą poza bokami wyjściowego równoległoboku.

Każdy taki równoległobok jest wyznaczony jednoznacznie przez parę

prostych ze zbioru A i parę prostych ze zbioru B. Jest
(
m
2

)
różnych

par ze zbioru A oraz
(
m
2

)
różnych par prostych ze zbioru B. Zatem

równoległoboków pierwszego rodzaju jest
(
m
2

)2
czyli: (m−1)

2m2

4 .

• Dokładnie jeden bok równoległoboku zawarty jest w boku wyjściowego

równoległoboku.

Bierzemy parę prostych ze zbioru A i prostą ze zbioru B. W ten spo-

sób odcinamy dwa równoległoboki tego rodzaju. Podobnie biorąc parę



142 Turniej matematyczny w 2002 r. - BRAK EG, FG

ze zbioru B oraz jedną prostą ze zbioru A. Równoległoboków takiego

rodzaju jest zatem 2 · 2 ·
(
m
2

)
·m = 2m2(m− 1).

• Dokładnie dwa boki równoległoboku zawarte są w boku wyjściowego

równoległoboku.

Są dwa rodzaje takich. Albo boki równoległoboku zawarte w boku wyj-

ściowego są równoległe, albo nie.

W pierwszym przypadku łatwo je zliczyć. Biorę parę ze prostych ze

zbioru A i ona odcina taki równoległobok. Podobnie dostaję odcinając

równoległoboki parami prostych ze zbioru B. Takich jest wiec 2 ·
(
m
2

)
=

m(m− 1)

W drugim przypadku biorę pary: jedna prosta ze zbioru A i jedna prosta

ze zbioru B. Par takich jest m2. Każda taka para odcina po 4 równole-

głoboki. Łącznie dostajemy ich 4m2.

Tego rodzaju równoległoboków jest więc m(m− 1) + 4m2.

• Dokładnie trzy boki równoległoboku są zawarte w boku wyjściowego.

Tu nie ma żadnych problemów. Każda prosta ze zbioru A ∪ B odcina

dokładnie po 2 takie równoległoboki. Jest ich więc łącznie 2 · 2m.

• Istnieje też oczywiście równoległobok wyjściowy.

Łącznie uzbieraliśmy: (m−1)
2m2

4 + 2m2(m− 1) +m(m− 1) + 4m2+ 4m+ 1 =
1
4m
4 + 3

2m
3 + 11

4 m
2 − 3m+ 1.

5. Wystarczy skorzystać z nierówności pomiędzy średnimi: arytmetyczną i geo-

metryczną. Zauważmy, że:

a1
a2

+ a2
a3

+ . . .+ a2001
a2002

+ a2002
a1

2002
 2002

√
a1
a2
· a2
a3
· . . . · a2001

a2002
· a2002
a1

= 1.
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2.6 Turniej matematyczny w 2003 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Skorzystamy dwukrotnie z tego, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y

prawdziwa jest nierówność: (x− y)2  0⇔ x2 + y2  2xy. Mamy:

a4 + b4 + c4 + d4  2a2b2 + 2c2d2 = 2((ab)2 + (cd)2)  2(2 · ab · cd) = 4abcd.

2. Zauważmy, że
(
x2 + 1

x2

)2
= x4 + 2 + 1

x4 . Z założenia wiemy, że x2 + 1
x2 jest

liczbą całkowitą. Zatem jej kwadrat też jest liczbą całkowitą. Po odjęciu od

niego liczby 2, dostajemy x4 + 1
x4 . Zatem to także jest liczba całkowita.

3. Zauważmy, że nasza suma ma postać:

1

1 +
√

2
·
√

2− 1√
2− 1

+
1√

2 +
√

3
·
√

3−
√

2√
3−
√

2
+ . . .+

1√
99 +

√
100
·
√

100−
√

99√
100−

√
99
,

którą uzyskujemy przez przemnożenie każdego składnika przez ułamek o tym

samym liczniku i mianowniku (a więc przez 1). W mianownikach korzystamy

ze wzoru (a− b)(b+ a) = b2 − a2 i dostajemy:

=

√
2− 1

2− 1
+

√
3−
√

2
3− 2

+ . . .+

√
100−

√
99

100− 99
=

=(
√

2− 1) + (
√

3−
√

2) + (
√

4−
√

3) + . . .+ (
√

99−
√

98) + (
√

100−
√

99).

Po uproszczeniu wyrażeń podobnych zostanie nam jedynie:
√

100− 1 = 9.

4. Jest jasne, że reszta z dzielenia p przez 30 nie może być zerem. Załóżmy,

że p = k · 30 + r, gdzie 0 ¬ r < 30, k, r ∈ Z, przy czym r jest liczbą

złożoną. Istnieją więc dwie (niekoniecznie różne) liczby pierwsze q1, q2 takie,

że q1q2 | r. Zauważmy, że przynajmniej jedna z nich musi dzielić także 30.

Dzielniki pierwsze 30 to 2, 3, 5. Gdyby q1, q2  7, to q1q2  47 ⇒ r 

47, co jest niemożliwe. To oznacza, iż p jest podzielna przez pewną liczbę

pierwszą mniejszą niż 30. Sama zatem musi być tą liczbą. Jeżeli tak, to p

jest mniejsze niż 30, a więc reszta z dzielenia p przez 30 wynosi dokładnie

p. Stąd dostajemy sprzeczność z założeniem, że reszta jest liczbą złożoną.

Zatem wynosi ona 1 lub jest liczbą pierwszą.
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5. Przyjmijmy pewne oznaczenia:
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Zauważmy, że trójkąty o polach P1, P2, P3 są podobne do trójkąta począt-

kowego. Istotnie, każdy ich bok jest równoległy do jednego z boków trójką-

ta początkowego, a zatem i kąty pod jakimi przecinają się boki w małych

trójkątach są jednakowe. Stąd na mocy cechy kąt - kąt - kąt mamy trzy

podobieństwa. Innymi słowy, istnieją trzy skale dodatnie s1, s2, s3 opisujące

stosunek długości boków trójkątów o polach P1, P2, P3 do odpowiadających

im boków dużego trójkąta. Na mocy twierdzenia Talesa łatwo przekonać się,

że skala podobieństwa pozwala także określić stosunek odpowiadających so-

bie wysokości trójkątów. I tak, jeżeli długość wysokości trójkąta o polu P2

oznaczymy przez h, a odpowiadającą jej (równoległą) wysokość dużego trój-

kąta przez H, wówczas h
H = s2. Co więcej, stosunek pól figur podobnych

równy jest kwadratowi skali podobieństwa. Jeżeli więc pole dużego trójkąta

określić przez P, wówczas P1
P = s21,

P2
P = s22,

P3
P = s23.

Z przyjętych oznaczeń oraz poczynionych wyżej uwag wynikają następujące

wiadomości:

S1 = ah,
P2
P

=
(
h

H

)2
= s22,

P3
P

=
( a
A

)2
= s23.

Mnożąc dwie ostatnie równości stronami i korzystając z pierwszej z nich

mamy:

P2P3
P 2

=
(
ah

AH

)2
=
S1
P 2

.
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Zatem P2P3 = S1. Analogicznie dostajemy pozostałe równania:

P2P3 = S1, P1P3 = S2, P1P2 = S3.

Łatwo już stąd obliczamy, że:

P1 =

√
S2S3
S1

, P2 =

√
S1S3
S2

, P3 =

√
S1S2
S3

.

Aby uniknąć wrażenia, że nasze wyniki zależą jedynie od przyjętych ozna-

czeń zinterpretujmy uzyskane wzory: chcąc poznać pole konkretnego małego

trójkąta, bierzemy pola dwóch równoległoboków mających z tym trójkątem

wspólne boki, dzielimy wynik przez pole trzeciego równoległoboku i wycią-

gamy pierwiastek z tak uzyskanego ilorazu. Zauważmy, że dostaliśmy przy

okazji interesującą równość:

P1P2P3 =
√
S1S2S3.

6. UWAGA: Rozwiązanie tego zadania wymaga znajomości funkcji

trygonometrycznych. Zauważmy na początek, że trójkąt EBD jest po-

dobny do trójkąta ABC, na mocy cechy bok - kąt - bok (skala podobień-

stwa to 1/2). Oznacza to, że jego pole jest 14 pola całego ABC. Skoncen-

trujemy się zatem na wyznaczeniu pola czworokąta AEDC. Z twierdze-

nia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, że DE jest równoległy do

AC. Wiadomo2, że środkowe w trójkącie przecinają się w jednym punk-

cie. Co więcej punkt ten dzieli każdą ze środkowych w stosunku 2 : 1 (li-

cząc od kąta, z którego jest opuszczana). Zatem jeżeli przez X oznaczy-

my punkt przecięcia AD i CE, to 2|DX| = |AX|, 2|EX| = |CX|. Wiemy,

że suma miar kątów XAC i XCA to 60◦, stąd miara kątów AXC oraz

EXD wynosi 120◦. W tym miejscu skorzystać trzeba z tego, że pole do-

wolnego trójkąta można wyrazić przez połowę iloczynu długości dwóch są-

siednich boków i sinusa kąta leżącego pomiędzy tymi bokami. W ten spo-

sób obliczyć możemy pola czterech trójkątów składających się na czworo-

kąt AEDC, a więc pola: AEX,EXD,DXC,CXA. Wynoszą one odpowied-

2Jest to jak zwykle dość nieostrożne stwierdzenie. Niemniej jednak wypada to wiedzieć.
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nio:
√
3
4 |AX||EX|,

√
3
4 |EX||DX|,

√
3
4 |DX||CX|,

√
3
4 |CX||AX|. Stąd pole ca-

łego czworokąta to:
√

3
4

(|AX||EX|+ |EX||DX|+ |DX||CX|+ |CX||AX|) =

=

√
3

4

(
2
3
|AD| · 1

3
|CE|+ 1

3
|CE| · 1

3
|AD|+ 1

3
|AD| · 2

3
|CE|+ 2

3
|CE| · 2

3
|AD|

)
=

=

√
3

4
|AD||CE| = 3

4
.

Pamiętając, że pole czworokąta to 3/4 pola całego trójkąta uzyskujemy, że

pole ABC wynosi 1.

7. Przyjmijmy, że przez „grupkę płatków” oznaczać będziemy taki ich zbiór,

dla którego startując z dowolnego płatka można za pomocą przechodzenia

na sąsiadujące płatki dotrzeć do każdego elementu zbioru tworzącego „grup-

kę”. Zauważmy, że gdy pierwszy gracz wykona ruch, a więc zerwie jeden

lub dwa sąsiednie płatki, wszystkie pozostałe nadal będą w jednej grupce.

Aby wygrać, drugi gracz powinien podzielić tę grupkę na dwie, o jednakowej

liczbie płatków. Może to zrobić. Jeżeli ruch pierwszego gracza pozostawił

mu nieparzystą liczbę płatków, zrywa jeden, jeżeli parzystą liczbę - zrywa

dwa. Pozwala mu to kontrolować dalszy przebieg gry. Gdy pierwszy gracz

wykona ruch, zrobi to w jednej z dwóch grup. Wtedy drugi gracz odpowie

symetrycznie w drugiej. W ten sposób, pierwszy gracz zawsze napotka przed

swoim ruchem parzystą liczbę płatków, po połowie w każdej pozostałości z

dwóch opisanych wyżej grupek (oddzielonych od siebie przerwą stworzoną w

pierwszym ruchu drugiego gracza). Gdy więc pozostaną mu 2 płatki, będą

one od siebie oddzielone. Nie zerwie ich zatem jednym ruchem. To pozwoli

wygrać drugiemu graczowi.

8. Nie jest to możliwe. Liczba x postaci ABAB może być zapisana jako A ·

103 +B · 102 +A · 10 +B = 1010A+ 101B = 101(10A+B). 101 jest liczbą

pierwszą, gdyby więc x było kwadratem, dzieliłoby się przynajmniej przez

1012. W szczególności 10A+B musiałoby się dzielić przez 101. Ale 1 ¬ A ¬ 9,

0 ¬ B ¬ 9 (bo A, B to cyfry), zatem 0 < 10A + B < 101, co uniemożliwia

taką podzielność.



Turniej matematyczny w 2003 r. 147

9. Ustalmy m rzeczywiste. Jednym z rozwiązań jest para (x, y) = (−m, 0). Gdy

y > 0 wówczas dostajemy układ:2 = x2

y = x+m

.

Górna równość daje dwa przypadki: (x = −
√

2) ∨ (x =
√

2). W pierwszym

z nich spełnić należy warunek: y = −
√

2 + m. Jeżeli m ¬
√

2, wówczas

y ¬ 0 i nie ma rozwiązania. W przeciwnym przypadku rozwiązanie jest i

ma postać (−
√

2,m−
√

2). W drugim przypadku podobnie, jeśli m ¬ −
√

2,

wówczas y ¬ 0 i nie ma rozwiązania. W przeciwnym przypadku dostajemy

kolejne rozwiązanie: (
√

2,m+
√

2). Gdy y < 0 sytuacja jest jeszcze prostsza:

dostajemy układ: x
2 = 0

y = x+m

.

Musimy zatem rozważyć jedynie przypadek dla x = 0. Wówczas, jeżeli m  0,

to nie ma rozwiązań. W przeciwnym razie mamy rozwiązanie (0,m). Podsu-

mujmy nasze rozważania. Zbiory rozwiązań mają następującą postać:

{(−m, 0), (0,m)}, dla m ¬ −
√

2,

{(−m, 0), (0,m), (
√

2,m+
√

2)}, dla −
√

2 < m < 0,

{(−m, 0), (
√

2,m+
√

2)}, dla 0 ¬ m ¬
√

2,

{(−m, 0), (
√

2,m+
√

2), (−
√

2,m−
√

2)}, dla
√

2 < m.

.

Ostatecznie zatem, jeżeli m ∈ (−∞,
√

2 ] ∪ [0,
√

2 ], to mamy 2 rozwiązania.

W przeciwnym przypadku rozwiązania są 3.

10. Jeżeli do punktu styczności każdej ze ścian wielościanu z kulą poprowadzimy

z jej środka promień, wówczas dostaniemy wysokość ostrosłupa o podstawie

będącej tą właśnie ścianą oraz o wierzchołku w środku kuli. Objętość wie-

lościanu to suma objętości takich właśnie ostrosłupów. Objętość każdego z

nich to 13PwR, gdzie R - promień kuli, Pw - pole wielokąta. Zatem istotnie

objętość całego wielościanu to 13PcR.
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Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Każda liczba rzeczywista x jest postaci: x = [x] + {x}, gdzie [x] - największa

liczba całkowita nie większa niż x. W szczególności:

[x+ y] = [[x] + {x}+ [y] + {y}] = [x] + [y] + [{x}+ {y}]  [x] + [y].

Istotnie, skoro {x}, {y} to z definicji liczby nieujemne, zatem także [{x} +

{y}]  0. Aby pokazać, że [x + y] ¬ [x] + [y] + 1, wystarczy pokazać, że

[{x}+ {y}] ¬ 1. To jest jednak jasne, ponieważ 0 ¬ {x} < 1, 0 ¬ {y} < 1⇒

0 ¬ {x}+ {y} < 2.

2. Mamy ciąg implikacji:
x5+y5

x3+y3 = 31
7

x2 + xy + y2 = 3
⇒ x5 + y5

x3 + y3
− 3 =

10
7

⇒ x5 + y5 − 3(x3 + y3)
x3 − y3

=
10
7

⇒ x5 + y5 − (x2 + xy + y2)(x3 + y3)
x3 + y3

=
10
7

⇒ −x
2y3 − x3y2 − x4y − y4x

x3 + y3
=

10
7

⇒ −(xy)2(x+ y)− xy(x3 + y3)
x3 + y3

=
10
7

⇒ −(xy)2(x+ y)
x3 + y3

− xy =
10
3

⇒ −xy
x2 − xy + y2

− xy =
10
7

⇒ −xy
3− 2xy

− xy =
10
7

⇒ (xy)2 − 1
7
xy − 30

7
= 0.

Otrzymane równanie kwadratowe ma dwa pierwiastki: (xy)1 = −2, (xy)2 =
15
7 . Z równości x2 + xy + y2 = 3, mamy (x + y)2 − xy = 3 ⇒ (x + y)2 =

1 ∨ (x+ y)2 = 36
7 . Stąd wychodzą nam cztery możliwe wartości sumy x+ y

równe: 1,−1, 6√
7
,− 6√

7
. Rozwiązujemy zatem cztery układy równań:x+ y = 1

xy = −2
,

x+ y = −1

xy = −2
,

x+ y = 6√
7

xy = 15
7

,

x+ y = − 6√
7

xy = 15
7

.
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Rozwiązania mają tylko pierwsze dwa i są nimi:x = 2

y = −1
,

x = −1

y = 2
,

x = −2

y = 1
,

x = 1

y = −2
.

3. Sposób 1:

Mamy następujące równoważności:

tanα =
a sin γ

b− a cos γ
⇔ sinα

cosα
=

a sin γ
b− a cos γ

⇔ b sinα− a sinα cos γ = a sin γ cosα

⇔ b sinα = a sin(α+ γ)

⇔ b sinα = a sin(π − β) = a sinβ.

Teraz teza wynika już z twierdzenia sinusów.

Sposób 2:

Przyjmijmy następujące oznaczenia:

@
@

@
@
@

@
@
@

@
@

�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

X Y

Z

P

c

a b

β α

γ

Zakładamy, że XP jest prostopadły do PY . Możliwe są dwa przypadki:

• P leży wewnątrz odcinka Y Z.

Wówczas tangens kąta αmożna wyznaczyć jako iloraz długości: |XP |
|Y Z|−|PZ| .

Zauważmy jednak, że |XP | = a sin γ, zaś |PZ| = a cos γ. Zatem dosta-

jemy tezę.

• P leży na przedłużeniu odcinka Y Z.
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Wówczas tangens kąta αmożna wyznaczyć jako iloraz długości: |XP |
|Y Z|+|PZ| .

Zauważmy jednak, że |XP | = a sin γ, zaś |PZ| = a cos(180◦−γ). Z wła-

sności funkcji cosinus wynika, że cos(180◦−γ) = − cos γ, zatem i w tym

przypadku dostajemy tezę.

4. Liczby x1, x2, . . . , xn są naturalne, a więc w szczególności nieujemne. Zatem

dla każdego k ∈ {1, 2, . . . , n} zachodzi nierówność:

x2k + k2

2

√
x2k · k2 = k · xk

Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy xk = k. Jeżeli przemnożymy te

nierówności stronami od 1 aż do n, dostaniemy:

(x21 + 1)(x22 + 22) . . . (x2n + n2)  2n · 1 · 2 · . . . · n · x1 · x2 · . . . · xn.

Tak się składa, że interesuje nas kiedy w tej nierówności będzie równość. Sta-

nie się tak, jeżeli we wszystkich wymnożonych nierównościach będą równości.

Zatem jedyne rozwiązanie równania, które nas interesuje to (x1, x2, . . . , xn) =

(1, 2, . . . , n).

5. f(x) = 4x+8−p
x+2 = 4 + p

x+2 . Liczba p
x+2 będzie całkowita, jeżeli x + 2 będzie

dzielnikiem liczby pierwszej p, a więc należeć będzie do zbioru {−1, 1,−p, p}.

Zatem możliwe wartości całkowite, dla których funkcja przyjmuje wartości

całkowite to {−3,−1,−p− 2, p− 2}.

6. Skoro liczby a1, a2, . . . , an tworzą ciąg arytmetyczny, to możemy je opisać

jedną formułą: ak = a1 + (k − 1)r, gdzie r jest pewną liczbą rzeczywistą, k

zaś jedną z liczb od 2 do n. Będziemy teraz rozumować indukcyjnie. Dla n = 2

teza zadania jest oczywista. Pytamy, czy dla ustalonego n = k prawdziwa

jest implikacja:

1
a1 · a2

+
1

a2 · a3
+ . . .+

1
ak−1 · ak

=
k − 1
a1 · ak

⇒

1
a1 · a2

+
1

a2 · a3
+ . . .+ +

1
ak−1 · ak

+
1

ak · ak+1
=

k

a1 · ak+1
.

Po dokonaniu podstawienia lewej strony pierwszego równania widzimy, że

chcemy wykazać równość: k−1
a1·ak + 1

ak·ak+1 = k
a1·ak+1 . Korzystając ze wzoru
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przytoczonego na początku zadania równoważna tezie równość ma postać:

k − 1
a1 · (a1 + (k − 1)r)

+
1

(a1 + (k − 1)r)(a1 + kr)
=

k

a1(a1 + kr)
.

Mnożymy obie strony przez a1(a1 + (k − 1)r)(a1 + kr) i dostajemy: (k −

1)(a1+kr) +a1 = k ·k(a1+ (k−1)r). To jest oczywiście prawda, zatem cała

równość jest prawdziwa na mocy zasady indukcji matematycznej.

7. Zauważmy, że 1! + 2! + 3! = 32. Pokażemy, że są to wszystkie przypadki, gdy

Sn jest kwadratem liczby naturalnej. Zauważmy, że S4 = 23, w szczególności

daje resztę 3 z dzielenia przez 10. Tymczasem dla każdego n  5, w skład

iloczynu n! wchodzi przynajmniej jedna dwójka i piątka, zatem liczba ta

jest podzielna przez 10. Stąd widzimy, że dla n  4 mamy Sn = 3 mod 10.

Jednak łatwo się przekonać, że nie istnieją liczby naturalne, które podniesione

do kwadratu dają resztę 3 z dzielenia przez 10. Pozostawiamy to jako łatwe

ćwiczenie. Zatem n = 3 jest jedynym rozwiązaniem.

8. Załóżmy najpierw, że mamy liczbę rzeczywistą z taką, że istnieją liczby rze-

czywiste x, y spełniające podane równości. Wówczas możemy zauważyć, że

xy =
1
2

(
(x+ y)2 − (x2 + y2)

)
=

1
2

(
(3− z)2 − (6− z)2

)
= z2 − 3z + 1, 5.

Jeżeli xy = 0, to z = 3−
√
3

2 lub z = 3+
√
3

2 . W przeciwnym przypadku wolno

nam napisać: z2−3z+1.5
x + x = 3 − z. Rozwiązujemy te równanie względem

x. Powstaje równanie kwadratowe z wyróżnikiem −3z2 + 6z+ 3. Zauważmy,

że tylko dla tych z, dla których wyróżnik ten jest nieujemny istnieją x, y,

xy 6= 0, spełniające początkowy układ równań. Należy więc największe z

takie, że −3z2 + 6z + 3  0. Łatwo policzyć, że jest to 1 +
√

2. Widzimy

zatem, że największym z takim, że istnieją x, y spełniające początkowy układ

równań jest, dla xy = 0 liczba 3+
√
3

2 , zaś dla xy 6= 0 jest to 1 +
√

2. Większą

z tych liczb jest 3+
√
3

2 i to jest właśnie szukana wartość z.

9. BRAK

10. BRAK
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Finał w kategorii gimnazjów

1. Zauważmy, że mamy ciąg równoważności:

xy = 3x+ 8y + 1

x(y − 3) = 8y + 1

x(y − 3) = 8(y − 3) + 24 + 1

(x− 8)(y − 3) = 25.

Korzystając z jednoznaczności rozkładu liczby całkowitej na czynniki pierw-

sze dostajemy następujące przypadki:x− 8 = 25

y − 3 = 1

x− 8 = −25

y − 3 = −1

x− 8 = 5

y − 3 = 5

x− 8 = −5

y − 3 = −5
.

Dostajemy zatem cztery pary rozwiązań: (33, 4), (−17, 2), (13, 8), (3,−2).

2. Wiemy, że a2+a = b2+ b. Zatem b2+ b−5999 ·6000 = 0. Możemy to zapisać

w postaci iloczynu: (b−5999)(b+6000) = 0. W ten sposób widzimy, że skoro

b 6= 5999, to jedyną pozostającą możliwością jest b = −6000.

3. Wprowadźmy następujące oznaczenia: x1, x2 – część pracy, jaką robotnik

oznaczony odpowiednim numerem jest w stanie wykonać w ciągu jednego

dnia, D1, D2 – ilość dni, jaką potrzebuje samotnie pracujący robotnik (ozna-

czony odpowiednim numerem) aby wykonać całą pracę. Fakt, że pracując

razem, robotnicy są w stanie wykonać całą pracę w sześć dni opisuje się wte-

dy równością: 6x1 + 6x2 = 1. Fakt, że jeden jest w stanie wykonać 0.4 pracy

o 2 dni wolniej niż drugi oznacza, że 0.4D1 + 2 = 0.4D2. Dlaczego? Wiemy,

że D1x1 = 1, D2x2 = 1. Mnożąc te równości stronami przez 0.4 dowiemy się

ilu dni potrzeba danemu robotnikowi do wykonania 0.4 pracy. Ostatecznie

mamy zatem układ czterech równań:

6x1 + 6x2 = 1

0.4D1 + 2 = 0.4D2

D1x1 = 1

D2x2 = 1
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Interesują nas jedynie wartości D1, D2, zatem zakładając, że x1 6= 0, x2 6= 0

(z danych wynika, że każdy robotnik istotnie pracuje), oraz upraszczając

powtarzające się współczynniki mamy:
1
D1

+ 1
D2

= 1
6

D1 + 5 = D2

Zatem 1
D1

+ 1
D1+5

= 1
6 . Upraszczają dostajemy: 2D1+5

D1(D1+5)
= 1
6 , czyli 12D1 +

30 = D21+5D1. Możemy to zapisać w postaci iloczynowej: (D1−10)(D1+3) =

0. Rozsądne jest zakładać, że D1 > 0, zatem D1 = 10, D2 = 15.

4. Niech a, b, c - długości boków trójkąta, na które (lub na których przedłuże-

nia) padają odpowiednio wysokości h1, h2, h3. Przyjmijmy, że pole trójkąta

to S. Wiadomo, że S = (a+b+c)r
2 . Skoro więc: ah1 = bh2 = ch3 = 2S, to:

1
h1

+
1
h2

+
1
h3

=
a+ b+ c

2S
=

1
r
.

5. Sposób 1

Konieczne jest założenie, że a 6= b. Dzięki niemu wiemy, że ramiona trapezu

nie są równoległe, a więc odcinek je łączący, dzielący cały trapez na dwa

mniejsze o równych polach, musi być równoległy do podstaw. Niech jego

długość wynosi x. Przyjmijmy, że wysokość początkowego trapezu, prosto-

padła do podstaw, wynosi h, zaś równoległe do niej wysokości dwóch mniej-

szych trapezów wynoszą h1, h2. Znamy wzór na pole początkowego trapezu:

S = (a+b)h
2 , oraz na pola mniejszych: S1 = (a+x)h1

2 = S2 = (b+x)h2
2 . Dodat-

kowo h1 + h2 = h, 2S1 = 2S2 = S. Zatem:

(a+ b)h = (a+ x)h1 + (b+ x)h2

(a+ b)h = ah1 + bh2 + xh

(a+ b)h = (a+ b)(h1 + h2)− ah2 − bh1 + xh

ah2 + bh1 = xh.

Skoro jednak (a+ b)h = 2(a+ x)h1 = 2(b+ x)h2, to:

h1
h

=
a+ b

2(a+ x)
,
h2
h

=
a+ b

2(b+ x)
.
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Stąd:

a · a+ b

2(b+ x)
+ b · a+ b

2(a+ x)
= x.

Przekształcamy do postaci iloczynowej za pomocą równoważnych operacji:

a(a+ b)(a+ x) + b(a+ b)(b+ x) = 2x(a+ x)(b+ x),

(a2 + b2)(a+ b) + x(a+ b)2 = 2x(a+ x)(b+ x),

(a2 + b2)(a+ b) + x(a+ b)2 = 2x3 + 2(a+ b)x2 + 2abx,

2x3 + 2(a+ b)x2 − (a2 + b2)x− (a2 + b2)(a+ b) = 0,

2x2(x+ (a+ b))− (a2 + b2)(x+ (a+ b)) = 0,

(2x2 − a2 − b2)(x+ (a+ b)) = 0,(
x−

√
a2 + b2

2

)(
x+

√
a2 + b2

2

)
(x+ (a+ b)) = 0.

Wiedząc, że x > 0 widzimy, że x nie może być równe −(a+b), ani −
√

a2+b2
2 .

Pozostaje zatem jedynie możliwość: x =
√

a2+b2
2 . Tyle wynosi szukana dłu-

gość.

Sposób 2

Konieczne jest założenie, że a 6= b. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, że b > a.

Zauważmy, że jeżeli rozważymy prostą zawierającą odcinek długości a i bę-

dziemy przesuwać ten odcinek wzdłuż tej prostej, wówczas pole trapezu nie

ulegnie zmianie. W ten sposób, jeżeli długość szukanego odcinka oznaczymy

przez x, to x - jako liczba zależna tylko od a, b - będzie także niezależny

od położenia odcinka o długości a na prostej go zawierającej. Rozważamy

więc taką sytuację, gdy podstawa o długości a znajduje się ’nad’ podstawą

o długości b (formalnie rzecz biorąc rzut podstawy o długości a na prostą

zawierającą podstawę o długości b zawiera się w tej podstawie). Resztę ozna-

czeń przyjmujemy jak w pierwszym rozwiązaniu. Zauważmy, że:

b− a
h

=
x− a
h1

.

Istotnie, korzystamy tu z twierdzenia Talesa. Gdy już to wiemy, wystarczy

wyliczyć długość h1 i wstawić ją do zależności między polami:

(a+ b)h = 2(a+ x)h1.
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W ten sposób natychmiast okazuje się, że x =
√

a2+b2
2 .

Finał w kategorii szkół średnich

1. Niech f(x) będzie funkcją kwadratową należącą do rodziny rozważanej w

zadaniu. Wiemy, że jej wyróżnik b2−4ac jest niedodatni, a więc: b2−4ac ¬ 0.

Wiemy, że a < b, zatem tym bardziej b2 < 4bc czyli b < 4c. Niech teraz

t = b− a > 0. Wówczas:

a+ b+ c

b− a
=
a+ a+ t+ c

t
>

2a+ t+ b
4

t
=

2a+ t+ a
4 + t

4

t
 5

4
.

Rozważmy ciąg funkcji kwadratowych danych wzorami:

fn(x) =
1
n
x2 +

n+ 1
n

x+
1
4

(
1 +

1
n− 1

)
, quadn > 1.

Spełniają one założenia zadania. Dla nich rozważane wyrażenie wynosi 54 +
2
n + 1

4(n−1) . Wraz ze wzrostem n wyrażenie to jest coraz bliższe 54 . Widać

więc, że jedynym kandydatem na najmniejszą wartość wyrażenia a+b+c
b−a jest

5
4 . Czy istnieje funkcja kwadratowa dla której jest to dokładnie 54? Zachęcamy

Czytelnika do zastanowienia się nad tym problemem.

2. (Obydwa rozwiązania zaczerpnięte z: Pawłowski H.: Zadania z olimpiad ma-

tematycznych z całego świata. Trygonometria i geometria. Wyd. Tutor. To-

ruń 2003)

Sposób 1

Załóżmy przeciwnie, że:

cosα+ cosβ + cos γ >
√

5.

Wówczas rozważając wektory:

~u = [cosα, sinα], ~v = [cosβ, sinβ], ~w = [cos γ, sin γ],

otrzymujemy:

|~u+ ~v + ~w|2 = (cosα+ cosβ + cos γ)2 + (sinα+ sinβ + sin γ)2 > 4 + 5 = 9,
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skąd:

|~u+ ~v + ~w| > 3.

A tymczasem z nierówności trójkąta:

|~u+ ~v + ~w| ¬ |~u|+ |~v|+ |~w| = 3.

Otrzymana sprzeczność dowodzi słuszności tezy zadania.

Sposób 2

Zauważmy, że:

(cosα+ cosβ + cos γ)2 + (sinα+ sinβ + sin γ)2 =

= (sin2 α+ cos2 α) + (sin2 β + cos2 β) + (sin2 γ + cos2 γ)+

+ 2(sinα · sinβ + cosα · cosβ) + 2(sinβ · sin γ + cosβ · cos γ)+

+ 2(sin γ · sinα+ cos γ · cosα) ¬

¬ 3 + 2
√

sin2 α+ cos2 α ·
√

sin2 β + cos2 β+

+ 2
√

sin2 β + cos2 β ·
√

sin2 γ + cos2 γ+

+ 2
√

sin2 α+ cos2 α ·
√

sin2 γ + cos2 γ =

= 3 + 2 + 2 + 2 = 9.

Stąd (cosα+ cosβ + cos γ)2 ¬ 9− sinα+ sinβ + sin γ)2 ¬ 9− 4 = 5.

3. Jest jasne, że trójka (0, 0, 0) spełnia to równanie. Pokażemy, że innych roz-

wiązań nie ma. Zauważmy, że jeżeli choć jedna z niewiadomych w równaniu

wynosi 0, to pozostałe też muszą być zerami. Zakładamy więc, że x, y, z są

niezerowe. Wówczas wiemy, że:

xz  x2 > 0, xz  y2 > 0, xy  z2 > 0.

Stąd (xz)(yz)  y2x2. Z drugiej jednak strony (xz)(yz) = xyz2 ¬ (xy)2.

Zatem mamy:

(xy)2  xyz2  (xy)2 ⇒ xyz2 = xy2 ⇒ z2 = xy.

Analogicznie otrzymujemy: x2 = yz, y2 = xz. Stąd nasze równanie przybiera

postać: 0 = x2 + y2 + z2. Skoro jednak x, y, z są niezerowe, to nie ma ono

żadnych rozwiązań.
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4. Możliwe są trzy przypadki przecięcia się dwusiecznych równoległoboku, dwa

uwidocznione na rysunkach:
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oraz trzeci, gdy dwusieczne przecinają się dokładnie na bokach równoległo-

boku. Wprowadzamy oznaczenia: P, Q, R, S - wierzchołki powstałego czwo-

rokąta, K, L, M, N - dwusieczne kątów przy wierzchołkach odpowiednio: C,

D, A, B. Dla ułatwienia oznaczamy jeszcze |AB| = b, |BC| = a. Zauważmy

najpierw, że PQRS jest prostokątem. Istotnie, np.

]ARB = 180◦−]RAB−]RBA = 180◦−1
2

(]DAB+]ABC) = 180◦−90◦ = 90◦.

Analogicznie dla pozostałych kątów. Należy dalej obliczyć długości: |PQ|, |PS|.

W tym miejscu konieczne jest rozbicie na przypadki. Zakładamy, że gdy dwu-

sieczne przecinają się na bokach, wówczas teza jest oczywista (zwłaszcza w

obliczu nadchodzących obliczeń). Wykonamy tylko jeden przypadek, rozu-

mowanie w drugim jest bardzo podobne (choć nie jest identyczne korzysta z

identycznych pomysłów).

PQRS leży wewnątrz ABCD

Łatwo widzieć, że:

a = |DM | = |BK|.

Zatem |KL| = 2a− b. Wiedząc, że |DS| = a · sin(]DAM), oraz korzystając

z twierdzenia Talesa mamy:

|KL|
|CD|

=
|PL|
|PD|

⇒ (2a− b)(|PS|+ a · sin(]DAM)) = b|PL|.

Skoro jednak |PS|+ |PS| = |DS| = a · sin(]DAM), to nasza równość przy-

biera postać:

(2a− b)(|PS|+ a · sin(]DAM)) = b(a · sin(]DAM)− |PS|).
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Upraszczając dostajemy, że |PS| = (b−a) sin(]DAM). Zupełnie analogiczne

obliczenie pokazuje, że |PQ| = (b−a) sin(90◦−]DAM). Zatem pole prosto-

kąta PQRS to (b − a)2 · sin(]DAM) · cos(]DAM) = 1
2 (b − a) sin(]DAB).

Tymczasem pole całego równoległoboku ABCD wyraża się za pomocą for-

muły: ab sin(]DAB). Widać zatem, że stosunek pola czworokąta PQRS do

pola ABCD nie zależy od miar kątów tego równoległoboku.

5. Załóżmy przeciwnie, że 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

= pm, dla pewnego m całkowitego. Jest

jasne, że p 6= 5. Wiemy, że:

111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

=
p−1∑
k=0

10k =
10p − 1

9
.

Stąd 10p − 1 = 9mp ⇒ p | 10p − 1. Jednak z Małego Twierdzenia Fermata

wiemy, że 10p = 10 mod p (bowiem NWD(10, p) = 1), a zatem 10p − 1 =

9 mod p. Gdyby 10p−1 = 9mp, to 0 = 9 mod p, a to wobec naszych założeń

jest niemożliwe. Uzyskana sprzeczność kończy dowód.
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2.7 Turniej matematyczny w 2004 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Jeżeli taka liczba x istnieje, to możemy zapisać ją w postaci x = AABB, gdzie

A, B - pewne cyfry. Chcemy, by był to kwadrat, a więc ma istnieć liczba cał-

kowita y, że x = y2. Zauważmy, że x = 1000A+ 100A+ 10B+B = 1100A+

11B = 11(100A+B). Wynika stąd, że x dzieli się przez 11, a zatem y też. Stąd

11 | 100A+B. Dla jakich A, B jest to możliwe? Skoro: 99A < 99A+A+B, to A

+ B musi być wielokrotnością 11. Zatem A + B = 11. Stąd mamy następują-

cych kandydatów: 9922, 8833, 7744, 6655, 5566, 4477, 3388, 2299. Nie wszyst-

kie te liczby są jednak kwadratami. Po podzieleniu ich przez 121 mamy od-

powiednio: 82, 73, 64, 55, 46, 37, 28. Zatem tylko 7744 jest kwadratem - to

właśnie poszukiwana przez nas liczba.

2. Niech y = x− 72 . Wtedy rozważane wyrażenie przybiera postać: (y + 5
2 )(y +

3
2 )(y−

3
2 )(y−

5
2 )+9. Korzystamy ze wzorów skróconego mnożenia i dostajemy:

(y2 − 25
4

)(y2 − 9
4

) + 9.

Wymnażamy i porządkujemy: y4− 344 y
2+ 22516 +9, a dalej zwijamy do pełnego

kwadratu:

(y2 − 17
4

)2 − 172

16
+

225
16

+ 9 = (y2 − 17
4

)2 − 64
16

+ 9 = (y2 − 17
4

)2 + 5.

Wyrażenie to przyjmuje najmniejszą wartość, gdy (y2 − 2)2 = 0. Wtedy

wynosi ona 5.

3. a) Zauważmy, że:(
1− 1

22

)
·
(

1− 1
32

)
·
(

1− 1
42

)
· . . .

(
1− 1

20042

)
=

=
(

22 − 1
22

)
·
(

32 − 1
32

)
·
(

42 − 1
42

)
· . . .

(
20042 − 1

20042

)
=

=
(

1 · 3
22

)
·
(

2 · 4
32

)
·
(

3 · 5
42

)
· . . .

(
2003 · 2005

20042

)
.

Widać, że poza pierwszym i ostatnim czynnikiem, wszystkie czynniki ulegną

uproszczeniu. Istotnie, ich mianowniki są eliminowane z jednej strony przez
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licznik poprzedniego czynnika, z drugiej przez czynnik następnego. Liczniki

skracają się z sąsiadami. Zobaczmy to na przykładzie:(
1· 6 3
2· 6 2

)
·
(
6 2· 6 4
6 3· 6 3

)
·
(
6 3 · 5
6 4 · 4

)
=

1
2
· 5

4
.

Cały więc iloczyn wyniesie3 12 ·
2005
2004 .

b) Korzystamy ze wzoru na różnicę sześcianów: x3−y3 = (x−y)(x2+xy+y2).

W ten sposób nasze wyrażenie przybiera postać:

(2− 1) + (3− 2) + (4− 3) + . . .+ (2004− 2003) = 2004− 1 = 2003.

4. Załóżmy, że mamy czworokąt ABCD, którego przekątne są prostopadłe i

przecinają się w punkcie E. Oznaczmy przez a, b, c, d odpowiednio: |AE|,

|BE|, |CE|, |DE|. Mamy też trójkąty: ABE,BCE, CDE,DAE, na które

przekątne dzielą czworokąt. Ich pola to odpowiednio: ab
2 ,

bc
2 ,

cd
2 ,

da
2 . Trzy z

nich wynoszą 2, 4, 6. Pytanie brzmi, ile wynosi czwarta? Zauważmy, że jeżeli

znamy trzy z wartości: ab
2 ,

bc
2 ,

cd
2 ,

da
2 , to znamy też czwartą i algorytm jej

obliczania prezentujemy dla ab
2 :

ab

2
=

bc
2 ·

da
2

cd
2

.

Innymi słowy, w zależności od doboru położenia czwartego trójkąta jego pole

może być iloczynem dowolnych dwóch z liczb: 2, 4, 6 - podzielonym przez

trzecią liczbę. Pole czwartego trójkąta może być zatem jedną z trzech liczb:
8
6 , 3, 12.

5. Skorzystamy trzykrotnie z nierówności pomiędzy średnią arytmetyczną i har-

moniczną: 1a + 1
b + 1

c =
1
a+

1
b

2 +
1
a+

1
c

2 +
1
b+

1
c

2  2
1
1
a

+ 11
b

+ 2
1
1
a

+ 11
c

+ 2
1
1
b

+ 11
c

=

2
a+b + 2

a+c + 2
b+c .

6. Załóżmy wbrew tezie zadania, że zawodnikowi z ostatniego miejscu udało

się wygrać w trakcie turnieju przynajmniej jeden mecz. W takim wypadku

ma przynajmniej 1 punkt. Pozostałe możliwe wyniki punktowe to: 1.5, 2,

3Swoją drogą niemal wykazaliśmy, że gdyby nasz iloczyn nie zatrzymywał się na 2004, ale

miał nieskończenie wiele czynników - otrzymalibyśmy mimo to wynik skończony - równy 0.5.
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2.5. 3. Wszyscy uczestnicy turnieju zakończyli go z różną liczbą punktów.

Zauważmy, że suma punktów zgromadzona przez wszystkich zawodników

musi wynieść 6, ponieważ rozegrano 6 meczów i w każdym ’do oddania lub

podziału’ był dokładnie 1 punkt. Jeżeli jednak ostatni zawodnik ma choć 1

punkt, przedostatni musi mieć przynajmniej 1.5, drugi przynajmniej 2, zaś

pierwszy nie mniej niż 2.5. Ale 1 + 1.5 + 2 + 2.5 = 7, dochodzimy więc do

sprzeczności z założeniem, że ostatni zawodnik mógł zdobyć przynajmniej 1

punkt na turnieju.

7. Odpowiedź brzmi: 5. Poniższy przykład pokazuje, że jest to możliwe:

Takich rozwiązań istnieje 4860. Interesuje nas jeszcze odpowiedź na pytanie:

dlaczego 4 hetmany nie wystarczą? Spójrzmy na poniższy rysunek:

BRAK

8. Spójrzmy na rysunek:
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Interesuje nas policzenie r w zależności od r1 i r2. Widzimy, że zaznaczone

promienie trzech okręgów mające przecięcie ze wspólną styczną są do niej

prostopadłe. Policzymy przy ich pomocy długości odcinków: AB, AP, BP.

Korzystając z twierdzenia Pitagorasa mamy:

|AB|2 = (r1 + r2)2 − (|r2 − r1|)2 = 4r1r2

|AP |2 = (r1 + r)2 − (|r1 − r|)2 = 4r1r

|BP |2 = (r2 + r)2 − (|r2 − r|)2 = 4r2r

Skoro |AB| = |AP |+ |BP |, to
√
r1r2 =

√
r1r +

√
r2r. Szukany promień ma

więc długość równą r1r2
(
√
r1+
√
r2)2

.

9. Każdy na balu ma co najmniej jednego, a co najwyżej 2003 znajomych. Są

zatem 2003 możliwości. Skoro jest jednak 2004 gości, to z zasady szufladkowej

Dirichleta wnosimy, że przynajmniej dwóch ludzi musi mieć taką samą liczbę

znajomych.
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10. Zauważmy, że trójka (x, y, z), będąca rozwiązaniem tego układu równań,

musi składać się z liczb o różnych znakach. W szczególności jedna z liczb ma

inny znak niż dwie pozostałe. Bez straty ogólności możemy założyć, że jest

to z. Napiszmy drugie równanie w postaci: 1x + 1y −
1

x+y = 0 Mnożymy całość

przez x + y i dostajemy:

x+ y

x
+
x+ y

y
= 1⇔ x

y
+
y

x
= −1.

Jednak liczby x, y są tego samego znaku, zatem ich ilorazy są liczbami dodat-

nimi. Ostatnia równość nie może być prawdziwa. W ten sposób dostajemy

sprzeczność z założeniem istnienia rozwiązania podanego układu równań.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Patrz: rozwiązanie zadania 5. z finału VI Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

2. Spójrzmy na rysunek:

Załóżmy, że miara kąta przy wierzchołku A trójkąta ABC to α, zaś kąta przy

wierzchołku B – β. Spróbujmy wyrazić długość odcinka XY przy pomocy
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r oraz α i β. Z założenia XY jest równoległy do AB, zatem ]OXC = α,

]OY C = β. Stąd z definicji sinusa mamy: |OX| = r
sinα , |OY | = r

sin β . Za-

uważmy, że rozumowanie nie ulega zmianie, jeśli trójkąt nie jest ostrokątny,

ponieważ sin(180◦−α) = sinα. Analogicznie możemy policzyć długości pozo-

stałych dwóch odcinków, używając miary kąta γ przy wierzchołku C trójkąta

ABC. W ten sposób nierówność, którą chcemy udowodnić przybiera postać:(
r

sinα
+

r

sinβ

)2
+
(

r

sinα
+

r

sin γ

)2
+
(

r

sinβ
+

r

sin γ

)2
 16r2.

Uprośćmy przez r2, podzielmy stronami przez 3 i spójrzmy na lewą stronę:

(
1
sinα + 1

sin β

)2
+
(
1
sinα + 1

sin γ

)2
+
(
1
sin β + 1

sin γ

)2
3

.

Ze względu na to, że wszystkie rozważane kąty są mniejsze od 180◦, odwrot-

ności ich sinusów są wielkościami dodatnimi. Z nierówności pomiędzy średnią

kwadratową, a średnią arytmetyczną mamy:√√√√( 1
sinα + 1

sin β

)2
+
(
1
sinα + 1

sin γ

)2
+
(
1
sin β + 1

sin γ

)2
3



(
1
sinα + 1

sin β

)
+
(
1
sinα + 1

sin γ

)
+
(
1
sin β + 1

sin γ

)
3

.

Do zakończenia rozwiązania zadania wystarczy zatem pokazać, że:

(∗)
2
sinα + 2

sin β + 2
sin γ

3
 4√

3
.

Istotnie, po podniesieniu jej do kwadratu dostajemy po lewej stronie 16, a

po drugiej wyrażenie szacowane z góry przez prawą stronę wyjściowej nie-

równości. Jak pokazać *? Jest to natychmiastowa konsekwencja nierówności

Jensena. Zauważmy, że funkcja f(x) = 2
sin x jest dla x ∈ (0, π) funkcją wy-

pukłą. Z nierówności Jensena wynika zatem, że:

2
sinα + 2

sin β + 2
sin γ

3
 2

sin
(
α+β+γ
3

) =
2

sin 60◦
=

4√
3
.

3. Wiadomo, że n - tym wyrazem rozważanego ciągu będzie liczba postaci:

nn . . . n︸ ︷︷ ︸
n

. Pamiętamy jednak, że n nie musi być cyfrą, zatem w przypadku n =

10 możemy się spodziewać liczby: 10101010101010101010. Przypomnijmy, że
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ilość cyfr danej liczby n w zapisie dziesiętnym wynosi b(log10 n) + 1c. Ilość

cyfr rozważanego przez nas elementu ciągu wynosi zatem n · b(log10 n) + 1c.

Można go zatem zapisać w postaci:

n−1∑
k=0

n · 10k(b(log10 n)+1c) = n ·
n−1∑
k=0

10k(b(log10 n)+1c) = n · 10n(b(log10 n)+1c) − 1
10b(log10 n)+1c − 1

.

4. Patrz: rozwiązanie zadania 5. z eliminacji VI Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

5. Niech O będzie środkiem kuli, P - środkiem podstawy stożka, Q - wierz-

chołkiem stożka. Rozważmy przekrój kuli przez płaszczyznę zawierającą oś

stożka. Przekrój ten zawiera oczywiście punkty O, P, Q i jest to koło wielkie

kuli o promieniu R. Długość średnicy podstawy walca wyznaczamy z twier-

dzenia cosinusów i wynosi ona: R ·
√

2(1− cosα). Łatwo widzieć, że tworzące

stożka zawarte w rozważanym przekroju przecinają się w punkcie o pod ką-

tem α
2 . Wynika to z twierdzenia o kącie środkowym i wpisanym. Co więcej

oś stożka jest dwusieczną tego kąta, zatem kąt pomiędzy tworzącą stożka a

jego wysokością wynosi α4 . Znając zatem długość promienia podstawy stożka

widzimy, że jego wysokość ma długość
R·
√
2(1−cosα)
2 · cot α4 . Stąd objętość

walca wynosi:

1
3
·π·

(
R ·
√

2(1− cosα)
2

)2
·
R ·
√

2(1− cosα)
2

·cot
α

4
=

1
3
·π·

(
R ·
√

2(1− cosα)
2

)3
·cot

α

4
.

6. Zauważmy, że mamy:x
2
1 + x22 + . . .+ x22004 = 20052

x41 + x42 + . . .+ x42004 = 20054.

Korzystając z formuły:

(
x21 + x22 + . . .+ x2n

)2
= x41 + x42 + . . .+ x42004 +

2004∑
1¬j<i¬2004

2x2ix
2
j ,

widzimy, że:
2004∑

1¬j<i¬2004

2x2ix
2
j = 0.
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Suma ta składa się ze składników postaci:

x2i (x
2
1 + x22 + . . .+ x2i−1 + x2i+1 + . . .+ x22004)

Każdy z nich jest zerem, a to oznacza, że albo xi = 0, albo wszystkie pozo-

stałe składniki są zerami. Jednym słowem, co najwyżej jedna ze zmiennych

w rozważanym układzie równań jest niezerowa. Jest zatem jasne, że wynosi

ona 2005. Mamy zatem 2004 rozwiązania naszego układu równań i są one

postaci: xi = 2005

xj = 0 j 6= i

, i = 1, 2, 3, . . . , 2004.

7. Jest jasne, że (0, 0, 0) jest rozwiązaniem. Zauważmy, że jeżeli pewna trójka

(x, y, z) spełnia podane równanie, to trójka (|x|, |y|, |z|) też je spełnia. Zgod-

nie z zasadą minimum istnieje najmniejsza taka trójka liczb naturalnych,

która spełnia te równanie (można o tym myśleć tak: poszukujemy rozwią-

zania o minimalnej wartości x2 + y2 + z2 - jest to liczba naturalna, mamy

więc pewien porządek na rozwiązaniach oraz ’najmniejszą trójkę’). Załóżmy,

że takie rozwiązanie minimalne (niezerowe) istnieje. Dojdziemy do sprzecz-

ności.

Kwadrat dowolnej liczby całkowitej daje resztę 0 lub 1 z dzielenia przez 4.

W szczególności x2y2 daje resztę 0 lub 1 z dzielenia przez 4.

• x2y2 = 0 mod 4

Wtedy także x2 + y2 + z2 dzieli się przez 4. Pokażemy, że jest to nie-

możliwe. Jedna z liczb: x2, y2, z2 musi dawać niezerową resztę z dzie-

lenia przez 4 – a więc resztę 1. W przeciwnym wypadku rozwiąza-

nie (x, y, z) nie byłoby minimalne. Załóżmy, że x2 = 1 mod 4. Wtedy

y2+ z2 = 3 mod 4. Tak się nie stanie, ponieważ y2, z2 dają resztę 0 lub

1 z dzielenia przez 4.

• x2y2 = 1 mod 4

Wtedy także x2 + y2 + z2 = 1 mod 4. Oznacza to, że dokładnie jedna

z liczb x2, y2, z2 daje resztę 1, pozostałe dwie resztę 0. To jest jednak
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niemożliwe. Jeżeli jedna z liczb: x2, y2 dzieli się przez 4, to iloczyn x2y2

nie może dawać reszty 1 z dzielenia przez 4.

Wykazaliśmy, że nie istnieje niezerowe rozwiązanie złożone z liczb natural-

nych. Ale z dowolnym niezerowym rozwiązaniem umiemy skojarzyć rozwiąza-

nie z samych liczb naturalnych. To oznacza, że równanie nie ma niezerowych

rozwiązań.

8. Zauważmy, że:

22 + 32 + 52 = 38, 32 + 52 + 72 = 83, 52 + 72 + 112 = 195.

W tych trzech przypadkach tylko trójka (3, 5, 7) spełnia warunki zadania.

Pokażemy, że innych takich trójek nie ma. Zauważmy, że każda liczba pierw-

sza większa od 5 daje resztę 1 lub 5 z dzielenia przez 6. Jej kwadrat zatem

daje zawsze resztę 1. Suma trzech kwadratów liczb pierwszych większych od

5 daje wobec tego resztę 3. To oznacza, że dla p, q, r > 5 mamy 3 | p2+q2+r2.

9. Z oczywistych względów punkty rozważanego zbioru nie mogą leżeć na żadnej

z osi OX, OY . Trzeba zatem rozważyć cztery przypadki:

• x > 0 ∧ y > 0. Wtedy równanie opisujące rozważany zbiór na tym

obszarze ma postać:

x+
1
x

= y +
1
y
⇔ x2y + y = y2x+ x⇔ (xy − 1)(x− y) = 0.

Widać więc, że na tej ćwiartce rozwiązaniem jest półprosta x = y oraz

gałąź hiperboli y = 1
x ,

• x > 0 ∧ y < 0. Wtedy równanie opisujące rozważany zbiór na tym

obszarze ma postać:

x+
1
x

= −y +
1
−y
⇔ x2y + y = −y2x− x⇔ (xy + 1)(x+ y) = 0.

Widać więc, że na tej ćwiartce rozwiązaniem jest półprosta x = −y oraz

gałąź hiperboli y = − 1x .

Dalsze przypadki rozwiązujemy analogicznie. Ostatecznie na rozważany zbiór

składają się: proste opisane równaniami: y = x oraz y = −x, poza punktem

(0, 0) oraz hiperbole opisane równaniami: y = 1
x oraz y = − 1x .
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10. Zakładamy tutaj, że jeśli osoba A zna osobę B, to osoba B zna osobę A

(dla dowolnych A, B z grupy rozważanych 13). Można mieć minimalnie 0,

maksymalnie 12 znajomych. Jeżeli każdy ma inną ilość znajomych, to w

szczególności ktoś ma 12 znajomych, ktoś ma 0. To jednak niemożliwe, bo

człowiek mający 12 znajomych zna tego, który ma 0 (a więc zgodnie z uwagą

wyżej, jednak ma ich więcej).

Finał w kategorii gimnazjów

1. To rozwiązanie jest wyjątkowo długie (choć proste). Dlatego też zaczniemy

nietypowo, bowiem od zobrazowania na przykładzie co tu się tak naprawdę

dzieje. Zauważmy, że:

635 + 365 = 103, 63635 + 36365 = 105, 6363635 + 3636365 = 107

185 + 815 = 103, 18185 + 81815 = 105, 1818185 + 8181815 = 107.

Zatem gdyby w zadaniu był warunek, że n+ k jest nieparzystą potęgą 10,

wówczas n i k nie musiałyby koniecznie dzielić się przez 10. Widać zatem,

że warunek jest delikatny, a rozumowanie nie może się obyć bez parzystości.

Oto pełen dowód:

Jak wiadomo, każdą liczbę naturalną n można zapisać w postaci:

n = am · 10m + am−1 · 10m−1 + . . .+ a1 · 10 + a0,

gdzie ai są cyframi ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, przy czym am 6= 0.

Oczywiście m + 1 jest ilością cyfr liczby n. Zauważmy, że jeśli k jest liczbą

powstałą z n przez przestawienie pewnych jej cyfr, to oznacza, że k można

zapisać jako:

n = am · 10m + am−1 · 10m−1 + . . .+ a1 · 10 + a0,

gdzie ai są cyframi ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, przy czym am 6= 0.

Dodatkowo zakładamy, że zbiór cyfr liczby k: {am, am−1, . . . , a1, a0} to pew-

na permutacja elementów zbioru cyfr liczby n: {am, am−1, . . . , a1, a0}. Za-

uważmy jeszcze, że niezależnie od doboru cyfr, zawsze mamy następującą
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własność:

10m > am−1 · 10m−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.

Oznacza ona, że jeśli dodamy liczby n i k, dostając:

(am + am) · 10m + (am−1 + am−1) · 10m−1 + . . .+ (a1 + a1) · 10 + (a0 + a0),

(zauważmy, że nie musi to już być zapis liczby n + k w postaci dziesiętnej,

ponieważ możemy mieć np. a0+a0 > 9 - co nie jest cyfrą), to jeśli n+k = 1010,

wówczas zarówno n, jak i k muszą być liczbami 10 – cyfrowymi. Istotnie,

liczby n, k mają tyle samo cyfr. Co więcej, jest jasne, że suma liczb 9 – lub

mniej cyfrowych nie da liczby 11 – cyfrowej. Żadna z tych liczb nie może

mieć 11 cyfr, ponieważ ich suma: 1010 jest najmniejszą liczbą 11 – cyfrową, a

zarówno n, jak i k są niezerowe. Stąd m = 9. Zastanówmy się jaka musi być

suma cyfr położonych przy najwyższych potęgach liczb n, k, a więc a9 + a9.

Gdybyśmy dodawali n i k pisemnie, mielibyśmy:

a9 a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

+ a9 a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

← n

← k

← 1010

Są więc dwie możliwości: a9 + a9 = 10, lub przy dodawaniu poprzednich

kolumn coś przechodziło stale do następnego dodawania (np. a8+a8 = 11, a

więc 1 ’w pamięci’ dodajemy do a9+ a9 = 10). Jeśli a9+ a9 = 10, to znaczy,

że n = a9 · 109, k = a9 · 109. Pozostałe cyfry stają się zerami, bo inaczej

przekroczylibyśmy w sumie 1010. Wtedy oczywiście n jest podzielne przez

10, ponieważ a0 = 0.

Ciekawszy jest więc przypadek, gdy a9 + a9 < 10. Ile może wtedy wynosić

ta suma? Okazuje się, że tylko 9. Aby się o tym przekonać, należy spojrzeć

znowu na dodawanie pisemne naszkicowane wyżej. Zaczynając od początku:

a0 + a0 to suma dwóch cyfr jedności - a więc liczba nie większa niż 18.

Zatem ’w pamięci’ do następnego dodawania możemy przenieść maksymalnie

1. Teraz: a1 + a1 to także maksymalnie 18. Dodając do tego ewentualnie 1 z

dodawania a0+a0, dostajemy maksymalnie 19. Zatem do dodawania a2+a2
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przejdzie max 1, itd... W żadnym fragmencie dodawania nie przeniesiemy ’w

pamięci’ liczby 2, a więc także a8+a8+1 < 19. Zatem w ostatnim z dodawań,

jakie wykonujemy przy tym działaniu pisemnym jest a9+ a9 lub a9+ a9+ 1.

Pierwszą możliwość omówiliśmy wyżej. Druga daje nam dokładnie tyle, że

a9 + a9 = 9. Co wtedy? Zauważmy, że teraz:

a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

+ a8 a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

← n− a9 · 109

← k − a9 · 109

← 1010 − 9 · 109 = 109

Tutaj całe rozumowanie startuje od nowa: znowu będzie tak, że albo a8+a8 =

10 i wtedy pozostałe cyfry są zerami (co daje podzielność n i k przez 10, bo

znowu a0 = 0), lub a8 + a8 = 9. Wtedy zaś mamy:

a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

+ a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

← n− a9 · 109 − a8 · 108

← k − a9 · 109 − a8 · 108

← 1010 − 9 · 109 − 9 · 108 = 108

I tak dalej... Po drodze albo dostajemy podzielność przez 10, albo dochodzi-

my do przypadku: a1 + a1 = 9 i dostajemy a0 + a0 = 10. Jeżeli rzeczywiście

doszliśmy do tego przypadku, to oznacza, że wcześniej mieliśmy: a9+a9 = 9,

a8 + a8 = 9, a7 + a7 = 9, a6 + a6 = 9, a5 + a5 = 9, a4 + a4 = 9, a3 + a3 = 9,

a2 + a2 = 9, a1 + a1 = 9. Suma dwóch liczba jest nieparzysta wtedy i tylko

wtedy, gdy jedna z liczb jest parzysta, druga zaś nieparzysta. W dodawaniu

a0+a0 = 10 mamy wynik parzysty, a więc składniki mają tę samą parzystość.

Ma to poważne konsekwencje. Zauważmy, że liczba n oraz liczba k to liczby

powstałe przez przestawianie cyfr. Zatem jeśli n miała jakąś ilość parzystych

cyfr, to k musi mieć tyle samo parzystych cyfr. Tutaj jednak tak nie jest. W

dodawaniach powyżej bierze udział 9 cyfr nieparzystych, 9 cyfr parzystych

oraz dwie cyfry tej samej parzystości. Oznacza to, że jedna z liczb n, k ma

albo więcej liczb nieparzystych, albo parzystych. Zatem w szczególności, licz-

by n i k mają różne cyfry, co daje sprzeczność z założeniem, że wszystkie

wyniki dodawania pisemnego pokazanego wyżej są 9, poza pierwszym, który

jest 10.
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2. Dzielimy nierówność stronami przez a2b2c2, a dalej mnożymy przez 9. Do-

stajemy: (
a

b
+
b

c
+
c

a

)2
+
(
b

a
+
c

b
+
a

c

)2
 18.

Rozwijając kwadraty po lewej stronie, otrzymujemy:

a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
+ 2 · a

c
+ 2 · b

a
+ 2 · c

b
+
b2

a2
+
a2

c2
+
c2

b2
+ 2 · c

a
+ 2 · a

b
+ 2 · b

c
 18.

Wystarczy teraz przypomnieć sobie, że dla dowolnych dodatnich x, y mamy

nierówność4: x
y + y

x  2 i zastosować ją dziewięciokrotnie powyżej.

3. Wiadomo, że jeżeli opuścimy wysokość na przeciwprostokątną trójkąta pro-

stokątnego, to jej długość wynosi
√
ab, gdzie a, b – długości przyprostokąt-

nych (wynika to natychmiast z podobieństwa trójkątów). W pierwszym kroku

konstruujemy więc trójkąt prostokątny o przyprostokątnych a, b oraz wyso-

kość, opuszczoną z wierzchołka kąta prostego. Przyjmijmy, że długość boku

poszukiwanego trójkąta równobocznego to x. Wtedy:

(√
ab
)2

=
x2
√

3
4
⇒ x2 =

(
2
√
ab
)
·

(
2
√

3 ·
√
ab

3

)
⇒ x =

√√√√(2
√
ab
)
·

(
2
√

3 ·
√
ab

3

)
.

Widzimy zatem, że jeśli skonstruujemy trójkąt prostokątny o przyprostokąt-

nych długości 2
√
ab oraz 2

√
3·
√
ab

3 , wówczas jego wysokość będzie bokiem szu-

kanego trójkąta równobocznego. Pierwszą przyprostokątną już mamy. Drugą

można dostać jako średnicę okręgu opisanego na trójkącie równobocznym o

boku długości
√
ab. Zatem mamy algorytm konstrukcji odcinka o długości x.

Stąd już dostajemy sam trójkąt równoboczny o polu równym ab.

4. Chcemy pokazać, że istnieją trzy takie wiersze, w których trzy miejsca za-

wierają te same elementy (a więc 1 lub -1). W każdym wierszu muszą być co

najmniej 3 jedynki albo co najmniej 3 egzemplarze -1. Tam, gdzie jest więcej

jedynek bierzemy pewne trzy i patrzymy na ile sposobów można je rozstawić

w pięcioelementowym wierszu. Łatwo policzyć, że jest 10 takich sposobów.

Podobnie w wierszach z przewagą elementów ujemnych, biorąc pewne 3 z

4Patrz: rozwiązanie zadania 4. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół podstawowych

i gimnazjów.
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nich, mam dokładnie 10 możliwości rozstawienia ich w wierszu. Ostatecznie,

mamy 20 różnych możliwości rozstawienia 3 jedynek albo 3 egzemplarzy -1 w

wierszu. Inaczej: w każdym wierszu zachodzi jedna z 20 konfiguracji. Zatem

w 41 wierszach, trzy z nich muszą się powtórzyć. Oznacza to, że w trzech

wierszach, na trzech określonych miejscach będą stały same 1 lub same -1.

To dokładnie to samo, co powiedzieć, że na przecięciu pewnych 3 wierszy i

3 kolumn są takie same elementy.

5. Niech punkty podziału na boku AB to K, L; na boku BC to M, N; oraz na

boku CA to P, Q. Wówczas widzimy, że:

m

2m+ n
=
|AK|
|AB|

=
|AQ|
|AC|

=
|BL|
|AB|

=
|BM |
|BC|

=
|CP |
|AC|

=
|CN |
|BC|

.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy:QK||BC, LM ||CA, PN ||AB.

Zatem trójkąty ABC,AKQ,LBM,PNC są podobne, a skala podobieństwa

to m
2m+n . Jak wiadomo, stosunek pól figur podobnych jest równy kwadra-

towi skali podobieństwa. Stąd pola trójkątów AKQ,LBM,PNC są równe i

wynoszą m2

(2m+n)2 · S. Stąd pole sześciokąta wynosi:

S − m2

(2m+ n)2
· S = S · (m+ n)(3m+ n)

(2m+ n)2
.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Pokażemy, że dla liczby pierwszej p oraz liczby całkowitej dodatniej k, mamy

φ(pk) = pk − pk − 1. Liczby względnie pierwsze z pk i mniejsze od niej, to

liczby, które nie dzielą się przez p. Ale wszystkie liczby dzielące się przez p są

postaci: ps, gdzie 1 ¬ s ¬ pk−1. Jest ich dokładnie pk−1. Wszystkie pozostałe

są względnie pierwsze z pk, co pokazuje prawdziwość anonsowanego wyżej

wzoru. Możemy teraz obliczyć sumę:

k−1∑
i=1

φ(pi) = p− 1 + p2 − p+ p3 − p2 + . . .+ pk−1 − pk−2 = pk−1 − 1.

Skoro k jest liczbą pierwszą oraz NWD(p.k) = 1, to na mocy Małego Twier-

dzenia Fermata pk−1 = 1 mod k. Stąd k jest dzielnikiem pk−1− 1, co kończy

dowód.
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2. Nietrudno zauważyć, że ciąg

x1 = x2 = . . . = xi−1 = xi+1 = . . . = xn = 0, xi = 1, i ∈ {1, 2, . . . , n}

jest rozwiązaniem rozważanego układu równan. Pokażemy, że nie ma innych

rozwiązań. Załóżmy, że jednak istnieje pewne rozwiązanie (x1, x2, . . . , xn).

Wtedy xi ∈ [0, 1], i ∈ {1, 2, . . . , n}. Wynika stąd, że:

2 = (1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn) 

1 +
n∑
i=1

xi +
∑

1¬l<j¬n

xlxj 

1 +
n∑
i=1

xki +
∑

1¬l<j¬n

xjxl = 2 +
∑

1¬l<j¬n

xjxl.

Stąd
∑

1¬l<j¬n
xjxl = 0, co wobec nieujemności xi oznacza, ze co najwyżej

jedna z liczb x1, x2, . . . , xn jest różna od 0 (bardziej szczegółowe wyjaśnienie

w rozwiązaniu zad. 6 eliminacji VII Turnieju w kat. uczniów szkół średnich).

Stąd już natychmiast wynika, że jedynie ciąg wskazany na początku rozwią-

zania spełnia rozważany układ równań (dla ust. n, k).

3. Niech γ będzie tym kątem, który ma największą miarę wśród α, β, γ (natu-

ralnie mniejszą niż 180◦). Wówczas mamy ciąg implikacji:

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ = 2⇒

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ = sin2 α+ sin2 β + cos2 α+ cos2 β ⇒

sin2 γ = cos2 α+ cos2 β ⇒

sin2(π − α− β) = cos2 α+ cos2 β ⇒

sin2(α+ β) = cos2 α+ cos2 β ⇒

(sinα cosβ + cosα sinβ)2 = cos2 α+ cos2 β ⇒

sin2 α cos2 β + cos2 α sin2 β + 2 sinα cosβ cosα sinβ = cos2 α+ cos2 β ⇒

2 sinα cosβ cosα sinβ = cos2 α
(
1− sin2 β

)
+ cos2 β

(
1− sin2 α

)
⇒

2 sinα cosβ cosα sinβ = 2 cos2 β cos2 α.

Skoro α, β ∈
(
0, α2

)
, to mamy:

sinα sinβ = cosβ cosα⇒ tanα = cotβ ⇒ α =
π

2
− β.



174 Turniej matematyczny w 2004 r.

Zatem γ = π
2 .

4. Zauważmy, że |CD| = |BD| = x. Korzystamy z twierdzenia Ptolemeusza i

mamy:

|AD|·|BC| = |AB|·|CD|+|AC|·|BD| = x(|AB|+|AC|)⇒ |AD| = x(|AB|+ |AC|)
|BC|

.

Niech ]DAC = ]DAB = α. Wtedy |AB| = |BK|
sinα . Podobnie |AC| = |CL|

sinα .

Wstawiamy te informacje i widzimy, że:

|AD| = x(|BK|+ |CL|)
sinα · |BC|

.

Aby udowodnić, że |AD|  |BK|+|CL| wystarczy więc pokazać, że: x
sinα|BC| 

1. Z twierdzenia sinusów x
sinα = 2R, gdzie R – promień okręgu opisanego na

trójkącie ABC. Tymczasem jest oczywiste, że 2R
|BC|  1, bo BC jest cięciwą

okręgu o promieniu R.

5. BRAK
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2.8 Turniej matematyczny w 2005 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Zauważmy, że:

x2+2y2−3xy = 0⇔ x2−y2+3y2−3xy = 0⇔ (x−y)(x+y)+3y(y−x) = 0⇔ (x−y)(x−2y) = 0.

Zatem x = y lub y = x
2 . Geometrycznie oznacza to, że zbiór punktów na

płaszczyźnie spełniający początkowe równanie stanowią dwie proste o rów-

naniach: y = x, y = x
2 .

2. Zauważmy, że:

x4 + y2

x2
+
y4 + x2

y2
= x2 + y2 +

x2

y2
+
y2

x2
.

Dla dowolnych liczb dodatnich a, b mamy nierówność5 a
b + b

a  2. Zatem:

x4 + y2

x2
+
y4 + x2

y2
− 2(x+ y)  x2 + y2 − 2(x+ y) + 2.

Do zakończenia dowodu wystarczy uzasadnić, że prawa strona powyższej nie-

równości jest większa lub równa 0. To wynika jednak ze wzorów skróconego

mnożenia:

x2 + y2 − 2(x+ y) + 2 = x2 − 2x+ 1 + y2 − 2y+ 1 = (x− 1)2 + (y− 1)2  0.

3. Spójrzmy na schematyczny rysunek całej sytuacji:

�
�
�
�
�

T
T
T
T
T

"
"
"
""

b
b

b
bb

&%
'$
�
�
T
T

A B

C

O

P Q

Niech P, Q będą punktami przecięcia okręgu opisanego w treści zadania z

bokiem AB. Wiemy wtedy, że |AP | = |PQ| = |QB|. Aby móc policzyć pole

5Patrz: rozwiązanie zadania 4. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół podstawowych

i gimnazjów.
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obszaru trójkąta znajdujące się poza obszarem koła, musimy najpierw po-

liczyć promień tego koła, a więc jedną z odległości |OP | = |OQ|. Niech S

będzie środkiem odcinka PQ. Jest to dokładnie ten punkt, w którym wyso-

kość trójkąta równobocznego ABC spotyka się z bokiem AB. Zatem trójkąt

OSP jest prostokątny. Wiemy, że |PS| = 1
2 |PQ| = 1

6 |AB|. Długość odcin-

ka SO to
√
3
6 długości boku trójkąta ABC. Istotnie, trójkąty BCS i OBS są

podobne, zatem korzystając ze znanych faktów o trójkącie równobocznym

mamy:

|CS|
|SB|

=
|BS|
|OS|

⇔

√
3
2 · |AB|
1
2 · |AB|

=
1
2 · |AB|
|OS|

⇔ |OS| =
√

3
6
· |AB|.

Zatem z twierdzenia Pitagorasa:

|OP | =

√√√√(1
6
· |AB|

)2
+

(√
3

6
· |AB|

)2
=

1
3
· |AB|.

Pokazaliśmy zatem, że trójkąt OPQ jest równoboczny, a więc kąt ]POQ =

60◦. Widać więc, że pole szukanej figury to pole trójkąta ABC pomniejszone

o 3 trójkąciki o polach równych polu trójkąta POQ oraz pomniejszone jeszcze

o sumę pól 3 wycinków koła, z których każde ma miarę 16 pola tegoż koła

(kąt środkowy przy każdym z nich to, jak łatwo się przekonać, 60◦). Pole

trójkąta PQR to 19 pola trójkąta ABC (stosunek pól figur podobnych równy

jest kwadratowi skali ich podobieństwa). Pole koła o środku w punkcie O to

π · |AB|
2

9 . Ostatecznie pole szukanej figury wynosi:

|AB|2 ·
√

3
4

− 3 · 1
9
· |AB|

2 ·
√

3
4

− 3 · 1
6
· π · |AB|

2

9
=
|AB|2

9

(
2
√

3− π

2

)
.

4. Są dwie możliwości rozwiązania tego zadania; w zależności od znajomości

zasad piłkarskich:

• Jeżeli założymy zgodność z zasadami rozgrywania konkursu rzutów kar-

nych, wówczas musimy wziąć pod uwagę fakt, że w fazie zasadniczej jest

5 serii strzałów i szósta jest rozgrywana wtedy i tylko wtedy, gdy po pię-

ciu seriach był remis. W takiej sytuacji nie jest możliwe, by po sześciu

seriach Polska wygrała 4 – 2. Zatem odpowiedź brzmi: 0 możliwości6.
6W pierwotnym założeniu autora tego zadania, właśnie te rozwiązanie miało być jedynym
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• Jeżeli nie przejmujemy się zasadami panującymi w świecie futbolu,

wówczas spróbujmy stwierdzić, na ile sposobów Polska mogła zdobyć

4 bramki, oraz na ile sposobów Brazylia mogła zdobyć 2. Iloczyn otrzy-

manych wyników będzie rozwiązaniem zadania (można by powiedzieć,

że wbrew zasadom piłkarskim rozgrywamy 6 serii rzutów karnych i kon-

kursu nie przerywamy wcześniej niezależnie od jego przebiegu7). Za-

uważmy, że zachodzi wówczas ciekawe zjawisko: liczba sposobów zdoby-

cia przez Polskę czterech bramek równa jest liczbie sposobów zdobycia

przez Brazylię dwóch bramek (przy założeniu, że było 6 serii). Istotnie,

tyle jest sposobów zdobycia dokładnie czterech bramek, co sposobów na

nie trafienie dokładnie 2 razy. Matematycznie rzecz ujmując mamy tu na

myśli to, że rozkładamy liczbę naturalną n na k jedynek i n−k zer, przy

czym kolejność składników ma znaczenie. Na każdy sposób rozmieszcze-

nia jedynek w tej sumie, przypada jeden sposób rozmieszczenia w niej

zer. Po „piłkarsku”: jeżeli wiemy kiedy nie strzelono bramek, wiemy

też kiedy je strzelono. Przejdźmy do samego obliczenia: jeżeli pierwsze

pudło miało miejsce przy pierwszym strzale, to mamy 5 możliwości dla

drugiego pudła. Jeżeli pierwsze pudło było przy drugim strzale, to pozo-

stały 4 możliwości. I tak dalej, przy czym kontrola tego kiedy nastąpiło

pierwsze pudło gwarantuje nam uzyskiwanie jedynie nowych rozwiązań.

Łącznie jest ich 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15. Jak już wspomnieliśmy, trzeba

przemnożyć liczbę opcji rozgrywania konkursu przez Polskę i Brazylię,

a więc liczba możliwości wynosi 152 = 225.

5. Gdy b = 0, wówczas łatwo widać, że równanie 17 = −a(a − 2) nie ma

całkowitych rozwiązań. Dla |b| = 1 także nie ma rozwiązań. Gdy |b| = 2,

wówczas rozwiązaniem równania 9 = (4− a)(a+ 2) jest a = 1. Niech |b| > 2.

Wtedy 17− 2b2 < 0, a zatem liczby b2 − a oraz b2 + a− 2 są różnego znaku.

dopuszczalnym uzyskanie przez uczestnika maksymalnej liczby punktów. W trakcie sprawdzania

nadesłanych rozwiązań zauważono jednak próby rozważania tego problemu w czysto kombinato-

ryczny sposób, niezależnie od reguł świata piłki. Zyskały one uznanie w oczach Jury.
7A więc nawet jeśli jeżeli jakaś drużyna zapewni sobie zwycięstwo po mniej niż 12 strzałach,

konkurs trwa do końca.
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Zauważmy też, że: (b2 − a)(b2 + a − 2) = (b2 − a)(b2 + a) − 2(b2 − a) =

b4− a2− 2b2+ 2a. Wstawiając uzyskany wynik do początkowego równania i

redukując po obydwu stronach wyrażenie −2b2 dostajemy: 17 = b4−a2+2a.

Równoważnie mamy: a2 − 2a+ 1 = b4 − 16, a więc:

16 = b4 − (a− 1)2 = (b2 − a+ 1)(b2 + a− 1).

Chcemy aby czynniki po prawej stronie były całkowite, a więc b2 − a + 1

oraz b2 + a − 1 muszą być tego samego znaku. Wiedząc jednak, że żadna z

liczb: b2 − a− 1, b2 − a, b2 + a− 1, b2 + a− 2 nie jest zerem dochodzimy do

sprzeczności ze stwierdzeniem, że b2 − a oraz b2 − a− 2 są różnych znaków.

Zatem jedyne rozwiązania początkowego równania to: (2, 1) lub (−2, 1).

6. Zauważmy, że trójkąty ABC i MLK są podobne. Istotnie, skoro |AB|
|KB| =

|BC|
|BL| = 2, to z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, że

KL ||AC. Podobnie dla pozostałych boków trójkąta MLK. Co więcej skala

podobieństwa to oczywiście 2. Stąd już wynika, że stosunek promieni okrę-

gów wpisanych w trójkąty ABC i MLK wynosi 2 : 1. Możemy to dowieść

bezpośrednio powołując się na wzór na długość promienia okręgu wpisanego:

r = S
p , gdzie p to połowa obwodu trójkąta. Wiadomo, że stosunek pól figur

podobnych to kwadrat skali podobieństwa, czyli w tym przypadku 4. Stosu-

nek połowy obwodu trójkąta ABC do połowy obwodu MLK to 2. Zatem:

rABC
rMLK

=
SABC
pABC
SMLK
pMLK

=
4
2

= 2.

7. Wiadomo, że jeżeli a, b, c są długościami tych boków trójkąta ABC, na które

opuszczone są odpowiednio wysokości h1, h2, h3, to h1 = 2S
a , h2 = 2S

b , h3 =
2S
c , r = 2S

a+b+c . Możemy zatem przepisać nierówność w postaci:

2S
a

+
2S
b

+
2S
c
 18S
a+ b+ c

.

Po uproszczeniu mamy:

1
a

+
1
b

+
1
c
 9
a+ b+ c

.
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To jest już jedynie zakamuflowana forma nierówności pomiędzy średnimi:

arytmetyczną i harmoniczną (a, b, c są dodatnie):

a+ b+ c

3
 3
1
a + 1

b + 1
c

.

Choć to znany fakt, niżej podajemy krótki dowód:

Po przemnożeniu całej hipotetycznej nierówności przez 3a + 3
b + 3

c i wymno-

żeniu nawiasów dostajemy:

(a+ b+ c)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
= 3 +

a

b
+
b

a
+
a

c
+
c

a
+
b

c
+
c

a
 9.

Wiemy jednak8, że dla x, y dodatnich zachodzi nierówność x
y + y

x  2, za-

tem teza istotnie jest prawdziwa. Nawiasem mówiąc, dokładnie taki sam jest

dowód ogólnego faktu:

Jeżeli a1, a2, . . . an są liczbami dodatnimi, to zachodzi nierówność:

a1 + a2 + . . .+ an
n

 n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

.

8. Twierdzimy, że jest to niemożliwe. Wykonajmy pewien zabieg przygotowaw-

czy. Podzielmy nasz sześcian o wymiarach 6×6×6 na 27 kostek o rozmiarze:

2× 2× 2. Każdą z nich zabarwiamy przy pomocy jednego z dwóch kolorów

– tak jednak, aby po złożeniu z nich początkowego sześcianu, kostki o tym

samym kolorze nie miały wspólnej ściany. Z boku sześcian wygląda wtedy

następująco:

@ @ @ @

@ @ @ @

@ @

@ @

@ @ @ @

@ @ @ @

8Patrz: rozwiązanie zadania 4. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół podstawowych

i gimnazjów.
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Zauważmy, że wśród kostek o wymiarach 2×2×2 przeważają kostki pewnego

koloru (jest ich wszak nieparzyście wiele). Innymi słowy - i jest to klucz do

rozwiązania - jednego koloru jest w wyjściowym sześcianie więcej niż drugie-

go. Załóżmy teraz, że udało nam się tak pokolorowany sześcian wypełnić 27

klockami o wymiarach 1×2×4. Jak mogą wyglądać klocki, w sensie naszego

kolorowania? Spójrzmy:

@ @

@ @

@ @

@ @

@ @

@ @

@ @

@ @

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

@

W każdym z tych przypadków, na pojedynczym klocku kolory rozkładają się

po równo. To jednak oznacza, że po upakowaniu 27 takich kostek w sześcianie

6 × 6 × 6 obydwa kolory byłyby reprezentowane po połowie. A wcześniej

stwierdziliśmy, że jeden z kolorów dominuje drugi! Otrzymana sprzeczność

kończy dowód9.

9. Niech A, B, C, D będą wierzchołkami tego czworościanu. Wiemy, że:

|AB|+ |BC|+ |AC| = |AB|+ |AD|+ |BD|,

|BC|+ |BD|+ |CD| = |AC|+ |AD|+ |CD|.

Po uproszczeniu powtarzających się po obydwu stronach wielkości oraz małej

manipulacji pierwszym równaniem, dostajemy:

|BC| − |BD| = |AD| − |AC|,

|BC|+ |BD| = |AD|+ |AC|.

9Warto porównać te rozumowanie z rozwiązaniem zadania 7. eliminacji IV Turnieju w kate-

gorii: uczniowie szkół średnich.
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Po dodaniu tych równości stronami dostajemy, że |BC| = |AD|. Analogicznie

dowodzimy, że dowolne dwie krawędzie nie mające wspólnych końców mają

równe długości. To kończy dowód.

10. Niech M będzie środkiem przekątnej BD. Zauważmy, że wobec równoległości

odcinków AC i EM , pola trójkątów ACE oraz ACM są równe. Istotnie,

wystarczy liczyć je jako połowę iloczynu długości podstawy AC i długości

wysokości na nią opuszczonych. Te saś są identyczne, zatem pola także. Po

dodaniu do tej równości pola trójkąta ABC widzimy, że pola czworokątów

ABCE oraz ABCM są identyczne. Tymczasem pole ABCM jest w sposób

oczywisty równe połowie pola całego czworokąta ABCD. Rzeczywiście, pole

tego ostatniego to suma pól trójkątów BCD i ABD. Pole ABCM to suma

pól ABM i BCM . Jednak skoro |BM | = 1
2 |BD|, to pole AMB jest połową

pola ABD, podobnie pole BCM jest połową pola BCD. Stąd po zsumowaniu

dwóch ostatnich informacji dostajemy tezę.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Po podniesieniu prawej strony do potęgi trzeciej, nierówność przybiera na-

stępującą postać:

a3 + b3

2
 a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

8
.

Przemnażając przez 8 i redukując wyrazy podobne dostajemy:

a3+ b3  a2b+ab2 ⇔ (a+ b)(a2−ab+ b2)  ab(a+ b)⇔ (a+ b)(a− b)2  0.

Skoro a, b > 0, to wystarczy tylko dodać, że równość zachodzi, gdy a = b.

2. Pokażemy tezę przy pomocy wzmocnionej indukcji matematycznej10. Za-

uważmy, że a2 + 1
a2 =

(
a+ 1

a

)2 − 2, oraz a3 + 1
a3 =

(
a+ 1

a

)3 − 3
(
a+ 1

a

)
.

Możemy przejść do drugiego kroku. Wykonywać go będziemy osobno dla n

parzystych i n nieparzystych (odnotujmy, że aby móc to zrobić konieczne

było przejście n = 2 i n = 3 w pierwszym kroku).
10Wzmocniona wersja indukcji tym się różni od klasycznej, że w drugim kroku wnioskujemy

prawdziwość twiedzenia T (n) dla n = k + 1 nie tylko na podstawie T (k), ale na podstawie

T (1), T (2), . . . T (k) jednocześnie.
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• Jeżeli n = 2k jest parzyste, to:

a2k+1 +
1

a2k+1
=
(
a+

1
a

)2k+1
−

k∑
i=0

(
2k + 1
i

)
a2k+1−2i −

k∑
j=0

(
2k + 1

2k + 1− j

)
a−2k−1+2j =

(
a+

1
a

)2k+1
−

k∑
i=0

(
2k + 1
i

)(
a2k+1−2i + a−2k−1+2i

)
.

Zauważmy, że wyrazy a2k+1−i + a−2k−1+i występujące w ostatniej su-

mie są, na mocy założenia indukcyjnego11, całkowite. Zatem w tym

przypadku mamy tezę.

• Jeżeli n = 2k - 1 jest nieparzyste, wówczas postępujemy analogicznie,

wskazując jedynie w rozwinięciu Newtona ten element, sumy przy któ-

rym potęga a jest zerowa:

a2k +
1
a2k

=
(
a+

1
a

)2k
−
k−1∑
i=0

(
2k
i

)
a2k−2i −

(
2k
k

)
−
k−1∑
j=0

(
2k

2k − 2j

)
a−2k+2j =

(
a+

1
a

)2k
−
k−1∑
i=0

(
2k
i

)(
a2k−2i + a−2k+2i

)
−
(

2k
k

)
.

3. Załóżmy, że n > k. Jeżeli 22
n

+ 1, 22
k

+ 1 miałyby wspólny dzielnik dodatni

m > 1, to ich różnica także by się przez m dzieliła. Wynosi ona(
22
n

+ 1
)
−
(

22
k

+ 1
)

= 22
k
(

22
n−2k − 1

)
.

Jest jasne, że m jest nieparzyste, musi więc dzielić 22
n−2k − 1. Wobec tego

także: (
22
n−2k − 1

)
+
(

22
k

+ 1
)

= 22
k
(

22
n−2k−2k + 1

)
.

Idąc dalej można pokazać, że m dzieli także:

22
n−2k−2k−2k − 1, 22

n−2k−2k−2k−2k + 1, . . .

Zauważmy, że w ten sposób, raz dodając, a raz odejmując od uzyskiwanych

wyrażeń 22
k − 1, dochodzimy powoli do konkluzji, że m dzieli:

22
n−(

l︷ ︸︸ ︷
2k + 2k + 2k + . . .+ 2k) + (−1)l, l ¬ 2n−k.

11Zobaczmy, że istotnie jest to wzmocniona wersja indukcji.
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W szczególności dla l = 2n−k dostajemy, że m dzieli 2. To jest jednak nie-

możliwe. Uzyskana sprzeczność kończy dowód.

4. Zauważmy, że dla y = −x mamy: f(f(x) − x) = f(0) + 1. Podobnie dla

x = y = 0 mamy f(f(0)) = f(0) + 1. Skoro funkcja jest ściśle rosnąca, to w

szczególności jest różnowartościowa. Stąd dla każdego x ∈ R mamy f(0) =

f(x) − x. Zatem f jest funkcją postaci f(x) = f(0) + x. Wyznaczmy f(0).

Zgodnie z drugą z poczynionych obserwacji f(f(0)) = f(0) + f(0) = f(0) +

1. Stąd f(0) = 1. Ostatecznie jedyna funkcja czyniąca zadość warunkom

zadania to f(x) = x+ 1.

5. Przeprowadzimy dowód indukcyjny.

• Krok pierwszy. Niech a1
b1
¬ a2

b2
, b1, b2 > 0. Chcemy wykazać, że:

a1
b1
¬ a1 + a2
b1 + b2

¬ b1
b2
.

Zajmijmy się nierównością po lewej, drugą dowodzi się analogicznie. Po

wymnożeniu przez b1(b1 + b2) (zauważmy, że skoro są one dodatnie,

to znak nierówności nie ulega zmianie – podobnie będzie w kolejnych

operacjach, o czym nie będziemy już wprost wspominać) dostajemy:

a1(b1 + b2) ¬ b1(a1 + a2)⇔ a1b2 ¬ b1a2 ⇔
a1
a2
¬ a2
b2
.

Pierwszy krok jest zatem zakończony.

• Załóżmy, że teza jest prawdziwa dla n = k. Przyjmijmy dodatkowo, że

po ewentualnym przenumerowaniu mamy: a1
b1
¬ a2

b2
¬ . . . ¬ ak

bk
. Innymi

słowy, w założeniu:

a1
b1
¬ a1 + a2 + . . .+ ak

b1 + b2 + . . .+ bk
¬ ak
bk
.

Wprowadzamy na scenę ułamek ak+1
bk+1

. Mogą zajść następujące przypad-

ki:
ak+1
bk+1

¬ a1
b1
,

a1
b1
¬ ak+1
bk+1

¬ ak
bk
,

ak
bk
¬ ak+1
bk+1

.

Nie będziemy rozpatrywali ich wszystkich. Rozumowanie, które przed-

stawimy w pierwszym z nich przenosi się w sposób mechaniczny na
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pozostałe. Niech więc: ak+1
bk+1

¬ a1
b1

. Chcemy pokazać, że:

ak+1
bk+1

¬ a1 + a2 + . . .+ ak + ak+1
b1 + b2 + . . .+ bk + bk+1

¬ ak
bk
.

Zacznijmy od lewej nierówności. Wymnażamy stronami przez bk+1(b1+

b2 + . . .+ bk + bk+1). Dalej redukujemy wyrazy podobne dochodząc do

następującej postaci:

ak+1(b1+b2+. . .+bk) ¬ bk+1(a1+a2+. . .+ak)⇔ ak+1
bk+1

¬ a1 + a2 + . . .+ ak
b1 + b2 + . . .+ bk

.

Ostatnia nierówność jest oczywiście prawdziwa z założenia indukcyjne-

go. W ten sam sposób radzimy sobie z prawą stroną oraz pozostałymi

przypadkami. To kończy drugi krok i cały dowód.

6. Eliminujemy zmienną „z” w drugim równaniu12. Wówczas przybiera ono for-

mę y3 = y
4 , co oznacza, że:

y = 0 ∨ y =
1
2
∨ y = −1

2
.

Wtedy pierwsza równość może mieć jedną z trzech postaci:

0 = x ∨ 1 + x2

2
= x ∨ −1 + x2

2
= x.

Rozwiązania tych równań pozwalają określić możliwe postaci par (x, y):

(0, 0) ∨
(

1,
1
2

)
∨

(
−1,−1

2

)
.

Trzecie równanie może wobec tego przyjąć jedną z następujących postaci:

|3z − 5| = 1 ∨ |3z − 5| = 0 ∨ |3z − 5| = 2.

Te już łatwo rozwiązujemy dostając następujące trójki (x, y, z) spełniające

cały układ równań:

(0, 0, 3) ∨
(

0, 0,
4
3

)
∨

(
1,

1
2
,

5
3

)
∨

(
−1,−1

2
,

7
3

)
∨

(
−1,−1

2
, 1
)
.

12Przy rozwiązaniu tego zadania warto poczynić pewną historyczną dygresję. Jak widać treść

drugiego z równań wygląda cokolwiek podejrzanie, zważywszy na obecność zmiennej z po obydwu

stronach równania (filozoficznie rzecz biorąc kłóci się to z zasadą brzytwy Ockhama). Zauważono

to już podczas eliminacji, postanowiono jednak nic w treści nie zmieniać.
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7. Patrz: rozwiązanie zadania 6. z eliminacji VII Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

8. Patrz: rozwiązanie zadania 10. z eliminacji VIII Turnieju w kategorii: ucznio-

wie gimnazjów.

9. Patrz: rozwiązanie zadania 9. z eliminacji VIII Turnieju w kategorii: ucznio-

wie gimnazjów.

10. Patrz: rozwiązanie zadania 8. z eliminacji VIII Turnieju w kategorii: ucznio-

wie gimnazjów.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Sposób 1

Musimy udowodnić osobno podzielność przez 4 i przez 11. Zacznijmy od

podzielności przez 4. Zauważmy, że:

1919 + 6969 = (4 · 5− 1)19 + (4 · 17 + 1)69.

Jak wywnioskować stąd podzielność przez 4? Gdybyśmy zabrali się za praco-

wite wymnażanie przez siebie 19 nawiasów postaci (4 ·5−1) dostawalibyśmy

niemal nieustannie wyrażenia podzielne przez 4. Tak naprawdę tylko (−1)19

pozostałoby składnikiem powstałej sumy, wolnym od tego problemu. Podob-

nie wymnażając nawiasy postaci (4 · 17 + 1) dostajemy sumę, w której jedy-

nym składnikiem niepodzielnym przez 4 jest 1. Stąd po dodaniu dostajemy

element podzielny przez 4.

Skąd natomiast bierze się podzielność przez 11? Zauważmy, że:

1919 + 6969 = (22− 3)19 + (66 + 3)19.

Podobnie jak poprzednio stwierdzamy, że należy upewnić się czy liczba (−3)19+

369 jest podzielna przez 11 (wszystkie inne składniki po wymnożeniu nawia-

sów są już podzielne przez 11). Można teraz zauważyć, że 32 = 11 − 2 i

kontynuować to rozumowanie, albo zauważyć, że 35 = 243 = (11 · 22 + 1).

W ten sposób (−3)19 + 369 = (−3)4 · (242 + 1)3 + 34(242 + 1)13. Wyrażenie
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(242 + 1) podniesione do dowolnej naturalnej potęgi daje resztę 1 z dzielenia

przez 11 (i znowu argument z wymnażaniem...). Ostatecznie (−3)19 + 369

daje resztę (−3)4 + 34 = 0. To kończy dowód.

Sposób 2 (Dla znających kongruencje13)

Podzielność przez 4. Wiemy, że 19 = −1 mod 4. Stąd 1919 = (−1)19 =

−1 mod 4. Tymczasem 69 = 1 mod 4. Zatem 6969 = 1 mod 4. Ostatecznie

1919 + 6969 = −1 + 1 = 0 mod 4.

Podzielność przez 11. 19 = −3 mod 11. Tymczasem 69 = 3 mod 11. Chcemy

więc pokazać, że (−3)19 + 369 = 0 mod 11. Jednak

(−3)19 + 369 = (−3) · 99 + 3 · 934

= (−3) · (−2)9 + 3 · (−2)34

= (−3) · (−32) · (16) + 3 · 16 · (−32)6

= − 3 · 16 + 3 · 16 = 0 mod 11.

2. Zauważmy, że korzystając ze wzorów skróconego mnożenia dostajemy:

12 − 22 + 32 + . . . − 1002 + 1012 = 1 +
(
32 − 22

)
+

(
52 − 42

)
+ . . . +

(
1012 − 1002

)
= 1 + 5 + 9 + . . . + 201

Dostaliśmy zatem sumę, w której każdy kolejny składnik jest o 4 większy o

poprzedniego. Możemy ją obliczyć stosując następujący trik:

1 + 5 + 9 + . . . + 201

201 + 197 + 193 + . . . + 1

Nietrudno się przekonać, że skoro 4 · 50 + 1 = 201, to nasza suma ma 51

składników. Jeżeli przypatrzymy się bliżej kolumnom wypisanej wyżej tabeli,

wówczas okaże się, że suma elementów znajdujących się w każdej z nich

wynosi 202. Zatem 51 · 202 = 10302 jest sumą elementów w całej tabelce.

Ona tymczasem składała się z dwóch egzemplarzy tej samej, poszukiwanej

przez nas sumy. Zatem wynosi ona 5151.

13Rozumowanie to jest właściwie bardziej technicznym sposobem wypowiedzi zaprezentowanej

w sposobie 1.
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3. Niech ABCDEF będzie sześciokątem foremnym wpisanym w okrąg o środku

O. Wówczas przekątne główne (między przeciwległymi wierzchołkami) ABC-

DEF dzielą koło o promieniu 1 na 6 przystających obszarów. Zauważmy, że

w każdym z nich odległość dowolnych dwóch punktów wynosi co najwyżej 1.

Wynika to z tego, że przekątne główne przecinają się pod kątem 60 stopni, a

więc bok sześciokąta ma również długość 1. Jeżeli teraz zastanowimy się nad

7 punktami zaznaczonymi w okręgu widzimy, że co najmniej dwa musiały

trafić do jednego z sześciu obszarów. A zatem ich odległość jest nie większa

niż 1.

4. Zauważmy, że wobec warunku abc = 1 mamy:(
1
a

+
1
b

+ c

)(
1
b

+
1
c

+ a

)(
1
c

+
1
a

+ b

)
= (bc+ ac+ c)(ac+ ab+ a)(bc+ ab+ b)

= abc(a+ b+ 1)(c+ b+ 1)(c+ a+ 1)

= (a+ b+ 1)(c+ b+ 1)(c+ a+ 1).

Skorzystamy teraz ze znanej nierówności pomiędzy średnią arytmetyczną

i geometryczną14: dla dowolnych x, y, z nieujemnych zachodzi: x+y+z
3 

3
√
xyz. Równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z. W naszym

przypadku kończy to dowód, ponieważ:

3
√

(a+ b+ 1)(c+ b+ 1)(c+ a+ 1) ¬ (a+ b+ 1) + (c+ b+ 1) + (c+ a+ 1)
3

=
2a+ 2b+ 2c

3
+1.

Równość mamy, gdy a+ b+ 1 = c+ b+ 1 = c+ a+ 1⇔ a = b = c = 1.

5. Niech E, F będą odpowiednio środkami odcinków AP i BP . Wówczas jeśli

DE i DF są środkowymi trójkąta APB, to czworokąt DFPE jest rów-

noległobokiem, zaś z trójkątów prostokątnych APM i BPL otrzymujemy:

|ME| = 1
2 |AP | = |DF | oraz |LF | = 1

2 |BP | = |DE|. Stąd:

]PEM = 2]EAM = 2]FBL, ]PED = ]PFD.

Zatem trójkąty DEM i DFL są przystające na mocy cechy bkb, o ile

]PEM + ]PED = ]PFL + ]PFD < 180◦. Wtedy mamy tezę. Jeże-

14Nie dowodzimy jej tutaj, ponieważ jest to szczególna postać ogólniejszego faktu.
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li suma tych kątów wynosi 180 stopni, wówczas: |DM | = |ME| + |DE| =

|DF |+ |LF | = |DL|.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Zauważmy, że f(0 + 0) = f(0) + f(0) + 1⇒ f(0) = −1. Skoro x+ (−x) = 0,

to:

(a) f(x+ (−x)) = f(0) = −1, dla każdego x ∈ R,

(b) f(x+(−x)) = f(x)+f(−x)−2x2(2x2−3x2+2x2)+1 = f(x)+f(−x)−

2x4 + 1.

Z (a), (b) otrzymujemy równość f(x) + f(−x)− 2x4 + 1 = −1, dla każdego

x ∈ R. Skoro f jest funkcją parzystą, to możemy ją przepisać w postaci:

2f(x) = 2x4 − 2, czyli f(x) = x4 − 1.

2. Ustalmy n ∈ N i rozpatrzmy n3 par (x, y) utworzonych przez 1 ¬ x ¬ n oraz

1 ¬ y ¬ n. Każda z tych par jest rozwiązaniem pewnego równania postaci:

(?)
[
x 3
√
x
]

+ [y 3
√
y] = a, gdzie 1 < a ¬ 2

[
n 3
√
n
]
.

Gdyby dla każdego a równanie (?) miało mniej niż 2005 rozwiązań, to za-

chodziłoby:

2n 3
√
n · 2005  2

[
n 3
√
n
]
· 2005  n2.

Zatem 2·2005  n 23 . Dla odpowiednio dużych n otrzymalibyśmy sprzeczność.

Zatem istnieje liczba c spełniająca warunki zadania.

3. Korzystając z równości Cauchy’ego dla następujących n(n+1)
2 liczb:

1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, . . . , n, n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
n

,
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oraz z faktu, że 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , mamy:

11 · 22 · 33 · . . . · nn ¬


1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + . . .+ n+ n+ . . .+ n︸ ︷︷ ︸

n

n(n+1)
2


n(n+1)
2

=

=

(
n(n+1)(2n+1)

6
n(n+1)
2

)n(n+1)
2

=

=
(

2n+ 1
3

)n(n+1)
2

.

4. Niech K = AI ∩ BJ oraz punkty M,N,Q będą rzutami prostokątnymi od-

powiednio punktów I, J,K na prostą AB. Wówczas:

|MQ| = |AQ|−|AM | = 1
2

(|AB|+|AC|−|BC|)−1
2

(|AD|+|AC|−|CD|) =
1
2

(|BD|+|CD|−|BC|) = |DN |.

Z podobieństwa trójkątów prostokątnych IMD oraz DNJ oraz z równości

powyżej wynika, że trójkąty IMQ oraz QNJ są podobne. Zatem uzyskujemy

]IQJ = 90◦ − ]IDJ, z czego wynika, że punkty I, J,D,Q leżą na jednym

okręgu. Stąd S = Q. Wystarczy zauważyć, że |AQ|+ |BC| = |BQ|+ |AC|.

5. Niech P,Q będą punktami leżącymi na przedłużeniach krawędzi AD i AC,

tak, aby |AQ| = |AP | = |AB|. Rozważmy kwadrat APRQ, a w nim trój-

kąty RCD,RCQ,RDP. Trójkąty RDP i RQC są przystające odpowiednio

do trójkątów BAC i BAD. Stąd trójkąt RCD jest przystający do trójkąta

BDC. Zatem:

]CBA+ ]ABD + ]CBD = ]DRP + ]QRC + ]CRD = 90◦.
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2.9 Turniej matematyczny w 2006 r. - BRAK EL,

FL

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Patrz: rozwiązanie zadania 1. z finału VIII Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

2. Mamy ciąg następujących równoważności:

1
1 + x

+
1

1 + y
¬ 2

1 +
√
xy
⇔

1 + y

(1 + x)(1 + y)
+

1 + x

(1 + y)(1 + x)
¬ 2

1 +
√
xy
⇔

2 + x+ y

(1 + x)(1 + y)
¬ 2

1 +
√
xy
⇔

(2 + x+ y)(1 +
√
xy) ¬ 2(1 + x)(1 + y)⇔

2 + 2
√
xy + x+ x

√
xy + y + y

√
xy ¬ 2 + 2x+ 2y + 2xy ⇔

2
√
xy + x

√
xy + y

√
xy ¬x+ y + 2

√
xy ⇔

0 ¬ (x− 2
√
xy + y) + 2xy −√xy(x+ y)⇔

0 ¬ (
√
x−√y)2 −√xy(

√
x−√y)2 ⇔

0 ¬ (1−√xy)(
√
x−√y)2.

Zauważmy, że skoro x, y są z przedziału [0, 1], to
√
xy też. Zatem każdy z

czynników iloczynu po prawej stronie nierówności jest nieujemny, co kończy

dowód.

3. Poszukujemy cyfr x, y, z, t. Zastępując zapis dziesiętny równaniem zawiera-

jącym potęgi 10, mamy:

x · 105 + y · 104 + z · 103 + t · 102 + z · 101 + y+

z · 105 + y · 104 + x · 103 + y · 102 + z · 101 + t =

y · 105 + x · 104 + y · 103 + z · 102 + t · 101 + z.

Gdy dodajemy liczby pisemnie zdarza się czasem, że wynik dodawania kolej-

nych cyfr jest większy od 9 i musimy „przenosić” coś do kolejnego dodawa-
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nia. Zauważmy jednak, że gdy dodajemy dwie liczby, nigdy nie „przenosimy”

więcej niż 1. Istotnie, począwszy dodawanie od cyfr jedności, możemy mieć

maksymalnie 9 + 9 = 18. Jedynka przechodzi dalej. Dodając cyfry dziesiątek

znów mamy nie więcej niż 9 + 9 plus dodatkowe 1 z poprzedniego działa-

nia. Maksymalnie więc 19. Dalej tak samo. Oznacza to, że patrząc na wynik

dodawania dwóch liczb z punktu widzenia cyfr stojących przy odpowiedniej

potędze 10, cyfra w wyniku jest równa sumie cyfr stojących przy tej potędze

w składnikach, jest tej sumy o 1 większa, lub też jest równa 0 (np. w wyniku

dodawania 5 + 5).

Wypada nam założyć, że x, z, y są niezerowe, a więc działamy rzeczywiście

na liczbach sześciocyfrowych15. Patrząc na cyfry przy najwyższej potędze

widzimy, że x + z = y lub x + z + 1 = y. Poczyńmy trzy cenne obserwacje:

x+z < 10, x < y, z < y. Z drugiej strony przy dodawaniu cyfr jedności mamy

y + t. Zauważmy, że y + t 6= z, w przeciwnym bowiem razie y ¬ z, co stoi

w sprzeczności z trzecią obserwacją. Stąd także przy dodawaniu cyfr setek

również mamy wynik nie większy od 9. Jednak y + y 6= x. To kłóciłoby się z

drugą obserwacją. Zatem także do dodawania cyfr przy najwyższej potędze

musi przez 1 z poprzedniego działania (ale jak pokazaliśmy wyżej - nie więcej

niż 1). Zatem rozstrzygnęliśmy, że poszczególne dodawania mają postać:

Przy cyfrach setek tysięcy: x+ z + 1 = y

Przy cyfrach dziesiątek tysięcy: y + y = 10 + x

Przy cyfrach tysięcy: z + x+ 1 = y

Przy cyfrach setek: t+ y = 10 + z

Przy cyfrach dziesiątek: z + z + 1 = t

Przy cyfrach jedności: y + t = 10 + z

15Oczywiście można rozwiązywać zadanie bez tego założenia, ale nie wprowadzi to do rozumo-

wań nic nowego, a tylko znacznie je wydłuży.
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Innymi słowy dostajemy układ równań:

x+ z + 1 = y

2y = 10 + x

t+ y = 10 + z

2z + 1 = t

Spełniają go czwórki cyfr: (x, y, z, t) postaci: (6, 8, 1, 3), (4, 7, 2, 5), (2, 6, 3, 7).

4. Zauważmy, że pole trójkąta ABC równe jest sumie pól trzech trójkątów:

APB, BPC, CPA. Zauważmy, że odległość punktu P od odcinka AB, to

wysokość trójkąta APB. Podobnie odległości punktu P od boków BC i CA

opisać można jako wysokości trójkątów BPC i CPA. Bez straty ogólności

możemy założyć, że odległość P od AB wynosi 5, odległość P od BC wynosi

12 zaś odległość P od CA wynosi 13. Stąd pole trójkąta APB to 5a2 , pole

trójkąta BPC to 12a2 , a pole trójkąta CPA wynosi 13a2 . W sumie pola te

dają pole trójkąta równobocznego ABC. Znamy także wzór ogólny na pole

trójkąta równobocznego: a2
√
3
4 . Porównujemy:

5a
2

+
12a
2

+
13a
2

=
a2
√

3
4

. Mnożymy przez 4 i dzielimy przez a (możemy, bo a > 0). Dostajemy w ten

sposób warunek 60 = a
√

3. Zatem a = 20
√

3. Stąd już łatwo wyliczymy pole

trójkąta ABC.

5. Taki trójkąt istnieje. Generalna idea jest następująca: brać jakiś bardzo „pła-

ski trójkąt”. Rozważmy na przykład trójkąt równoramienny o podstawie dłu-

gości 2000000, w którym wysokość nań opuszczona ma długość 1
1000 . Jego

pole wynosi 1000. Z twierdzenia Pitagorasa wyliczamy, że każde z ramion ma

długość:
√

10000002 + 1
1000000 ≈ 1000000. W ten sposób każda z pozostałych

dwóch wysokości ma ok. 2000
1000000 , co jest wielkością znacznie mniejszą od 1.

6. Układ ten nie ma rzeczywistych rozwiązań. Istotnie, podnieśmy pierwsze

równanie stronami do kwadratu. Mamy wówczas:

(x+ y)2 = z2 ⇔ x2 + 2xy + y2 = z2.
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W drugim równaniu mamy: xy = z2 + 1. Dokonujemy podstawienia i otrzy-

mujemy:

x2 + 2(z2 + 1) + y2 = z2 ⇔ x2 + y2 + z2 + 2 = 0.

Ostatnia równość nie może mieć jednak miejsca, ponieważ lewa strona jest

większa od 0. Zatem istotnie rozważany układ nie ma rozwiązań.

7. Załóżmy, że rozważany trójkąt ma wierzchołki A,B,C,D, przy czym AB

to jego dłuższa podstawa, CD zaś – krótsza. Łatwo zauważyć, że ]ACD =

]CAB. Zgodnie z założeniem ]CAB = ]CAD. Stąd trójkąt ACD (i ana-

logicznie trójkąt DCB) jest równoramienny. W rezultacie krótsza podstawa

trapezu ma długość 5, zaś dłuższa: 10. Możemy teraz obliczyć pole. Wystar-

czy zauważyć, że jeżeli poprowadzimy w punktów C, D odcinki prostopadłe

do AB, to podzielimy trapez na: prostokąt oraz dwa trójkąty. Te dwa trójkąty

są dwiema połówkami trójkąta równobocznego o boku 5. Wnioskujemy stąd,

że wysokość trapezu łącząca podstawy to w istocie wysokość tego trójkąta

równobocznego, a więc 5
√
3
2 . Stąd pole całego trapezu to:

5 + 10
2
· 5
√

3
2

=
75
√

3
4

.

8. Odpowiedź brzmi: nie. Niech
√√

6 +
√

6 +
√

6 + . . . = x. Wówczas x2 =
√

6+
√

6 +
√

6 + . . . Jeżeli przyjmiemy, że y =
√

6 +
√

6 + . . . wówczas y2 =

6 +
√

6 +
√

6 + . . . = 6 + y. Pozwala to wyznaczyć y, ponieważ y2 = y+ 6⇔

(y−3)(y+ 2) = 0. Jest jasne, że y > 0, więc y = 3. Stąd x2 =
√

6 + 2. Liczba√√
6 + 2 nie jest oczywiście naturalna.

9. Patrz: rozwiązanie zadania 5. z eliminacji VI Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół średnich.

10. Podzielmy prostokąt o bokach długości 2 i 3 na kwadraciki o boku 1
n (tak

jak podzielona jest tabliczka czekolady). Jest ich 6n2. Z zasady szufladkowej

Dirichleta wynika, że przynajmniej do jednego z kwadracików muszą trafić

trzy z 12n2 + 1 punktów. Istotnie, gdyby do każdego z kwadracików trafiły

co najwyżej 2 punkty, wówczas wykorzystalibyśmy co najwyżej 12n2 z nich,

czyli mniej niż mamy rzeczywiście do dyspozycji. Łatwo teraz zauważyć, że
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kwadracik o boku 1n można zawrzeć wewnątrz koła o promieniu 1n . To kończy

dowód.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Patrz: rozwiązanie zadania 9. z eliminacji IV Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół średnich.

2. Weźmy trzy kolejne liczby: 2n − 1, 2n, 2n + 1. Jedna z nich jest podzielna

przez 3 i na pewno nie jest to 2n. Zatem 2n − 1 lub 2n + 1 jest podzielna

przez 3. Skoro ma to być liczba pierwsza, to 2n − 1 = 3 lub 2n + 1 = 3. Stąd

n = 2 lub n = 1. W pierwszym z tych przypadków 2n − 1 = 3, 2n + 1 = 5,

zatem n = 2 spełnia wymogi zadania. Jeśli n = 1, to 2n − 1 = 1 nie jest

liczbą pierwszą. Ostatecznie jedyna wartość n, dla której warunki zadania są

spełnione to n = 2.

3. Wykorzystamy twierdzenie o dzieleniu z resztą: jeśli a, b są liczbami całkowi-

tymi, b 6= 0, to istnieją liczby całkowite q, r, spełniające warunki: a = qr+ b,

0 ¬ r < |b|. Niech teraz a1, a2, a3, . . . , a2006 będą liczbami całkowitymi.

Niech ri – reszta z dzielenia ai przez 2005. Zgodnie z naszym twierdzeniem

ri ∈ {0, 1, 2, . . . , 2004}. Umieśćmy w jednej szufladce te, które dają tę samą

resztę przy dzieleniu przez 2005. Ponieważ liczb jest 2006, a możliwych reszt

(szuflad) 2005, to znajdą się dwie liczby w tej samej szufladce, tj. istnieją

takie różne liczby i, j, że ai = nqi + r, bi = nqj + r. Odejmując stronami te

równości otrzymujemy równość: ai − aj = n(qi − qj). Różnica liczb ai oraz

aj jest więc podzielna przez 2005.

4. Niech styczne MN,EF,KL do okręgu wpisanego w trójkąt ABC o pod-

stawie |AC| = 12 odcinają trójkąty MBN,FCE,AKL o obwodach równych

odpowiednio p1, p2, p3. Wówczas |KM |+|NF |+|EL| = |MN |+|EF |+|KL|,

skąd:

|AB|+ |BC|+ |CA| = (|BM |+ |BN |) + (|CF |+ |CE|) + (|AK|+ |AL|) + (|KM |+ |FN |+ |EL|) =

= (|BM |+ |BF |) + (|CF |+ |CE|) + (|AK|+ |AL|) + (|MN |+ |EF |+ |KL|) =

= p1 + p2 + p3 = 48.
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Zatem |AB|+ |BC| = 36, czyli |AB| = 18.

5. Przenieśmy wszystko na lewą stronę. Otrzymamy:

a2 + b2 + 5− 2a− 4b  0⇔ (a− 1)2 + (b− 2)2  0.
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2.10 Turniej matematyczny w 2007 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Wystarczy pokazać, że suma kolejnych k pierwszych liczb nieparzystych jest

zawsze kwadratem. Dokładniej, chcemy udowodnić, że:

1 + 3 + 5 + . . .+ (2k − 1) = k2.

Istotnie, spójrzmy na następujący zabieg:

1 + 3 + 5 + . . . + 2k − 1

2k − 1 + 2k − 3 + 2k − 5 + . . . + 1

Piszemy sumę, a pod nią tę samą sumę z odwróconą kolejnością składników.

Łatwo zobaczyć, że suma elementów każdej kolumny wynosi teraz 2k. Mamy

k kolumn, zatem suma wyrazów w obydwu sumach wynosi 2k2. Jednak w

każdym wierszu mamy po jednym egzemplarzu poszukiwanej sumy. Zatem

1 + 3 + 5 + . . . + (2k − 1) = k2. Ta konkluzja wystarcza do zakończenia

rozwiązania. Istotnie, sumę 1 · 100 + 3 · 99 + 5 · 98 + . . .+ 199 · 1 można rozbić

na:

1 + 3 + 5 + . . . + 195 + 197 + 199 +

1 + 3 + 5 + . . . + 195 + 197 +

1 + 3 + 5 + . . . + 195 +

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 + 3 + 5 +

1 + 3 +

1.

Istotnie, w każdej kolumnie mamy tę samą liczbę nieparzystą 2k − 1, k =

1, 2, . . . , 100, występującą łącznie dokładnie tyle razy, ile przewiduje powyż-

sza suma, a więc 1 występuje 100 razy, 3 występuje 99 razy, 5 występuje 98

razy itd... W kolejnych wierszach mamy sumy odpowiednio: 99, 98, 97, . . . , 1

pierwszych liczb nieparzystych. Zatem sumy w kolejnych wierszach wynoszą

992, 982, 972, . . . , 12. Ostatecznie:

1 · 100 + 3 · 99 + 5 · 98 . . .+ 199 · 1 = 12 + 22 + 32 + . . . 992.
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2. Weźmy dowolną osobę A z grupy 200 osób. Załóżmy, że B jest jej znajomym.

Niech Z(A) to znajomi A, zaś Z(B) to znajomi B. Są to osoby różne od A

i B (do osób znających A nie zaliczamy samej A). Twierdzimy, że istnieje

przynajmniej jedna osoba, różna od A, B, która należy zarówno do Z(A), jak

i do Z(B). Jeżeli tak będzie, to zadanie będzie rozwiązane. Z(A) to ponad 100

osób, a więc co najmniej 101. Podobnie w przypadku Z(B). Skoro wszystkich

jest 200, to przynajmniej 2 osoby muszą należeć jednocześnie do Z(A), Z(B).

Weźmy jedną z nich i nazwijmy C. Zna ona zarówno A, jak i B. A i B też

się znają. Zatem wskazaliśmy trójkę osób, z których każde dwie się znają.

3. Aby dana liczba była podzielna przez 10 potrzeba i wystarcza, aby jej cyfrą

jedności było 0. Czy cyfrą jedności liczby 123123−5757 jest zero? Zauważmy,

że znamy cyfrę jedności 123123, gdy znamy cyfrę jedności 3123, a więc cyfry

jedności podniesionej do 123. Podobnie cyfra jedności 5757 jest taka sama,

co cyfra jedności liczby 557. Zauważmy, że:

32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, 35 = 243, . . .

Podobna regularność występuje w przypadku potęg 7:

72 = 49, 73 = 243, 74 = 1701, 75 = 11907, . . .

Tylko od tego, jaką resztę z dzielenia przez 4 daje wykładnik potęgi, do

której podnosimy daną cyfrę, zależy cyfra jedności otrzymanego wyniku. W

przypadku 123123 wykładnik 123 daje resztę 3, w przypadku 5757, reszta

z dzielenia 57 przez 4 to 1. To oznacza, że cyfra jedności 123123 wynosi

7. Także cyfra jedności 5757 wynosi 7. Zatem różnica tych liczb ma cyfrę

jedności równą 0, co oznacza, ze dzieli się ona przez 10.

4. Przenieśmy wszystkie niewiadome na jedną stronę:

x4+y4+z2  2x(xy2−x−z+1)⇔ x4−2x2y2+y4+x2+2xz+z2+x2−2x+1  0.

Nierówność po prawej stronie jest prawdziwa dla dowolnych x, y, z ∈ R,

ponieważ mówi ona w istocie, że suma trzech kwadratów liczb rzeczywistych

jest niemniejsza od 0. Istotnie, mamy:

x4−2x2y2+y4+x2+2xz+z2+x2−2x+1 = (x2−y2)2+(x+z)2+(x−1)2  0.
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5. Odpowiedź brzmi: nie można. Dowód: załóżmy, że jednak jest to możliwe.

Spójrzmy na dowolną kratkę tej tablicy. Załóżmy, że leży ona na przecięciu

wiersza o numerze x i kolumny o numerze y (licząc od lewego górnego rogu)

i jest w niej wpisana cyfra z. Niech f(x, y) = x + y + z (a więc każdemu

polu tablicy przyporządkowujemy sumę współrzędnych tego pola i liczby

stojącej w tym polu). Twierdzimy, że f(x, y) jest, niezależnie od wyboru x,

y, nieparzysta. Jak to pokazać? Spójrzmy na f(1,1). Wynosi ona 3. Potem

mamy też jedynkę na polach (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6). Za każdym razem

suma współrzędnych wzrasta o 2. Zatem suma współrzędnych liczby 1 i niej

samej jest dalej nieparzysta. Podobnie jest dla pozostałych cyfr. Załóżmy

teraz, że udało się nam umieścić 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, by każde dwie leżały

w różnych wierszach i różnych kolumnach, na polach (A1, A2) , (B1, B2),

(C1, C2), (D1, D2), (E1, E2), (F1, F2). Wtedy

S = f(A1, A2) + f(B1, B2) + f(C1, C2) + f(D1, D2) + f(E1, E2) + f(F1, F2)

jest liczbą parzystą jako suma sześciu liczb nieparzystych. Z drugiej stro-

ny, A1, B1, C1, D1, E1, F1 są, jako numery wierszy różne (bo tak chcieliśmy

ustawić nasze liczby), podobnie: A2, B2, C2, D2, E2, F2 są różne. Zatem są to

różne liczby ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zatem

S = (A1+A2+1)+(B1+B2+2)+(C1+C2+3)+(D1+D2+4)+(E1+E2+5)+(F1+F2+6) = 63.

Widać więc, że uzyskaliśmy sprzeczność: z jednej strony S jest parzysta, z

drugiej: nieparzysta.

6. Patrz: rozwiązanie zadania 8. z eliminacji VII Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

7. BRAK

8. Niech P będzie takim punktem na przedłużeniu boku AB, że |AP | = |CF |.

Wtedy na mocy cechy bkb dostajemy przystawanie trójkątów APD oraz

CFD. Zauważmy, że |AE| + |CF | = |AE| + |AP | = |EP |. Aby udowodnić

tezę zadania wystarczy więc pokazać, że |EP | = |ED|. Innymi słowy, chcemy
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by trójkąt PED był równoramienny. Sprawdźmy więc jakie są miary kątów

]EPD oraz ]EDP . Niech α = ]FDC. Zgodnie z założeniem: ]EDF = α.

Zgodnie wykazanym przystawaniem: ]ADP = α. Mamy też: ]ADE = 90◦−

2α, ]APD = 90◦ − α. Zatem:

]EPD = 90◦ − α = (90◦ − 2α) + α = ]ADE + ]ADP = ]EDP.

9. Wystarczą 3 ważenia. Załóżmy, że nasze monety nazywają się A, B, C, D, E,

F, G, H, I. Dzielimy je na kupki: pierwsza zawiera A, B, C, druga zawiera D,

E, F, trzecia zaś G, H, I. W pierwszym ważeniu na jedną z szalek wkładamy

A, B, C, na drugą zaś D, E, F. Mamy teraz dwie możliwości: równowaga lub

nierównowaga. Jeśli wyszła równowaga, to wiadomo, że fałszywka musi być

wśród G, H, I. Jeśli wyszła nierównowaga, fałszywka musi leżeć wśród A, B,

C, D, E, F. Obydwa przypadki rozstrzyga się podobnie, zarysujemy więc tyl-

ko ideę. Zajmijmy się przypadkiem, gdy po pierwszym ważeniu stwierdzamy,

że fałszywa moneta jest wśród A, B, C, D, E, F. Istotne jest co się stało z

wagą w pierwszym ważeniu - czy A, B, C było cięższe, czy D, E, F. Dlaczego?

W drugim ważeniu kładziemy na jedną z szalek A, B, C, na drugą zaś G,

H, I. Trzy ostatnie są prawdziwe, zatem: jeśli waga będzie w nierównowadze

oznaczać to będzie, że fałszywka jest wśród A, B, C i co więcej, drugie waże-

nie powie nam, czy fałszywka jest cięższa czy lżejsza. Wtedy wystarczy jedno

ważenie, by wśród A, B, C wyznaczyć fałszywkę. Najgorzej będzie, jeśli w

drugim ważeniu będzie równowaga. Oznaczać to będzie, że zarówno A, B,

C, jak i G, H, I są prawdziwe. Zatem fałszywka będzie wśród D, E, F. Czy

będzie cięższa czy lżejsza? Tu podpowiada pierwsze ważenie, ponieważ jeśli

A, B, C było lżejsze od D, E, F, to fałszywka jest cięższa od prawdziwej,

lub jeśli A, B, C było cięższe od D, E, F, wówczas fałszywka jest lżejsza od

prawdziwej. Tak więc teraz wystarczy jedno ważenie dwóch monet z D, E, F

by wyznaczyć fałszywą monetę. Zatem ostatecznie wystarczają trzy ważenia.

10. Załóżmy, że teza zadania jest nieprawdziwa. Oznaczmy przez zapełnione kół-

ko zwolennika jednej z opcji i umieśćmy go w lewym dolnym rogu Placu. Sko-

ro zakładamy, że żaden jego zwolennik nie znajduje się od niego w odległości
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co najmniej
√

5, to w zaznaczonych niewypełnionym kółkiem miejscach, mu-

szą się znajdować jego przeciwnicy:

r
b

b b

Istotnie,
√

5 to dokładnie długość przekątnej prostokąta złożonego z dwóch

kwadracików 1 × 1 mających jeden bok wspólny. Idąc dalej tym tropem

rozumowania, widzimy, gdzie muszą stać ’zamalowane kółka’:

r
b

b br

r
W ten sposób w dwóch przeciwległych wierzchołkach kwadratu 2 znaleźli się repre-

zentanci tej samej opinii (zamalowane kółka). Odległość między nimi jest większa

niż
√

5. Zatem założenie, że zwolennicy tej samej opcji nie mogą znajdować się na

Placu w odległości co najmniej
√

5 doprowadziło nas do sprzeczności. To kończy

dowód.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Niech x =

3n︷ ︸︸ ︷
1001001001 . . . 001. Wówczas x można zapisać w postaci ciągu

geometrycznego:

x = 1 + 103 + 106 + . . .+ 103k−1 =
103k − 1
103 − 1

=
(10n − 1)(102n + 10n + 1)

999
.

Zauważmy, że dla n > 3 mamy 999 < 10n − 1 < 102n + 10n + 1. W takim

przypadku, jakkolwiek 999 uprości się z dwoma czynnikami w liczniku, i tak

żadnego nie anihiluje. Stąd dla n > 3 teza jest już jasna. Gdy n = 3 wtedy
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trzeba pokazać, że 106+ 103+ 1 = 1001001 jest złożona. Rzeczywiście, suma

jej cyfr to 3, zatem dzieli się ona przez 3. Dla n = 2 teza jest oczywista.

2. Zauważmy, że x = 1 jest miejscem zerowym wielomianu 16x5− 20x3− 4x2−

4x+1. Można go zatem rozłożyć na iloczyn: (x−1)(16x4+16x3−4x2−4x+1).

Zauważmy dalej, że drugi czynnik tego iloczynu równy jest (4x2 + 2x− 1)2.

Zatem nasza nierówność przybiera postać:

(x− 1)(4x2 + 2x− 1)2 < 0.

Stąd x ∈ (−∞, 1).

3. Rozważmy wektory [cosx, sinx], [a.b]. Ich iloczyn skalarny wynosi a cosx +

b sinx. Iloczyn ich długości wynosi natomiast:
√

cos2 x+ sin2 x ·
√
a2 + b2 =

√
a2 + b2. Zatem z nierówności Schwarza mamy:

a cosx+ b sinx ¬
√
a2 + b2.

W nierówności tej równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory są

proporcjonalne. Oczywiście istnieje wiele takich x, że rozważane wektory są

proporcjonalne. Stąd maksymalna wartość rozważanej funkcji to
√
a2 + b2.

4. Odpowiedź brzmi: nie można. Dowód: załóżmy, że jednak jest to możliwe.

Spójrzmy na dowolną kratkę tej tablicy. Załóżmy, że leży ona na przecięciu

wiersza o numerze x i kolumny o numerze y (licząc od lewego górnego rogu)

i jest w niej wpisana cyfra z. Niech f(x, y) = x + y + z (a więc każdemu

polu tablicy przyporządkowujemy sumę współrzędnych tego pola i liczby

stojącej w tym polu). Twierdzimy, że f(x, y) jest, niezależnie od wyboru x,

y, nieparzysta. Jak to pokazać? Spójrzmy na f(1,1). Wynosi ona 3. Potem

mamy też jedynkę na polach (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6). Za każdym razem

suma współrzędnych wzrasta o 2. Zatem suma współrzędnych liczby 1 i niej

samej jest dalej nieparzysta. Podobnie jest dla pozostałych cyfr. Załóżmy

teraz, że udało się nam umieścić 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, by każde dwie leżały

w różnych wierszach i różnych kolumnach, na polach (A1, A2) , (B1, B2),

(C1, C2), (D1, D2), (E1, E2), (F1, F2). Wtedy

S = f(A1, A2) + f(B1, B2) + f(C1, C2) + f(D1, D2) + f(E1, E2) + f(F1, F2)
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jest liczbą parzystą jako suma sześciu liczb nieparzystych. Z drugiej stro-

ny, A1, B1, C1, D1, E1, F1 są, jako numery wierszy różne (bo tak chcieliśmy

ustawić nasze liczby), podobnie: A2, B2, C2, D2, E2, F2 są różne. Zatem są to

różne liczby ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zatem

S = (A1+A2+1)+(B1+B2+2)+(C1+C2+3)+(D1+D2+4)+(E1+E2+5)+(F1+F2+6) = 63.

Widać więc, że uzyskaliśmy sprzeczność: z jednej strony S jest parzysta, z

drugiej: nieparzysta.

5. Odpowiedź to n = 4. Wyjdźmy od równości: (an + bn + cn)2 = 2(a2n + b2n +

c2n). Rozpiszmy kwadrat po lewej stronie i uprośćmy wyrażenia z prawą.

Wówczas otrzymamy:

2anbn+2ancn+2bncn = a2n+b2n+c2n ⇔ (cn)2−2(an+bn)cn+(an−bn)2 = 0.

Niech t = cn. Rozwiązujemy równanie kwadratowe. Wyróżnik wynosi ∆ =

16anbn. Formalnie dostajemy dwa rozwiązania: t = (
√
an ±

√
bn)2. Jedno z

nich nie jest zgodne z naszymi założeniami. Istotnie, jeśli cn = (
√
an−

√
bn)2,

to po rozpisaniu mamy:

cn − an − bn = −2
√
anbn.

Tymczasem, jeśli dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi a2 + b2 = c2, to dla

każdego n > 2 mamy an + bn < cn. Łatwy argument pozostawiamy Czytel-

nikowi. Zatem mamy:

cn =
(√

a2 + b2
)n

= (
√
an +

√
bn)2.

Podnosząc jeszcze stronami do kwadratu:

(a2 + b2)n = (
√
an +

√
bn)4.

Nie ma już zatem wątpliwości, że n = 4 spełnia to równanie. Podobnie

jak wcześniej można argumentować, że n = 4 jest jedyną liczbą mogącą je

spełniać.
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6. Wynika to z faktu, że w nierówności pomiędzy średnimi: arytmetyczną i

geometryczną liczb dodatnich: x1, x2, . . . , xn, równość zachodzi wtedy i tylko

wtedy, gdy x1 = x2 = . . . = xn. Skoro teraz mamy daną sumę trzech liczb

rzeczywistych, oznaczmy ją jako S, to:

S

3
=
x1 + x2 + x3

3
 3
√
x1x2x3.

W szczególności iloczyn x1x2x3 może wynosić nie więcej niż S3

27 . Ale dla x1 =

x2 = x3 w nierówności między średnimi jest równość, a więc ograniczenie

górne iloczynu jest osiągnięte.

7. BRAK

8. BRAK

9. Równanie AAB +BB = BAA oznacza, że zachodzi równość:

100A+ 10A+B + 10B +B = 100B + 10A+A⇔ 99A = 88B.

Po podzieleniu przez 11 mamy równość 9A = 8B. Skoro A, B są cyframi

różnymi od 0, to 9 musi dzielić 8B. Zatem B = 9. Stąd A = 8.

10. Patrz: rozwiązanie zadania 8. z eliminacji VII Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Jest jasne, że jedno ważenie nie wystarczy do rozwiązania problemu. Pokaż-

my, że przy pomocy dwóch ważeń można jednoznacznie określić czy fałszywa

moneta jest cięższa czy lżejsza:

Podzielmy wszystkie monety na trzy grupy, zawierające odpowiednio po 12,

12, 17 monet. W pierwszym ważeniu połóżmy na szalki po 12 monet. W

przypadku równowagi wnioskujemy, że wszystkie te monety są prawdziwe

(innymi słowy, fałszywa moneta znajduje się wśród pozostałych 17 monet).

Jeżeli tak jest, to w drugim ważeniu kładziemy pozostałe 17 monet na jedną

szalkę, a na drugą 17 spośród 24 monet prawdziwych. Ważenie to rozstrzygnie

problem.
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Jeżeli w pierwszym ważeniu nie uzyskaliśmy równowagi to wnioskujemy, że

wśród 17 nie wykorzystanych monet wszystkie są prawdziwe. Pozostawmy

teraz na jednej szalce 12 monet, a na drugą połóżmy 12 monet prawdziwych.

Jeżeli dostaniemy równowagę, oznacza to, że 12 monet z pierwszego nie zawie-

rało fałszywej. Wtedy wynik pierwszego ważenia rozstrzyga problem. Jeżeli

drugie ważenie nie przyniesie równowagi, to problem jest rozwiązany.

Ostatecznie poradziliśmy sobie w dwóch ważeniach. Jest to naturalnie naj-

mniejsza liczba potrzebnych ważeń.

2. Przyjmijmy, że |AB| = c, |AC| = b, |BC| = a. Punkt S jest środkiem okrę-

gu wpisanego w trójkąt ABC. Interesuje nas promień tego okręgu. Aby go

wyznaczyć skorzystamy z dwóch wzorów na pole trójkąta:16

P4ABC = pr =
√
p(p− a)(p− b)(p− c), gdzie p =

a+ b+ c

2
.

Na podstawie dostarczonych danych wyliczamy, że p = 21, zatem po za-

stosowaniu wzoru po prawej mamy: P4ABC = 84. Stąd r = 4 jest szukaną

odległością stacji kolejowej od głównych dróg.

3. Po dodaniu stronami wszystkich trzech równań otrzymujemy:

2(x+ y + z)(x+ y + z) = 72⇔ (x+ y + z)2 = 36.

Mamy zatem do rozstrzygnięcia dwa przypadki:

• x+ y + z = 6

Wracając do pierwszego równania z wyjściowego układu odczytujemy,

że x + y = 3, a więc z = 3. Z drugiego równania mamy: y + z = 5,

zatem: 
x = 1

y = 2

z = 3

.

• x+ y + z = −6

16Jeden z nich to oczywiście wzór Herona.
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Podobnie jak wyżej przekonujemy się, że x+y = −3, z = −3, y+z = −5.

Stąd: 
x = −1

y = −2

z = −3

.

4. Przyjmijmy, że H jest wysokością walca, zaś R – promieniem jego podstawy.

Porównajmy pole powierzchni całkowitej walca do jego objętości:

πR2H = 2piR2 + 2πRH

R2H − 2R2 − 2RH = 0

RH = 2(R+H)

RH − 2R− 2H + 4 = 4

R(H − 2)− 2(H − 2) = 4

(R− 2)(H − 2) = 4.

Skoro R, H mają być liczbami całkowitymi, to korzystając z jednoznaczności

rozkładu liczb całkowitych na czynniki pierwsze (oraz pamiętając, że długości

odcinków są liczbami nieujemnymi) uzyskujemy następujące możliwości:R− 2 = 1

H − 2 = 4
∨

R− 2 = 2

H − 2 = 2
∨

R− 2 = 4

H − 2 = 1
.

Stąd: R = 3

H = 6
∨

R = 4

H = 4
∨

R = 6

H = 3
.

5. Zauważmy, że na mocy założenia a+ b+ c = 1 mamy:

1
a

+
1
b

+
1
c

=
a+ b+ c

a
+
a+ b+ c

b
+
a+ b+ c

c
= 1+

b

a
+
c

a
+
a

b
+1+

c

b
+
a

c
+
b

c
+1.

Grupujemy te wyrażenia i korzystamy ze znanej nierówności17 a
b + b

a 

2, dla a, b > 0:(
a

b
+
b

a

)
+
(a
c

+
c

a

)
+
(
b

c
+
c

b

)
+ 3  2 + 2 + 2 + 3 = 9.

17Patrz: rozwiązanie zadania 4. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół podstawowych

i gimnazjów.
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Finał w kategorii szkół średnich

1. Łatwo zobaczyć, że dla każdego n ∈ N istnieją takie a, b ∈ N, że (2 +
√

3)n =

a + b
√

3. Można to udowodnić np. indukcyjnie, lub bezpośrednio z rozwi-

nięcia Newtona. W ten sam sposób można przekonać się, że równoważne są

stwierdzenia:

(2 +
√

3)n = a+ b
√

3⇔ (2−
√

3)n = a− b
√

3.

Zatem (2 +
√

3)n + (2 −
√

3)n = 2a ∈ N. Skoro 0 < (2 −
√

3)n < 1, to[
−(2−

√
3)n
]

= −1. To wystarcza do ostatecznego dowodu:[
(2 +

√
3)n
]

=
[
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n − (2−

√
3)n
]

=
[
2a− (2−

√
3)n
]

= 2a−1.

2. Niech b+ c+ 1 = x, c+ a+ 1 = y, a+ b+ 1 = z. Wówczas:

a+ 1
b+ c+ 1

+
b+ 1

c+ a+ 1
+

c+ 1
a+ b+ 1

=
1
2

(
y + z − x+ 1

x
+
z + x− y + 1

y
+
x+ y − z + 1

z

)
=

=
1
2

((
x

y
+
y

x

)
+
(
y

z
+
z

y

)
+
(x
z

+
z

x

)
+

1
x

+
1
y

+
1
z
− 3
)
>

>
1
2

(2 + 2 + 2− 3) =
3
2
.

Po drodze korzystamy z nierówności x
y + y

x  2, x, y  0. Przypomnijmy, że

została ona udowodniona w rozwiązaniu zadania 4. z finału II Turnieju w

kategorii: uczniowie szkół podstawowych i gimnazjów.

3. Przyjmijmy następujące oznaczenia:

R – promień okręgu opisanego na trójkącie ABC,

r – promień okręgu wpisanego w trójkąt ABC,

M – środek boku AC,

K – środek boku AB,

L – środek boku BC.

Z twierdzenia Talesa mamy: |MK| = a
2 , |ML| = c

2 , |KL| =
b
2 . Zauważmy, że

na czworokątach AKOM,BKOL,CMOL można opisać okręgi. Stąd z twier-

dzenia Ptolemeusza stosowanego odpowiednio do czworokątówAKOM,BKOL,CMOL
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dostajemy trzy poniższe formuły:
y · c2 + z · b2 = R · |MK|

x · c2 + z · a2 = R · |KL|

y · a2 + x · b2 = R · |ML|

.

Wiemy też, że: c·z
2 + a·x

2 + b·y
2 = S. Stosujemy naszą wiedzę o długościach

odcinków MK,ML,KL i dostajemy:
yc+ zb = Ra

xc+ za = Rb

ya+ xb = Rc

.

Dodajemy wszystkie równości stronami. Następnie dodajemy i odejmujemy

od lewej strony ax+ by + cz. Wtedy:

c(x+ y + z) + b(x+ y + z) + a(x+ y + z)− cz − by − ax = R(a+ b+ c).

Stąd:

(x+ y + z)(a+ b+ c) = R(a+ b+ c) + ax+ by + cz.

Korzystamy teraz ze wzoru na pole trójkąta: 2S = (a+ b+ c)r:

(x+ y + z)(a+ b+ c) = R(a+ b+ c) + r(a+ b+ c).

Po podzieleniu obydwu stron przez x+ y + z dostajemy tezę.

4. Do podanego w zadaniu warunku wstawiamy wartości zmiennych: x = y =

0. Stąd f(0) = −1. Skoro x + (−x) = 0, to dla każdego x ∈ R mamy

f(x+(−x)) = −1. Z drugiej strony, na mocy warunku, kładąc x = x, y = −x

mamy:

f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x)− 2x+ 1.

Porównując te dwie informacje:

f(x) + f(−x)− 2x+ 1 = −1, x ∈ R.

Wykorzystujemy założenie o parzystości funkcji f i uzyskujemy:

2f(x) = 2x− 2⇒ f(x) = x− 1.
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5. Sposób 1

Niech n = a2 + b2. Wtedy 2n = 2(a2 + b2) = (a+ b)2 + (a− b)2.

Sposób 2

Załóżmy, że n ∈ N oraz n = k2+ l2, k > l. Niech k− l = m, m ∈ N+ Wówczas

n = (m+ l)2+ l2 = m2+2lm+2l2 ⇒ 2n = 2m2+3lm+4l2 = (2l+m)2+m2.

Sumujemy kwadraty dwóch różnych liczb, skoro bowiem m i l są dodatnie,

to 2l +m 6= m.
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2.11 Turniej matematyczny w 2008 r.

Eliminacje dla uczniów gimnazjów

1. Odnotujmy na początek, że jeżeli wyjściowy równoległobok jest prostoką-

tem, wówczas teza zadania jest jasna. Przyjmijmy, że mamy równoległobok

ABCD. Przez K,L,M,N oznaczać będziemy punkty przecięcia przekątnych

kwadratów zbudowanych odpowiednio na bokach: AB,BC,CD,DA. Poka-

żemy, że odcinki NM i ML są prostopadłe i mają równe długości. Pozostałe

zależności, pozwalające stwierdzić, że KLMN jest kwadratem, dowodzi się

analogicznie. Bez straty ogólności możemy założyć, że α = ]BAD < 90◦.

Zauważmy, że trójkąty CLM oraz DNM są przystające. Wynika to z ce-

chy bok - kąt - bok. Istotnie, |CL| = |DN |, |DM | = |CM |, zaś ]LCM =

α + 90◦ = ]NDM. Stąd |NM | = |ML|. Pozostaje stwierdzić, że odcinki

te są prostopadłe. Jednak skoro ]DMC = 90◦, zaś ]NMD = ]LMC, to

]DMC = ]NMC, co kończy dowód.

2. Skoro a, b, c > 0, to c
b−a = 3⇒ c < b−a < b.Wiemy też, że 2(a+b) = 3(b−a).

Stąd 5a = b, a wtedy c
b−a = c

4a = 3⇒ a < c. Ostatecznie a < c < b.

3. Oznaczmy detektywów literami A, B, C, D – zgodnie z kolejnością z jaką

stoją oni od lewej do prawej strony rysunku. Twierdzimy, że jedynie detek-

tyw B mógł po dłuższej chwili oznajmić kolor swojego kapelusza. Dlaczego?

Zacznijmy od detektywa A. Gdyby B, C mieli takie same kolory kapeluszy,

wówczas A natychmiast określiłby swój jako przeciwny. Skoro tego nie robi,

oznacza to, że B i C mają różne kolory kapeluszy. Jest to więc wskazówka

dla detektywa B. Domyśla się on, że skoro A nic nie mówi, to on i C mają

różne kapelusze. Zatem widząc kolor kapelusza C, detektyw B może zgłosić

kolor swojego.

4. Zauważmy, że jeżeli Czerstwiak mówi nieprawdę, to Śledziak mówi prawdę

lub (a nie „i” !!!) Maliniak mówi prawdę. Oczywiście kłamstwo Czerstwiaka

potwierdza prawdomówność Maliniaka. Co więcej, wynika stąd kłamstwo

Śledziaka. Zatem jeżeli Czerstwiak mówi nieprawdę, to mamy nie stojącą ze
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sobą w sprzeczności paletę ocen prawdomówności.

Jeżeli jednak Czerstwiak mówi prawdę, to Maliniak kłamie. To się zgadza z

wersją Śledziaka, który też posądza Maliniaka o kłamstwo. Ale Śledziak nie

może mieć racji, bo to przeczyłoby słowom Czerstwiaka. Uzyskana sprzecz-

ność pokazuje, że Czerstwiak nie może mówić prawdy.

Ostatecznie: Czerstwiak kłamie, Śledziak kłamie, Maliniak mówi prawdę.

5. Zauważmy, że:

a4+b4+c2+1  2a(ab2−a+c+1)⇔ (a4−2a2b2+b4)+(a2−2ac+c2)+(a2−2a+1)  0.

Po lewej stronie mamy zatem sumę trzech kwadratów: (a2− b2)2+(a− c)2+

(a− 1)2. Ta jest oczywiście niemniejsza od 0, co kończy dowód.

6. Rysujemy w jednym układzie współrzędnych wykresy dwóch funkcji: y1 =

7 − x, y2 = 2x + 1. Dla każdego x, jedna z nich jest niemniejsza od drugiej.

Ta niemniejsza wartość jest właśnie wartością funkcji y w punkcie x. Mówiąc

kolokwialnie, zaznaczamy te fragmenty wykresów funkcji y1, y2, które leżą

„wyżej”.

7. Niech S – obecny wiek siostry, B – obecny wiek brata. Wiemy, że S+ 3 = B.

Kiedy brat miał tyle lat, co siostra ma obecnie, wtedy siostra miała S - 3

lata, bo brat jest 3 lata starszy. To oznacza, że B = 2(S − 3). Podstawiając

pierwszą zależność mamy:

S + 3 = 2(S − 3)⇒ S = 9, B = 12.

8. Niech a, b, c będą długościami boków trójkąta, do których (lub do przedłużeń

których) prostopadłe są odpowiednio h1, h2, h3. Jeżeli przez S oznaczymy

pole trójkąta, to:

2S = ah1 = bh2 = ch3 ⇒ h1 =
2S
a
, h2 =

2S
b
, h3 =

2S
c
.

Podstawiamy to do równania podanego w zadaniu:(
2S
a
· 2S
c

)2
+
(

2S
b
· 2S
c

)2
=
(

2S
a
· 2S
b

)2
.
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Upraszczamy powtarzający się czynnik 4S2 i mamy:

1
a2c2

+
1
b2c2

=
1

a2b2
.

Mnożymy obustronnie przez a2b2c2 i dostajemy:

b2 + a2 = c2.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika zatem, że trój-

kąt jest prostokątny.

9. Bez straty ogólności możemy założyć, że punkt P położony jest na krótszym

z łuków AB. Zauważmy, że z twierdzenia o kącie wpisanym mamy:

]APB = ]APD = 45◦ = ]BAC = ]BPC = ]CBD = ]CPD.

Stąd kąty: ]APC,]BPD są proste. Zatem |AP |2+ |CP |2 = |AC|2, |BP |2+

|PD|2 = |BD|2. Jednak AC = BD są przekątnymi kwadratu, a więc wielkość

|AP |2 + |BP |2 + |CP |2 + |DP |2 jest niezależna od wyboru punktu P.

10. Taki sześciokąt istnieje. Weźmy sześciokąt foremny ABCDEF. Niech k będzie

prostą przecinającą ten sześciokąt w punktach P, Q, różnych od A, B, C, D,

E, F, przy czym PQ jest równoległy do jednego z boków ABCDEF. Wówczas

PQ podzieli ABCDEF na dwie figury: czworokąt i sześciokąt. Ta druga jest

szukanym sześciokątem.

Eliminacje dla uczniów szkół średnich

1. Łatwo zauważyć, że ]ACD = 45◦. Skorzystamy teraz dwukrotnie z twier-

dzenia sinusów: raz dla trójkąta ACD, drugi raz dla trójkąta BCD:

|AD|
sin(45◦)

=
|CD|

sin(15◦)
,

|CD|
sin(]ABC)

=
|DB|

sin(]BCD)
=

|BD|
sin(60◦ + ]ABC)

.

Przyda się w tym miejscu informacja18, że: sin(15◦) =
√
6−
√
2

4 . Dla uprosz-

czenia oznaczmy: ]ABC = x. Mamy więc:

|AD|
√
2
2

·
√

6−
√

2
4

= |DB| · sinx
√
3 cos x
2 + sin x

2

.

18Można ją uzyskać ze wzorów na sinus połowy kąta.
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Po uporządkowaniu zaś:

|DB|
|AD|

· 2√
3− 1

=

√
3 cotx

2
+

1
2
.

Ostatecznie:

cotx = 1⇔ x = 45
◦
.

2. Patrz: rozwiązanie zadania 1. z eliminacji XI Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

3. Patrz: rozwiązanie zadania 1. z eliminacji III Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół średnich.

4. Spróbujmy narysować wykres funkcji f(x) = |x|+ |x− 1|. Łatwo widzieć, że

można ją zapisać w następujący sposób:
−2x+ 1 , x < −1

1 , −1 ¬ x < 0

2x− 1 , 0 ¬ x

.

W ten sposób jej wykres ma następującą postać:

-

6

x

y

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Teraz już łatwo możemy określić ile jest rozwiązań równania |x|+ |x−1| = a,

w zależności od parametru a. Możemy myśleć o tym dwojako: z jednej strony

mamy postać funkcji f(x) zapisanej w postaci przypadków, co pozwala sku-

tecznie wykonać ściśle wszystkie obliczenia. Istotnie, zauważamy najpierw,
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że dla każdego x, f(x)  1, przy czym dla x /∈ [−1, 0] przeciwobraz każdej

liczby z przedziału (1,∞) jest przy funkcji f dwuelementowy. Można też pójść

drogą bardziej „graficzną”. Korzystamy z tego, co widzimy na wykresie: a

więc tu parametr „a” traktować możemy jako prostą poziomą g(x) = a.

Pytanie o ilość rozwiązań zamienia się w ilość miejsc przecięcia wykresów

funkcji f(x), g(x). Widzimy, że dla a < 1, rozwiązań nie ma, dla a = 1 roz-

wiązań jest nieskończenie wiele, zaś dla a > 1 są dwa rozwiązania. Metoda ta

jest skuteczna w tym przypadku, ponieważ monotoniczność funkcji nie ulega

zmianie na obszarach „niewidocznych” na wykresie.

5. Niech ]ACD = ]PCD = α, zaś ]DCP = β. Aby pokazać tezę zadania

wystarczy udowodnić, że ]BAC = 90◦ − α − β = α ⇒ β = 90◦ − 2α.

Skorzystamy na początek dwukrotnie z twierdzenia sinusów: raz dla trójkąta

ACD i drugi raz dla trójkąta BCD:

|CD|
sin(90◦ − α− β)

=
|AD|
sinα

,
|BD|

sin(α+ β)
=

|CD|
sin(90◦ − α)

.

Korzystając z faktu, że |AD| = |DB| oraz z tego, że sin(90◦ − x) = cos(x)

dostajemy równość:

|CD|
|AD|

=
cos(α+ β)

sinα
=

cosα
sin(α+ β)

.

Stąd:

cos(α+ β) sin(α+ β) = cosα sinα.

Skoro jednak sin(2x) = 2 sinx cosx, to:

sin(2α+ 2β) = sin(2α).

Jeżeli zgodnie z zadaniem założymy, że D i P są różnymi punktami, to kąt β

ma dodatnią miarę. Stąd z własności funkcji sinus na przedziale [0, π] mamy:

2α+ 2β = 180◦ − 2α⇔ 90◦ − 2α = β.

To kończy dowód.

6. Zakładamy, że p ¬ q. Do każdego wyznaczonego w ten sposób rozwiązania

dołączymy na końcu symetryczną parę. Widzimy, że (2, 2) spełnia założenia
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zadania. Jeżeli tylko jedna z liczb: p, q jest równa 2, wówczas jedynym roz-

wiązaniem jest (2, 3). Istotnie, para (2,5) nie spełnia założeń. Jeżeli zaś q > 5,

to jest ona postaci 6k + 1 lub 6k + 5, gdzie k jest pewną liczbą naturalną.

W pierwszym przypadku 2(6k + 1) + 1 jest liczbą złożoną. W drugim zaś

złożona jest 2(6k + 5) − 1. Jeżeli natomiast p, q są liczbami nieparzystymi,

wówczas zarówno pq − 1, jak i pq + 1 są parzyste i większe od 2. Zatem nie

są pierwsze. Ostatecznie mamy trzy rozwiązania: (2, 2), (2, 3), (3, 2).

7. Jeśli którakolwiek ze zmiennych jest równa 0, wówczas układ równań nie

ma rozwiązań. Istotnie, dla (x, y) = (0, 0) dostajemy ewidentną sprzeczność.

Jeśli np. x = 0, to mamy: y = 2 + 3
√

2

y2 = 6
.

To także jest niemożliwe. Załóżmy więc, że xy 6= 0. Zauważmy, że x+xy+y =

2 + 3
√

2⇔ (x+ 1)(y+ 1) = 3 + 3
√

2. Podstawmy t = x+ 1, s = y+ 1. Wtedy

mamy ts = 3 + 3
√

2 oraz (t − 1)2 + (s − 1)2 = 6. Rozwijając drugą z tych

równości mamy: t2 + s2 − 2t − 2s + 2 = 6. Równoważnie: (t + s − 1)2 =

5 + 2ts = 11 + 6
√

2. Zauważmy, że 11 + 6
√

2 = (3 +
√

2)2. Zatem mamy dwie

możliwości: t + s = 4 +
√

2 lub t + s = −2 −
√

2. Skoro xy 6= 0, to możemy

dokonać podstawienie:

t+
ts

t
= t+

3 + 3
√

2
t

= 4 +
√

2, ∨ t+
3 + 3

√
2

t
= −2− 2

√
2.

Rozwiązując podane dwa równania kwadratowe dochodzimy do rozwiązań

tego układu. Szczegóły pozostawiamy Czytelnikowi.

8. Skoro równość xP (x − 1) = (x − 2)P (x) zachodzi dla każdego x ∈ R, to w

szczególności dla x = 0 mamy: 0P (−1) = −2P (0), oraz dla x = 1 mamy:

1P (0) = −1P (1). Stąd P (0) = P (1) = 0. Zgodnie z twierdzeniem Bezout

można zatem zapisać P (x) w następującej postaci: P (x) = x(x − 1)Q(x),

gdzie Q(x) jest pewnym niezerowym wielomianem. Podstawiając uzyska-

ną tożsamość do początkowej równości mamy: x(x − 1)(x − 2)Q(x − 1) =

(x− 2)x(x− 1)Q(x). Skoro równość zachodzi dla każdego x ∈ R, to z twier-

dzenia o wielomianach równych mamy: Q(x − 1) = Q(x). Oznacza to, że



Turniej matematyczny w 2008 r. 215

Q jest wielomianem stałym. Istotnie, korzystamy tu z faktu, że dla wielo-

miany stopnia n mogą mieć te same wartości w co najwyżej n punktach (a

Q(x− 1) oraz Q(x) mają te same wartości w nieskończenie wielu punktach).

Jak to udowodnić? Niech f, g będą wielomianami stopnia n > 0 takimi, że

dla pewnych różnych x1, x2, x3, . . . , xn+1 mamy f(xi) = g(xi), 1 ¬ i ¬ n+ 1.

Wtedy wielomian (f − g)(x) jest stopnia co najwyżej n zaś ma n+ 1 miejsc

zerowych. Stąd mamy sprzeczność, zatem te dwa wielomiany są stopnia 0.

Stąd Q(x − 1) ≡ Q(x) = c, c ∈ R. Ostatecznie więc wszystkie wielomiany

spełniające początkowe równanie to: cx(x− 1), c ∈ R.

9. Patrz: rozwiązanie zadania 8. z eliminacji VI Turnieju w kategorii: uczniowie

gimnazjów.

10. Patrz: rozwiązanie zadania 3. z finału II Turnieju w kategorii: uczniowie szkół

średnich.

Finał w kategorii gimnazjów

1. Patrz: rozwiązanie zadania 3. z finału IV Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół podstawowych i gimnazjów.

2. Po ostatnim podziale wszyscy mieli po 8 złotych, zatem po podziale drugim

rozkład przedstawiał się następująco: 16, 4, 4. Zatem po pierwszym podziale

pieniądze były rozłożone następująco: 14, 8, 2 złote. Stąd wynika, że począt-

kowo synowie mieli 13, 7 i 4 złote. Tyle też mają zatem lat.

3. W zadaniu tym jest małe niedopowiedzenie. Otóż nietrudno się zoriento-

wać, że jeżeli odcinek PS jest ramieniem trapezu, to potrzebna jest zna-

jomość miary kąta QRS, aby jednoznacznie określić jego długość. Jeżeli

jednak PS jest jedną z podstaw, wówczas zadanie staje się znacznie ła-

twiejsze. Wtedy wystarczy przez punkt P przeprowadzić prostą równole-

głą do SR, przecinającą przedłużenie odcinka QR w punkcie Q′. Czworokąt

PQ′RS jest wtedy równoległobokiem. Co więcej, trójkąt PQ′Q jest rów-

noramienny, co wynika z równości: ]SPQ = ]PQQ′ = ]QPQ′. Ostatnia
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równość wynika z założenia zadania i równości ]SRQ = ]SPQ′. Zatem

|SR| = |PQ′| = |QQ′| = b⇒ |RQ′| = |PS| = a+ b.

4. Zauważmy, że 7±
√

48 = (2±
√

3)2. Zatem liczba
√

7−
√

48+
√

7 +
√

48 = 4

jest wymierna.

5. Zauważmy, że rozumowanie jest analogiczne z tym, które należało przepro-

wadzić w 9. zadaniu eliminacji do tej edycji Turnieju. Jedyna różnica polega

na tym, że zamiast kwadratu mamy szesnastokąt. Zauważmy jednak, że su-

ma |A1P |2+|A2P |2+. . .+|A16P |2 to suma kwadratów odległości punktu P od

wierzchołków czterech kwadratów:A1A5A9A13, A2A6A10A14, A3A7A11A15, A4A8A12A16.

Zatem na mocy wspomnianego już wcześniej zadania, jest ona niezależna od

wyboru punktu P.

Finał w kategorii szkół średnich

1. Skoro a, b, c – długości boków trójkąta, to a, b, c > 0. Niech x = b + c −

a, y = c + a − b, z = a + b − c. Na podstawie nierówności trójkąta łatwo

sprawdzić, że x, y, z > 0. Łatwo zauważyć, że a + b + c = x + y + z oraz

x + y = 2c, x + z = 2b, y + z = 2a. Po podstawieniu tych wielkości do

nierówności początkowej dostajemy:

a

b+ c− a
+

b

c+ a− b
+

c

a+ b− c
=
a

x
+
b

y
+
c

z
=

=
1
2

(
z

x
+
y

x
+
x

y
+
z

y
+
y

z
+
x

z

)


 1
2

(2 + 2 + 2) = 3.

Po drodze korzystamy z nierówności x
y + y

x  2, x, y  0. Przypomnijmy, że

została ona udowodniona w rozwiązaniu zadania 4. z finału II Turnieju w

kategorii: uczniowie szkół podstawowych i gimnazjów.

2. Patrz: rozwiązanie zadania 8. z eliminacji VII Turnieju w kategorii: uczniowie

szkół średnich.

3. Korzystając z faktu, że ]XMB = ]XKB = ]CLX = 90◦ widzimy, że na
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czworokątach KMBX, ABXC, AMXL, CKXL można opisać okręgi. Stąd:

]MKB = ]MXB = ]CXB − ]CXM = 180◦ − α− ]CXM = 180◦ − α− (]LXM − ]LXC) =

= 180◦ − ]LXM − α+ ]LXC = α− α+ ]LXC = ]LXC = ]LKC.

4. Korzystając z nierówności pomiędzy średnimi: arytmetyczną i geometryczną

w odniesieniu do liczb x3, 16x ,
16
x ,
16
x , otrzymujemy:

x3 + 16
x + 16

x + 16
x

4
 4

√
x3 · 16

x
· 16
x
· 16
x

= 32,

czyli x3 + 48
x  32 przy czym równość jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,

gdy x3 = 16
x , czyli gdy x = 2. Najmniejszą wartością rozważanej funkcji jest

zatem f(2) = 32.

5. Niech S1, S2, S3, . . . , Sn oznaczają sumy liczb w poszczególnych wierszach

tablicy. Sumy te wynoszą odpowiednio:

S1 = 1 + 2 + 3 + . . .+ n,

S2 = 2 · (1 + 2 + 3 + . . .+ n),

S3 = 3 · (1 + 2 + 3 + . . .+ n),

. . .

Sn = n · (1 + 2 + 3 + . . .+ n).

Zatem:

S1 + S2 + S3 + . . .+ Sn = (1 + 2 + 3 + . . .+ n)2 =
(
n(n+ 1)

2

)2
.

W efekcie tego otrzymujemy do rozwiązania równanie:
(
n(n+1)
2

)2
= 36100.

Łatwo obliczyć, że jeśli n ∈ N, to n = 19.
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2.12 Turniej matematyczny w 2009 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Oznaczmy x1 =

√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
6 >
√

6 oraz x2 =
3

√
6 +

3
√

6 + 3
√

6 + . . .+ 3
√

6 >

3
√

6. Zatem x =

√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
6 +

3

√
6 +

3
√

6 + 3
√

6 + . . .+ 3
√

6 =

x1 + x2. Zauważmy, że x1 <

√
6 +

√
6 +

√
6 + . . .+

√
9 = 3 oraz x2 <√

6 +
√

6 +
√

6 + . . .+
√

8 = 2. A zatem x = x1 + x2 < 5. Jednak z drugiej

strony
√

6 > 2, 4 i 3
√

6 > 1, 6, czyli x = x1 + x2 > 4. Stąd 4 < x < 5, czyli

część całkowita liczby x wynosi 4.

2. Wiadomo, że 1
22 <

1
1·2 ,

1
32 <

1
2·3 , . . . , 1

20092 <
1

2008·2009 . Po dodaniu tych

nierówności stronami otrzymujemy:

1
22

+
1
32

+ . . .+
1

20092
<

1
1 · 2

+
1

2 · 3
+ . . .+

1
2008 · 2009

.

Wiadomo jednak, że 1
n(n+1) = 1

n −
1

n+1 , a zatem suma po prawej stronie

powyższej nierówności równa jest po prostu 11−
1
2+ 12−

1
3+ . . .+ 1

2008−
1
2009 =

1− 1
2009 < 1.

3. Przypuśćmy, że szachownicę tę można pokryć klockami tej postaci. Aby to

zrobić potrzeba 25 klocków. Dokonujemy standardowego kolorowania. Widać

teraz, że klocek w kształcie litery T w zależności od położenia pokrywa trzy

białe i jedno czarne pole lub trzy czarne i jedno białe pole. Niech klocków

pierwszego rodzaju będzie x, a drugiego rodzaju: y. Wiadomo, że x+y = 25.

Pól na szachownicy jest 100, w tym 50 białych i 50 czarnych. Zatem 3x+x =

3y + y. ZAtem x = 12, 5, czyli sprzeczność, bo x, y są liczbami naturalnymi.

Zatem szachownicy 10 × 10 nie da się pokryć klockami wspomnianymi w

treści zadania.

4. Z warunków zadania wynika, że ]C = 60◦. Niech E będzie rzutem pro-

stokątnym punktu B na bok AC. Z równości ]BAE = 45◦ uzyskujemy
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|BA|2 = 2|BE|2 oraz z tego, że ]BAE = 60◦ wynika, że |BE|2 = 3
4 |BC|

2.

Zatem |BC|2 = 2
3 |BA|

2 = |BD| · |BA| i ]DBC = ]CBA. Zatem trójkąty

DBC oraz CBA są podobne, skąd wynika, że ]BDC = ]BCA = 60◦.

5. Wiadomo, że dla k = 1, 2, . . . , n zachodzi ak < I − ak¡ stąd I − 2ak > 0, a

stąd a
I−ak = 2ak

I+(I−ak) <
2ak
I .. Stąd już mamy:

a1
I − a1

+
a2

I − a2
+ . . .+

ak
I − ak

<
2a1
I

+
2a2
I

+ . . .+
2an
I

=
2l
2

= 2.
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2.13 Turniej matematyczny w 2010 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Reszta ta wynosi 5. Każdą liczbę całkowitą można przedstawić w jednej z

dwunastu postaci: 12k+r, gdzie r ∈ {0, 1, 2, . . . , 11} i k jest liczbą całkowitą.

Spośród nich jedynie liczby 12k + 2, 12k + 5, 12k + 8, 12k + 11 dają resztę 2

przy dzieleniu przez 3, a liczby 12k+1, 12k+5, 12k+9 resztę 1 przy dzieleniu

przez 4. Tylko liczba 12k + 5 warunki jednocześnie.

2. Odpowiedź to an = 3n. Korzystając z rekurencji an+2 = 4an+1−3an układa-

my tzw. równanie charakterystyczne postaci r2− 4r+ 3 = 0. Rozwiązaniami

tego równania są liczby r1 = 1, r2 = 3. Zatem przewidywana postać ciągu to

an = A · rn1 +B · rn2 , czyli an = A · 1n +B · 3n. Korzystając z tego, że a1 = 3

oraz a2 = 9 i powyższego wzoru dostajemy układ równań z dwiema niewiado-

mymi postaci A+ 3B = 3, A+ 9B = 9. Rozwiązaniem tego układu jest para

A = 0, B = 1. Uwaga. Jeśli ktoś potrafiłby „zgadnąć”, że rozważany ciąg

musi być postaci an = 3n to wystarczy przeprowadzić dowód indukcyjny.

Jest bowiem jasne, że szukany ciąg wyznaczony jest jednoznacznie.

3. Przedłużmy ramiona AD i BC tak, by przecięły się w punkcie K. Oznacz-

my |AP | = 2x oraz |PD| = x. Skoro BP jest dwusieczną kąta ABC, to

jest również dwusieczną kąta ABK. Zatem |DK| = x. Odcinek BP stanowi

wysokość trójkątów APB oraz ABK, którą oznaczamy dalej przez h. Pole

[ABP ] trójkąta ABP równe jest xh. Na mocy III cechy podobieństwa trój-

kąty DCK oraz ABK są podobne. Skala podobieństwa wynosi 1/4. Dlatego

też [DCK] =
(
1
4

)2
[ABK] = 1

16 [ABK] = 1
16 ·
1
2 ·4x·h = 1

8xh. Pole czworokąta

PBCD wynosi [PBCD] = [BPK]− [DCK] = 1
2 · 2x · h−

1
8x · h = 7

8xh. W

rezultacie poszukiwany stosunek miar pól wynosi [ABP ]
[PBCD] = 8

7 .

4. (Finał V OMG, zadanie 6) Przekrojem czworościanu ABCD jest czworokąt,

zatem płaszczyzna przecięła cztery krawędzie czworościanu. Niech punkty

P,Q,R, S będą położone na krawędziach czworościanu. Przyjmijmy, bez stra-
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ty ogólności, że punkty te leżą odpowiednio na krawędziach AB,BC,CD

oraz AD (Rys. 1). Rozważmy siatkę czworościanu powstałą po rozcięciu

wzdłuż krawędzi AB, AC i BD (Rys. 2). Jest to równoległobok postaci

A1B1B2A2, przy czym środkami boków A1A2 oraz B1B2 są odpowiednio

punkty C i D. Punkty P1 i P2 znajdują się na bokach A1B1, A2B2 w miej-

scach odpowiadających położeniu punktu P znajduje się na ocinku AB. Stąd

P1P2||A1A2||B1B2.

W ten sposób obwód czworokąta PQRS to nic innego tylko długość łamanej

P1QRSP2 na siatce tego czworościanu. Z nierówności trójkąta widzimy, że

łamana ta jest najkrótsza gdy zawiera się w odcinku P1P2. Wówczas odcinki

PQ i RS będą równoległe do krawędzi AC, a więc będą leżały na jednej

płaszczyźnie. Oczywiście szukany obwód to P1P2 = A1A2 = B1B2 = 2, na

mocy równoległości opisanej wyżej.

5. Zauważmy, że pewnym kolorem musiano pomalować co najwyżej dwa wierz-

chołki (inaczej mielibyśmy przynajmniej 4 · 3 > 11 różnych wierzchołków

jedenastokąta). Jeśli pewnego koloru by nie użyto, lub pokolorowano jedy-

nie jeden wierzchołek, to teza jest jasna. Jeśli pokolorowano dwa, to któraś

z dwóch łączących je łamanych (zawierających kolejne boki jedenastokąta)

zawiera co najmniej pięć z dziewięciu wierzchołków pokolorowanych co naj-

wyżej trzema kolorami.
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2.14 Turniej matematyczny w 2011 r. - BRAK



Turniej matematyczny w 2012 r. - BRAK 223

2.15 Turniej matematyczny w 2012 r. - BRAK
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2.16 Turniej matematyczny w 2013 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Należy zauważyć, że w każdym ruchu biedronka przeskakuje z pola czarnego

na białe lub z pola białego na czarne. Ale w szachownicy 5×5 pól różnych ko-

lorów nie jest tyle samo! Zatem po skoku na pewnym pole będą znajdować się

co najmniej dwie biedronki. Biedronek jest jednak tyle, co pól szachownicy.

Zatem sprzeczność (Odp. NIE).

2. Po wymnożeniu otrzymujemy:

a2b+ ab2 − 2abc+ b2c+ bc2 − 2abc+ c2a+ a2c− 2abc  0

a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2  6abc(
a
c + c

a

)
+
(
b
a + a

b

)
+
(
b
c + c

b

)
 6. Ostatnia nierówność wynika zaś ze znanego

lematu: jeśli x, y > 0 to x
y + y

x  2.

3. Wykażemy, stosując indukcję matematyczną, że dla k ∈ N liczba 25
k

=

32(mod 100). Oczywiście 25
1

= 32(mod 100), więc pierwszy krok induk-

cji jest wykonany. Załóżmy teraz, ze 25
k

= 32(mod 100), dla pewnego k.

Wówczas 25
k+1

= (25
k

)5 = 325(mod 100). Łatwo natomiast sprawdzić, że

322 = 24(mod 100) oraz 323 = 68(mod 100). Zatem 325 = 24 · 68 = 1632 =

32(mod 100). A zatem i krok indukcyjny został sprawdzony. Teraz już mamy:

25
1

+ 25
2

+ 25
3

+ . . .+ . . . 25
2009

+ 25
2010

= 2010 · 32 = 20(mod 100).

4. Wystarczy przesunąć równolegle przekątną BD tak, aby punkt D znalazł się

w punkcie C. W wyniku przesunięcia powstanie trójkąt prostokątny ACB′ i

]ACB′ = 90◦. Wówczas na mocy tw. Pitagorasa otrzymujemy tezę.

5. Niech A1, B1, C1 będą środkami boków BC,CA,AB oraz niech H, I, J bę-

dą rzutami prostokątnymi punktu O odpowiednio na boki AB,AC,BC. Z

podobieństwa trójkątów DOH i DGC1 dostajemy:

DO

DG
=
OH

GC1
=

OH
1
3CC1

=
3OH
h
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gdzie h jest długością wysokości trójkąta ABC. Analogicznie otrzymujemy
EO
EG = OI

GB1
= 3OI

h oraz FO
FG = OJ

GA1
= 3OJ

h . Dobrze wiadomo, że OH +OI +

OJ = h. Stąd:

DO

DG
+
EO

EG
+
FO

FG
=

3
h

(OH +OI +OJ) =
3
h
· h = 3.
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2.17 Turniej matematyczny w 2014 r. - BRAK
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2.18 Turniej matematyczny w 2015 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii liceów

1. Jeżeli p = 2, q = 3, r = 5, to p2 + q2 + r2 = 38 nie jest liczbą pierwszą. Jeżeli

p = 3, q = 5, r = 7, to p2 + q2 + r2 = 83 jest liczbą pierwszą. Jeżeli p, q, r

są liczbami pierwszymi większymi od 3, to p2 + q2 + r2 dzieli się przez 3, bo

suma kwadratów trzech liczb niepodzielnych przez 3 dzieli się przez 3. Zatem

p2 + q2 + r2 nie jest liczbą pierwszą, bo jest podzielna przez 3 i większa od

3. Czyli jest jedna trójka kolejnych liczb pierwszych spełniających warunki

zadania: (3, 5, 7).

2. Wiemy, że 1√
1
 1√

n
, a także 1√

2
 1√

n
i tak dalej aż do 1√

n
 1√

n
. Po

dodaniu stronami wszystkich tych nierówności dostajemy:

1√
1

+
1√
2

+ . . .+
1√
n
 n · 1

n
=
√
n.

3. Pokolorujmy daną szachownicę tak, jak na rysunku poniżej:

Każdy klocek o wymiarach 1× 4 położony poziomo lub pionowo, przykrywa

dokładnie dwa pokolorowane i dwa niepokolorowane. Jeśli przyjmiemy, że

żądane pokrycie istnieje, to liczba pól pokolorowanych danej szachownicy

musi być o 1 mniejsza niż liczba pól niepokolorowanych. Jednak bezpośrednie

sprawdzenie pokazuje, że jest odwrotnie: pól pokolorowanych jest 85, zaś

niepokolorowanych 84. Otrzymujemy sprzeczność.
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4. Niech [x] = α oraz x− [x] = r. Zatem [x] = [α+ r] = a. Wówczas

[2x] = [2α+ 2r] =

2α, 0 ¬ r < 1
2 ,

2α+ 1, 1
2 ¬ r < 1

oraz

[3x] = [3α+ 3r] =


3α, 0 ¬ r < 1

3 ,

3α+ 1, 1
3 ¬ r <

2
3

3α+ 2, 2
3 ¬ r < 1.

Rozpatrujemy przypadki:

(1) 0 ¬ r ¬ 1
3 . Mamy [x] + [2x] + [3x] = α + 2α + 3α = 2005, a więc

6a = 2005, sprzeczność.

(2) 13 ¬ r < 1
2 . Mamy [x] + [2x] + [3x] = α+ 2α+ 3α+ 1 = 2005, a zatem

α = 334.

(3) 12 ¬ r < 2
3 . Mamy [x] + [2x] + [3x] = α + 2α + 1 + 3α + 2 = 2005. A

zatem 6a = 2003, co daje sprzeczność.

(4) 23 ¬ r < 1. Mamy [x] + [2x] + [3x] = α + 2α + 1 + 3α + 2 = 2005. A

zatem 6a = 2002, co daje również sprzeczność.

Zatem rozwiązaniami równania są wszystkie liczby postaci x = 334+r, gdzie
1
3 ¬ r <

1
2 .

5. Niech x = KA oraz y = BL. Należy udowodnić, że x = y. Trójkąty AKE i

TNE mają wspólny kąt w wierzchołku E i są prostokątne. Zatem są to trój-

kąty podobne. Mamy więc: AK
AE = TN

TE . Niech s = SM oraz t = NT . Mamy

zatem: x
2s−x = t

EF−t , co po przekształceniach daje: x = 2st
EF . Analogicznie

mamy relację podobieństwa pomiędzy trójkątami BLF oraz SMF . Prowa-

dzi ona do równości BL
BF = SM

SF , czyli y
2t−y = s

EF−s . Po przekształceniu tej

równości dostajemy y = 2st
EF , co kończy dowód.
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2.19 Turniej matematyczny w 2016 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnimy, że dla każdego n ∈ N zachodzi nierówność:

1
2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

.

W tym celu podnieśmy lewą stronę powyższej nierówności do kwadratu i

dokonajmy przegrupowania powstałych w ten sposób czynników:(
1
2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n

)2
=

1 · 3
22
·3 · 5

42
·5 · 7

62
· · · . . .· (2n− 1)(2n+ 1)

(2n)2
· 1
2n+ 1

.

Stosując wzory skróconego mnożenia do wszystkich czynników za wyjątkiem

ostatniego mamy dalej:

1 · 3
22
· 3 · 5

42
· 5 · 7

62
· · · . . . · (2n− 1)(2n+ 1)

(2n)2
=

(2− 1)(2 + 1)
22

· (4− 1)(4 + 1)
42

· . . . · (2n− 1)(2n+ 1)
(2n)2

=(
1− 1

22

)(
1− 1

42

)
· . . . ·

(
1− 1

(2n)2

)
.

W ostatnim iloczynie wszystkie czynniki są liczbami mniejszymi od 1, a

zatem całe powyższe wyrażenie jest mniejsze od 1. Oznacza to, że mamy:(
1 · 3
22
· 3 · 5

42
· 5 · 7

62
· · · . . . · (2n− 1)(2n+ 1)

(2n)2

)
· 1

2n+ 1
< 1 · 1

2n+ 1
.

Pierwiastkując stronami tę nierówność otrzymujemy wyjściową nierówność.

Wstawiają w nią n = 50 otrzymujemy tezę zadania.

2. Wystarczy zauważyć, że 1280000401 = 207 + 202 + 1, zaś każdy wielomian

postaci x7 + x2 + 1 = (x2 + x + 1)(x5 − x4 + x2 − x + 1. Stąd wiemy, że

1280000401 = 421 cot 3040381, czyli jest to liczba złożona. Warto odnotować,

że czynniki te są liczbami pierwszymi.

3. Niech osoba A będzie uczestnikiem konferencji. Przypuśćmy, że A może po-

rozumieć się ze wszystkimi pozostałymi osobami. Ponieważ osoba A zna co
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najwyżej 5 języków, więc z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, że co naj-

mniej 397 osób zna jeden z tych języków, gdyż 1984 = 5 · 396 + 4. W takim

przypadku jest znacznie więcej niż osób niż 200, które znają ten sam język.

Przypuśćmy zatem, że osoba A nie umie porozumieć się ze wszystkimi osoba-

mi i niech B będzie jedną z osób, z którą A nie może się porozumieć. Weźmy

osobę C, różną od A,B. Wśród trójki A,B,C któreś dwie znają ten sam

język. Zatem osoba C umie się porozumieć z A lub B. Widzimy, że każda

osoba różna od A i B może się porozumieć z A lub B. Z zasady szufladkowej

Dirichleta wynika zatem, że co najmniej 992 mogą się porozumieć z jedną

z osób A lub B. Nie tracąc ogólności możemy założyć, że co najmniej 992

osoby mogą porozumieć się z osobą A. Ponownie korzystamy z zasady szu-

fladkowej, b 992 = 5 · 198 + 2, zatem co najmniej 199 osób zna jeden z pięciu

języków, które zna osoba A. Te osoby, wraz z osobą A tworzą szukamy zbiór

200 osób znających ten sam język.

4. Biorąc pod uwagę postać równania musimy założyć, że x− 3x− 16  0 oraz,

że x ∈ N, To oznacza, że x jest liczbą naturalną nie mniejszą niż 6. Skoro

x − 1 < [x] ¬ x, dla x ∈ R, to 1+7x
8 <

[
9+7x
8

]
¬ 9+7x

8 . Wiemy, że dla

x  6 prawdziwe są nierówności 1 + 7x > 0 oraz 9 + 7x > 0. Wówczas po

podniesieniu nierówności podwójnej do kwadratu mamy:

1 + 14x+ 49x2

64
<

[
9 + 7x

8

]2
¬ 81 + 126x+ 49x2

64
.

Po drobnych uproszczeniach otrzymujemy zatem układ nierówności postaci:15x2 − 318x− 1105 ¬ 0

15x2 − 200x− 1025 > 0.

Uwzględniając fakt, że x ∈ N oraz x  6 dostajemy x ∈ {18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}.

Po wstawieniu tych rozwiązań do wyjściowego równania dostajemy x = 20.

5. Niech punkty K,M,N,L,Q, P dzielą odpowiednio boki AB,BC,CA trójką-

ta ABC w stosunku m : n : m, jak na rysunku niżej:
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Wówczas BM
AB = m

2m+n = BN
BC . Zatem trójkąty MBN i ABC są podobne.

Stosunek pól figur podobnych równy jest kwadratowi skali podobieństwa,

a zatem: [MBN ]
[ABC] = [MBN ]

S = m2

(2m+n)2 . Analogicznie uzyskujemy: [AKP ] =

S · m2

(2m+n)2 = [QLC]. Wobec tego mamy: [MNLQPK] = [ABC]− [MBN ]−

[AKP ]− [QLC] = S − 3[MBN ] = S
(

1− 3m2

(2m+n)2

)
.
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2.20 Turniej matematyczny w 2017 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Udowodnimy, że 479 < 2100 + 3100 < 480. Skoro 2 · 3100 > 2100 + 3100, to

wystarczy udowodnić, że 480 > 2 · 3100 co jest równoważne z:
(
44

35

)20
=(

256
243

)20
> 2. Łatwo sprawdzić, że 256243 > 1 + 1

20 . Na mocy nierówności Berno-

ullego (1 + x)n  1 + nx otrzymujemy
(
256
243

)20
>
(
1 + 1

20

)20  2.

Aby udowodnić drugą nierówność pokażemy, że 3100 > 479. Trzeba udowod-

nić, że 480

3100 < 4. To zaś wynika z tego, że:

480

3100
=
(

256
243

)20
<

(
19
18

)20
=
(

361
324

)10
<

(
9
8

)10
=
(

81
64

)5
<

(
9
7

)5
=

59049
16807

< 4.

2. Podstawiamy t = a2+b2

ab , przy czym z nierówności między średnimi wynika,

że t > 2. Wystarczy pokazać, że dla t  2 zachodzi t
+
1
t  2, 5. To ostatnie

jest jednak oczywiste, bo t2 − 2, 5t+ 1 = (t− 2)(t− 0, 5)  0.

3. 3

√
20 + 14{

√
2 + 3

√
20− 14

√
2 = 4.

4. Przypuśćmy, że tak nie jest. Wówczas w dowolnych dwóch wierszach znaj-

duje się różna liczba pól czerwonych. Wówczas wszystkich czerwonych pól w

tablicy znajduje się przynajmniej 0 + 1 + 2 + . . . + 14 = 105. Analogicznie

ustalamy najmniejszą liczbę pól pozostałych kolorów. Czyli w tablicy po-

winno być nie mniej niż 3 · 105 = 315 pól. Ale pól na tej szachownicy mamy

225. Otrzymaliśmy sprzeczność. Zatem znajdziemy dwa wiersze z jednakową

liczbą pól wybranego koloru.

5. Skorzystamy z oczywistego faktu, że trójkąt ASB jest prostokątny. Niech

proste AS i BS przecinają mniejszy okrąg odpowiednio w F i E. Zauważmy,

że trójkąty ASB i EFS są podobne w skali k = R
r . Stąd SF = r

RAS i SE =
r
RBS. Z twierdzenia o stycznej i siecznej dla tych okręgów otrzymujemy

AC2 = AS · AF = AS2
(
1 + r

R

)
oraz BD2 = BS · BE = BS2

(
1 + r

R

)
. Po
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dodaniu stronami obu równań i korzystając z faktu, że ASB jest prostokątny

dostajemy:

AC2 +BD2 =
(

1 +
r

R

)
(AS2 +BS2) = 4R(R+ r).
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2.21 Turniej matematyczny w 2018 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Kolorujemy szachownicę w taki sposób, że co czwarte pole zamalowane jest

na czarno, zgodnie z wzorcem podanym na rysunku:

Łatwo zauważyć, że każda płytka o wymiarach 1×4 zajmuje dokładnie jedno

pokolorowane pole. Czarnych pól powinno być więc 25 niezależnie od sposobu

pokrywania (bo jeśli pełne pokrycie szachownicy jest możliwe to należy użyć

25 płytek). Przy tym kolorowaniu czarnych pól jest jednak w rzeczywistości

26, co daje sprzeczność z założeniem, że pełne pokrycie jest możliwe.

2. Oznaczmy przez K,L punkty przecięcia odpowiednio prostych CP i CQ z

prostą AB. Wówczas |CP | = |PK| oraz |CQ| = |QL|. Stąd wynika, że:

|PQ| = 1
2
|KL| = 1

2
(|AK|+|BL|−|AB|) =

1
2

(|AC|+|BC|−|AB|) =
1
2

(b+a−c).

3. Załóżmy, ze d = NWD(a+ b, a2 + b2). Zatem d dzieli również (a+ b)2. Stąd

wniosek, że d|(a+ b)2 − (a2 + b2) = 2ab. Mamy także:

2a2 = 2a(a+ b)− 2ab, 2b2 = 2b(a+ b)− 2ab.

Wszystkie składniki lewych stron powyższych równości podzielne przez d, a

więc d|2a2 oraz d|2b2. Skoro NWD(a, b) = 1, to NWD(a2, b2) = 1. Zatem

2a2 i 2b2 nie mogą jednocześnie dzielić się przez d > 2.

4. Uzasadnijmy najpierw następujący fakt pomocniczy: dla dowolnych liczb x, y

zachodzi nierówność:
x2 + y2

2

(
x+ y

2

)2
.
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Istotnie, oto ta sama nierówność w równoważnych postaciach:

x2 + y2

2
 x2 + 2xy + y2

4

2x2 + 2y2  x2 + 2xy + y2.

Ostatnia nierówność jest oczywiście równoważna temu, że (x−y)2  0. Uzy-

skaliśmy zatem nierówność postulowaną w tezie zadania.

Dla dowodu nierówności postawionej w tezie zadania użyjemy udowodnionej

wyżej nierówności podstawiając x = a+ 1a , y = b+ 1b . Otrzymujemy wówczas:

1
2

((
a+

1
a

)2
+
(
b+

1
b

)2)
 1

4

(
a+

1
a

+ b+
1
b

)2
=

1
4

(
1 +

1
ab

)2
.

Wyrażenie 1
ab osiąga najmniejszą wartość wtedy, gdy iloczyn ab osiąga naj-

większą wartość. Z nierówności pomiędzy średnimi wiemy, że ab ¬
(
a+b
2

)2
=

1
4 , czyli 1ab  4, a stąd 1 + 1

ab  5. To daje tezę zadania. Równość zachodzi

dla a = b = 1
2 .

5. Niech punkt O będzie środkiem okręgu wpisanego w trójkąt ABC, a punkty

E,F,G punktami styczności okręgu wpisanego w trójkąt ABC odpowiednio

z bokami AB,AC,BC. Ponieważ OF ⊥ AC i OG ⊥ BC, więc czworokąt

OGCF jest kwadratem o boku r, gdzie r jest promieniem okręgu wpisanego

w trójkąt ABC. Stąd |OC| = r
√

2. Z warunku |OC||OD| =
√
3√
2

otrzymujemy, że

|OD| = 2r√
3
. Stąd otrzymujemy, że |OE| = r = |OD|

√
3

2 , czyli ]BDC = 60◦.

Zatem ]ABC = 180◦−]BDC−]BCD = 75◦ oraz ]BAC = 90◦−]ABC =

15◦.
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2.22 Turniej matematyczny w 2019 r. - BRAK

EL, FG

Finał w kategorii szkół średnich

1. Niech:

A = 1+
1
2

+. . .+
1

n− 1
=
(

1 +
1

n− 1

)
+
(

1
2

+
1

n− 2

)
+. . .+

(
1
n−1
2

+
1

n−1
2 + 1

)
.

Skoro n jest liczbą nieparzystą, więc n−1 jest liczbą parzystą, zatem 1
2 (n−1)

jest liczbą naturalną. Kładziemy też

s =
n

n− 1
+

n

2(n− 2)
+

n

3(n− 3
) + . . .+

4n
(n− 1)(n+ 1)

.

Skoro n = 2k + 1, dla pewnego k, to

4n
(n− 1)(n+ 1)

=
4(2k + 1)
2(k + 1)2k

=
2k + 1
k(k + 1)

=
n(

n−1
2

) (
n−1
2 + 1

) .
Zatem

s = n

(
1

n− 1
+

1
2(n− 2)

+ . . .+
1(

n−1
2

) (
n−1
2 + 1

)) .
Widać więc, że każdy z mianowników jest dzielnikiem iloczynu 2 · 3 · 4 · . . . ·

(n− 1). Zatem rozważany w treści zadania iloczyn jest podzielny przez n.

2. Niech Sn = 1!+2!+3!+. . .+n!. Wówczas S1 = 3, S3 = 9, S4 = 35, S5 = 153...

Można zauważyć, że dla n  4 suma Sn ma postać 10 + 3. Widać, że dla

n  5 liczba n! jest podzielna przez 10. A zatem dla n  4 cyfra jedności

liczby Sn wynosi 3. Skoro kwadrat żadnej liczby naturalnej nie ma cyfry

jedności 3, zatem łatwo widzimy, że jedynymi rozwiązaniami równania są

pary (1, 1), (3, 3).

3. Przypuśćmy, że takie pokrycie. Kolorujemy na czarno środkowy wiersz i środ-

kową kolumnę szachownicy, a pozostałe pola pozostawiamy białe. W takim

przypadku każdy z klocków pokryje co najmniej jedno pokolorowane pole, a

prostokąt zajmujący środkowe pole szachownicy zajmie minimum pięć poko-

lorowanych pól. W kwadracie 9× 9 można umieścić co najwyżej 13 klocków,

gdyż pokolorowanych pól jest siedemnaście. Widać, że zajmą one najwyżej

13 · 6 = 78 pól. Ale rozważany prostokąt ma 81 pól. Sprzeczność.
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4. Wiadomo, że jeśli wielomian stopnia trzeciego ma dwa pierwiastki rzeczy-

wiste, to ma i trzeci pierwiastek rzeczywisty. A zatem niech pierwiastkami

rozważanego wielomianu będą α, 1/α, β. Wówczas ze wzorów Viete’a otrzy-

mujemy: 
α+ 1

α + β = b
a

1 + αβ + β
α = c

a

β = − da .

Stąd natychmiast wynika teza.

5. Stosując dwukrotnie twierdzenie sinusów dla trójkątów ACD i BDC otrzy-

mujemy:

|CD|
sin(]A)

=
|AC|

sin(]ADC)
,

|CD|
sin(]B)

=
|BC|

sin(]ADC)
.

Stąd po przemnożeniu stronami równości otrzymujemy:

|CD|2

sin(]A)(sin(]B))
=
|AC||BC|

sin2(]ADC)
.

Zatem: |CD|2 = |AC||BC| · sin2(]ADC)
sin(]A)(sin(]B)) . Wiadomo jednak, że ]ADC =

180◦ −
(
]A+ 1

2]C
)

= ]B + 1
2]C. Stąd sin(]ADC) = sin

(
]A+ 1

2]C
)

=

sin
(
]B + 1

2]C
)
. Stąd otrzymujemy

0 <
sin(]A) sin(]B)

sin2(]ADC)
=

sin(]A)
sin
(
]A+ 1

2]C
) · sin(B)

sin
(
]B + 1

2]C
) < 1.

Zatem |CD|2 < |AC · |BC|.


