Dzien pierwszy - grupa starsza

. Wyznacz wszystkie liczby calkowite n, dla ktérych liczba v/3n? + 2n + 2 jest wymierna.

. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych uktad réwnan:

at+b+c+d=20

ab + ac + ad + bec + bd + ¢d = 150

. Tle jest 20 elementowych ciagéw o wyrazach pochodzacych ze zbioru {0, 1} takich, w ktérych wszyst-
kie zera wystepuja po kolei lub wszystkie jedynki wystepuja po kolei, lub zachodza obydwa wyzej

wymienione przypadki?

. Niech f : R — R bedzie funkcja taka, ze f(f(x)) = 2% — x + 1, dla kazdej liczby rzeczywistej z.
Wyznacz f(0).

. W pewnym krélestwie bylo duzo (ale skoniczenie wiele) miast, a jednym z tych miast byla stolica.
Miedzy dowolnymi miastami A i B kursowal dylizans, zaréwno na trasie od A do B, jak i na trasie
od B do A, przy czym kazdy z tych dwéch kurséw kosztowal tyle samo. Zatézmy, ze wszystkie trasy
zawierajace dokladnie jeden post6j w kazdym z miast krélestwa kosztowaly tyle samo. Udowodnij,
ze wszystkie trasy zawierajace doktadnie jeden postéj w kazdym z miast krdlestwa za wyjatkiem

stolicy (do ktérej trasy te nie prowadza) kosztuja tyle samo.



Dzien pierwszy - grupa starsza - rozwigzania

1. Wyznacz wszystkie liczby calkowite n, dla ktérych liczba /3n? + 2n + 2 jest wymierna.

Zauwazmy, ze jedli 3n? + 2n + 2 = m?, to (3n + 1)2 + 5 = 3m>. Prawa strona tej réwnosci daje
reszte z dzielenia przez 4 réwna 0 lub 3. Lewa strona natomiast moze dawac reszty z dzielenia przez

4 réwne 1 lub 2. Stad nie ma takich n, dla ktérych wyjsciowe wyrazenie byloby liczbg wymierna.

2. Rozwiqz w liczbach rzeczywistych uklad rownan:

at+b+c+d =20

ab+ ac+ ad + bc+ bd +cd = 150

Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia sprawdzamy, ze a? + b® + ¢ + d? = 100. Zauwazmy,

ze wyrazenie (a — 5)% + (b —5)2 + (c — 5)? + (d — 5)? réwne jest zatem
a®> +b% +c® +d* —10(a+ b+ c+d) + 100 = 100 — 200 + 100 = 0.
Stada=b=c=d=5.

3. Ile jest 20 elementowych ciggdw o wyrazach pochodzgcych ze zbioru {0,1} takich, w ktdrych wszyst-
kie zera wystepujqg po kolei lub wszystkie jedynki wystepujg po kolei, lub zachodzg obydwa wyzej

wymienione przypadki?

Wiadomo, ze sa dwa ciagi sktadajace si¢ z samych zer lub samych jedynek. Dalej zakladamy,
ze rozwazane ciggi maja zaréwno zera jak i jedynki. Zajmijmy sie najpierw ciagami, w ktorych
wystepuja po kolei same zera. Mozemy je zacza¢ w jednym z 20 miejsc, a dalej w jednym z 19 miejsc

stoi jedynka, ktora konczy nasz ciag zer. Takich ciggéw jest zatem y (

bo kazdy ciag liczymy
podwdjnie biorac pod uwage poczatek ciagu zer i pierwsza jedynke po tym ciagu). Podobnie z

ciggami, w ktoérych wystepuja po kolei same jedynki. Zatem ostateczna odpowiedz to 382.

4. Niech f : R — R bedzie funkcjq takq, ze f(f(x)) = 2% —x + 1, dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz f(0).

Podstawiajac pod z wartosci 0 i 1 dostajemy f(f(0)) = f(f(1)) = 1. Nastepnie:
f@® =z +1) = f(f(f(@) = f(2)* = fl2) + 1,

a zatem f(0)2 — f(0)+1 = f(1)2 - f(1)+1 = f(1). Stad f(1)2 —2f(1) +1 =0, a wiec f(1) = 1.
Stad f(0)(f(0) —1) = 0. Jesli f(0) =0, to 1 = f(f(0)) = f(0) = 0, co jest niemozliwe. Zatem
f(0) =1.

5. W pewnym krdlestwie bylo duzo (ale skoriczenie wiele) miast, a jednym z tych miast byla stolica.
Miedzy dowolnymi miastami A i B kursowal dylizans, zaréwno na trasie od A do B, jak i na trasie
od B do A, przy czym kazdy z tych dwdch kurséw kosztowal tyle samo. Zaldzmy, Ze wszystkie trasy
zawierajgce dokladnie jeden postdj w kazdym z miast krolestwa kosztowaly tyle samo. Udowodnij, Ze
wszystkie trasy zawierajgce dokladnie jeden postoj w kazdym z miast krolestwa za wyjgtkiem stolicy

(do ktdrej trasy te nie prowadzq) kosztujg tyle samo.



Wynik jest oczywisty jesli w krolestwie sa cztery miasta lub mniej. Zakladamy wiec, ze jest ich
przynajmniej 5. Niech f(XY') oznacza koszt podrézy z X do Y. Niech K bedzie stolica. Rozwazmy

dowolne cztery miasta A, B, C, D. Pozostale miasta nazywijmy: Ei, ..., Ey. Rozwasmy dwa szlaki;
A-B-C-D-E,-Ey—...—-E,, A-C—-B-D-E,—Ey—...—E,.
Obydwa te szlaki kosztuja tyle samo, a stad wniosek, ze f(AB) + f(CD) = f(AC) + f(BD). Stad:
f(KB) + f(AC) = f(KC) + f(AB), f(KA)+ f(CD) = f(AC) + f(KD).
Stad zas:
f(KA) + f(KB) = f(AB) = f(KA) + f(KC) - f(AC) = f(KD) + f(KC) = f(CD).

Zatem dla dowolnych dwoéch miast X, Y liczba f(KX) + f(KY) — f(XY) jest stala. Oznaczmy
te stalg przez C. Niech C' bedzie natomiast kosztem podrézy, ktéra zatrzymuje sie w kazdym
miescie (jest to tez stala, zgodnie z zalozeniem). Rozwazmy dowolna podréz, ktéra przechodzi przez
wszystkie miasta za wyjatkiem stolicy. Jesli dotozymy do niej wizyte w stolicy K, zaraz po wizycie
w A, a przed wizyta w B, to koszt naszej podrézy wzrosnie od f(AK) + f(KB) — f(AB) =C, i
jako, ze podrdz obejmie teraz wszystkie miasta, to laczny koszt wyniesie C’. Zatem koszt kazdej

podroézy, ktéra omija tylko stolice jest staly i wynosi wynosi C’ — C.



Dzien drugi - grupa starsza

. Ile jest 16 elementowych ciggéw kolejnych liczb nieparzystych, ktérych suma jest trzycyfrowym

szescianem liczby catkowitej?
. Znajdz wszystkie liczby catkowite n takie, ze n? ma w zapisie dziesietnym jedynie liczby nieparzyste.

. Niech z,y bedg liczbami catkowitymi takimi, ze 322 +x = 4y® +y. Wykaz, ze x — y jest kwadratem
liczby caltkowitej.

. Dana jest szachownica rozmiaréw 18 x 18, ktérej kazde pole moze byé czarne lub biale. Na poczat-
ku wszystkie pola sg biale. Mozemy wykonaé nastepujaca operacje: wybieramy rzad lub kolumne
szachownicy, 1 zamieniamy w jej obrebie kolor wszystkich pél. Czy powtarzajac te operacje pewna

ilo§¢ razy mozemy doé¢ do stanu, w ktérym dokladnie 16 pdl szachownicy bedzie czarnych?

. Zmajdz wszystkie funkcje f : C; — Cy takie, ze f(n!) = f(n)! oraz dla kazdej pary réznych liczb
calkowitych dodatnich (m,n) liczba f(n) — f(m) jest podzielna przez n — m.



Dzien drugi - grupa starsza - rozwigzania

1. Ile jest 16 elementowych ciggow kolejnych liczb nieparzystych, ktérych suma jest trzycyfrowym sze-

Scianem liczby catkowitej?
Jeden ztozony z liczb dodatnich i jeden ztozony z liczb ujemnych.
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2. Znajdz wszystkie liczby calkowite n takie, zZe n® ma w zapisie dziesietnym jedynie liczby nieparzyste.

Zauwazmy, ze aby warunek zadania byl spelniony cyfra jednosci liczby n musi by¢ nieparzysta. Jesli
n jest jednocyfrowa, to w gre wchodza jedynie 1 oraz 3. Zalézmy, ze n ma przynajmniej 2 cyfry w
zapisie dziesietnym. Zalézmy, ze cyfra dziesiatek liczby n to a, za$ cyfra jednosci to b. Przyjrzymy
sie cyfrze dziesigtek liczby n?. Zauwazmy, ze wplyw na to jaka to bedzie cyfra maja jedynie cyfry
a oraz b, poniewaz n? = (b+ 10a + 100x)?, dla pewnego = calkowitego dodatniego. Rozwijajac ten
zapis dostajemy: n2 = b2 + 100a? + 10000z* + 20ab + 200xb + 2000ax. Zatem cyfra dziesigtek liczby
n? jest taka sama jak cyfra dziesiatek liczby b? + 20ab. Latwo sprawdzié, ze b = 1,3,5,7,9 liczba
b% +20ab ma cyfre dziesiatek, ktéra jest zawsze parzysta. Jedynymi rozwiazaniami sa liczby {1, 3}.

3. Niech x,y bedq liczbami calkowitymi takimi, ze 3x2 + x = 4y® +y. Wykas, Ze x — y jest kwadratem

liczby calkowite;.

Zauwazmy, ze zgodnie z warunkami zadania:

32+ =3 +y+y’= (- y) By + 3z +1) =y

4t -2 =4ty = (v —y)dy + 4o+ 1) =27
Zauwazmy, ze liczby 3y + 3z + 1 oraz 4y + 3x + 1 sa wzglednie pierwsze. Istotnie:
NWD@By+3z+1,4y+42c+1)=NWD@By+3xz+1,y+z) = NWD(1,y + z).

Zatem NW D(2%,y?) = v — y. Zauwamy, ze kazdy czynnik pierwszy wystepuje dwukrotnie w kwa-
dracie liczby catkowitej, a wiec dowolna liczba pierwsza albo jest czynnikiem pierwszym x — y
wystepujacym w parzystej potedze, albo nie jest czynnikiem = — y. Stad = — y jest kwadratem
liczby calkowitej.

4. Dana jest szachownica rozmiarow 18 x 18, ktorej kazde pole moze byé czarne lub biale. Na poczgtku
wszystkie pola sq biate. Mozemy wykonaé nastepujgcq operacje: wybieramy rzqd lub kolumne sza-
chownicy, i zamieniamy w jej obrebie kolor wszystkich pol. Czy powtarzajgc te operacje pewng ilosé

razy mozemy do$¢ do stanu, w ktérym dokladnie 16 pdl szachownicy bedzie czarnych?

Nie jest to mozliwe. Zalézmy przeciwnie, ze po pewnej liczbie operacji doszliSmy do 16 czarnych
pol. Zauwazmy, ze jesli zamienimy kolejnoscia wykonanie dwéch dowolnych operacji, to uzyskane
w ten spos6b kolorowanie bedzie identyczne. W szczegoélnosci dwukrotne wykonanie operacji na
dowolnym wierszu lub kolumnie nie zmienia kolorowania. Zalézmy wiec, ze wykonaliSmy operacje
na x wierszach i y kolumnach. Jesli zostalo nam doktadnie 16 czarnych pdl, to zachodzi réwnosé:
(18 —y) +y(18 — x) = 16. Jest ona réwnowazna z réwnoscia (x —9)(y —9) = 73. Ale 73 jest liczba

pierwsza, zas |z — 9|, |y — 9] < 73. Sprzecznosé.



5. Znajdz wszystkie funkcje f : C; — Cy takie, ze f(n!) = f(n)! oraz dla kazdej pary réznych liczb
catkowitych dodatnich (m,n) liczba f(n) — f(m) jest podzielna przez n — m.

Wykazemy, ze sa trzy takie funkcje: f(n) = 1, f(n) = 2, f(n) = n. Zauwazmy, ze f(1l) = f(1) =
f() oraz f(2!) = f(2) = f(2)!. Zatem f(1) oraz f(2) sa obydwie réwne 1 lub 2, poniewaz sa to

jedyne liczby spelniajace rownanie n = n!l. Mamy wiec 4 przypadki:

e Przypadek 1. f(1) = f(2) = 1. Dla k > 2 mamy k! — 2| f(k)! — f(2), a zatem k! — 2| f(k)! — 1.
Liczba k! — 2 jest parzysta, zatem f(k)! jest nieparzysta, co oznacza, ze f(k)! = f(k) = 1.
Zatem w tym przypadku f(n) = 1.

e Przypadek 2. f(1) = f(2) = 2. Wiadomo, ze 3! — 1| f(3)! — f(1), a zatem 5| f(3)! — 2. Jedyna
liczba postaci n!, ktéra daje reszte 2 z dzielenie przez 5 to 2!, zatem f(3)! = f(3) = 2. Stad
dla k > 3 mamy: k! — 3| f(k)! — f(3), co pociaga za soba podzielnosé k! — 3| f(k)! — 2. Liczba
k! — 3 jest wielokrotnoscia 3, wiec takze f(k)!— 2 jest wielokrotnoscia 3. Stad f(k!) daje reszte
2 7z dzielenia przez 2. Zatem f(k) = 2.

e Przypadek 3. f(1) =1, f(2) = 2. Wéwczas 3!—1| f(3)! -2, azatem 5| f(3)! —2. Stad f(3)! = 2.

Jednak 3!—2| f(3)! =1, czyli 4| 2— 1, co jest niemozliwe. W tym przypadku nie ma rozwiazan.

e Przypadek 4. f(1) =1, f(2) = 2. Mamy 3! — 1| f(3)! — 1, a zatem 5] f(3)! — 1. Stad f(3)! =
lub f(3)! = 6. Wiemy jednak, ze 3! — 2| f(3)! — 2, a zatem 4] f(3)! — 2. Stad f(3)! = 6.
Zatem f(3) = 3. Stad f(3!) = 3!, a dalej f((3")!) = (3!)! i tak dalej, co oznacza, ze istnieja
dowolnie duze liczby calkowite dodatnie m, dla ktérych f(m) = m. Dla dowolnej k& > 3
wybierzmy dowolnie duza m taka, ze m > k oraz f(m) =m. Stad m — k| f(m) — f(k), a wiec
m —k|m — f(k). Stad f(k) — k jest podzielne przez m — k, dla dowolnej m > k. Oznacza to,
ze k = f(k), dla wszystkich k.



Dzien trzeci - grupa starsza

. Czy istnieja takie cztery rézne liczby catkowite dodatnie a,b,c,d, ze iloczyn dowolnych dwéch z

nich powiekszony o 2006 jest kwadratem liczby catkowitej?
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. Znajdz najmniejsze n calkowite dodatnie o tej wtasnoéci, ze wielomian z* — nx + 63 moze by¢

zapisany jako iloczyn dwoch wielomianéw (niezerowego stopnia) o wspotczynnikach catkowitych.

. Wyznacz wszystkie liczby catkowite d o tej wtasnosci, ze jesli d dzieli liczbe catkowita n, to d dzieli

tez kazda liczbe, ktora mozemy otrzymacé przez przestawienie cyfr liczby n.

. Niech m > 3 bedzie liczba calkowita dodatnia. Okre$lamy zbiér S = {3,4,5,...,m}. Znajdz naj-
mniejsza warto$¢ m, dla ktérej dowolny podzial zbioru S na dwa podzbiory roztaczne A, B takie, ze
AU B = S ma te wlasno$¢, ze jeden z podzbioréw A, B zawiera liczby (niekoniecznie rézne) takie,

ze ab = c.
. Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi spelniajacymi warunek:
A+ 4+ (a+b+e)? <4

Udowodnij, ze:
ab+1 bc+1 ca+1

(@+0)? " (b+c)?  (c+a)*




Dzien trzeci - grupa starsza - rozwigzania

1. Czy istniejg takie cztery rozne liczby calkowite dodatnie a,b, c,d, Ze iloczyn dowolnych dwdch z nich

powiekszony o 2006 jest kwadratem liczby calkowitej?

Takie liczby nie istnieja. Zauwazmy, ze 2006 daje reszte 2 z dzielenia przez 4. Tymczasem kwadrat
dowolnej liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 4. Zaldézmy, przez sprzecznosé, ze
istnieja a, b, ¢, d spelniajace warunki zadania. Zatem kazda z liczb ab, ac, ad, be, bd, cd daje reszte 2
lub 3 z dzielenia przez 4. Latwo stad wysnué wniosek, ze kazda z liczb a, b, ¢, d daje inna reszte z
dzielenia przez 4. To jest jednak niemozliwe, bo wéwczas jeden z tych iloczynéow dawalby reszte 0.

Sprzecznosé.
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2. Znajdz najmniejsze n catkowite dodatnie o tej wlasnosci, ze wielomian x* — nx + 63 moze byé

zapisany jako iloczyn dwéch wielomiandw (niezerowego stopnia) o wspdlczynnikach calkowitych.

Zachodza dwie mozliwosci. Albo szukana liczba n pochodzi z rozkladu na iloczyn wielomianéw
stopni 1 i 3, albo z rozkladu na dwa wielomiany stopnia 2. W pierwszym przypadku wiemy, ze

w(z) = 2*

— nx + 63 jest podzielny przez wielomian postaci x — a, gdzie a jest catkowite. Zatem a
musi by¢ pierwiastkiem w(z). Korzystajac z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianéw
o wspélczynnikach catkowitych wiemy, ze a moze byé rowna jedynie £1,+£3, 7, £9. Podstawiajac
te liczby do wielomianu w(z) otrzymujemy, ze najmniejsze catkowite dodatnie n jakie mozemy uzy-

ska¢ wynosi 48 (w przypadku, gdy podstawiamy = = 3).

W drugim przypadku zachodzi rozklad:
(2 + ax +b)(2® + cx + d) = z* + (a4 )2 + (b + d + ac)z? + (ad + be)x + bd.
Korzystajac z twierdzenia o wielomianach rownych dostajemy:
a+c=0,b+d+ac=0,ad+ bc = —n,bd = 63.

Pierwsze dwa réwnania daja nam réwnoéé b + d = a?, stad jedyne mozliwe wartosci liczb (b, d) to
(1,63) lub (7,9). Na tej podstawie wyliczamy mozliwe wartosci n: £8-62 lub +£4-2. Stad odpowiedzia

w zadaniu jest n = 8.

3. Wyznacz wszystkie liczby calkowite d o tej wlasnosci, Ze jesli d dzieli liczbe calkowitg n, to d dzieli

tez kazdg liczbe, ktorg mozemy otrzymac przez przestawienie cyfr liczby n.

Pokazemy, ze sa trzy takie liczby: {1,3,9}. Niech d bedzie liczba spelniajaca warunki zadania.
Istnieje taka wielokrotnosé N liczby d, ktéra w swoim zapisie ma liczbe 1. Rozwazmy liczbe 10N.
Zauwazmy, ze w zapisie dziesietnym tej liczby wystepuje zaréwno 0 jak i 1. Oczywiscie d jest
dzielinikiem 10V, a zatem jest takze dzielnikiem kazdej liczby, ktéra powstaje z przestawienia cyfr
liczby. W szczegdlnoéci mozemy dokonaé takiego przestawienia cyfr liczby 10N, Zeby ostatnimi
dwiema jej cyframi byly cyfry 1 i 0. Nazwijmy te liczbe di. Wiemy, ze d dzieli te¢ liczbe. Wiemy
zatem, ze d dzieli tez liczbe ds, ktéra powstaje przez zamiane dwdch ostatnich cyfr liczby d;. Zatem
d dzieli takze do — d; = 9. Korzystajac z zasad dzielenia przez 3 i 9 latwo wykazaé, ze wszystkie

trzy pozostajace nam mozliwoéci spetniajg warunki zadania.



4. Niech m > 3 bedzie liczbg calkowitq dodatnig. Niech S = {3,4,5,...,m}. ZnajdZ najmniejszq
wartosé m, dla ktorej dowolny podzial zbioru S na dwa podzbiory roztgczne A, B takie, 2e AUB = S

ma te wlasnosé, ze jeden z podzbiorow A, B zawiera liczby (niekoniecznie rézne) takie, Ze ab = c.

Twierdzimy, ze 243 jest minimalna wartoscia m. Zalézmy przeciwnie, ze m > 243. Podzielmy S
na dwa podzbiory rozlaczne A, B tak, ze AU B = S. Sprobujemy odnalezé w tych zbiorach liczby
3,9,27,81,243 tak, zeby warunek ab = ¢ nie zachodzil. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze
3 € A. Zatem 9 musi by¢ w B, a wiec 81 musi by¢ w A, za$ 27 musi byé w B. W takim razie
243 nie moze by¢ w zadnym z tych zbioréw, a wiec m jest mniejsze lub réwne 243. Dla m = 242

dokonujemy podzialu zbioru S na podzbiory:
{3,4,5,6,7,8,81,82,83,84,...,242},{9,10,11,...,80},

i w zadnym z tych podzbioréw nie ma takich a, b, ¢, ze ab = c¢. Analogicznie konstruujemy podzial

zbioréw S, dla m < 242. Stad szukane m to 243.
5. Niech a, b, c bedq liczbami rzeczywistymi dodatnimi speiniajgcymi warunek:
A+ +cE+(a+b+e)? <4
Udowodnij, ze:

ab+1 n bc+1 n ca+1
(a+b?2 " (b+c)?  (ct+a)?”

Przyjmijmy, ze * = a4+ b,y = b+ ¢,z = a + ¢. Warunek wyjsciowy jest rownowazny temu, ze

a? + b2 + c? + ab + be + ac < 2. Po dokonaniu podstawienia dostajemy:

T+ 2z —y)? T4y —2)? +2z—1x)?
( y? @ty =2 (y L

4 4 4
ete—ylety—2) (@ty-2Juytz-2o) (@t+tz-ylytz-ao) ,
4 4 4
Po uporzadkowaniu otrzymujemy warunek:
2 +y? 422 <4
Podstawiajac wzory na x,y, 2z do wyjéciowej nierownosci otrzymujemy:
(@t+z—ylety—2)+4 (@+y—2)y+z-—2)+4 (@+z-yly+z—-—z)+4
- + =
4x2? 4y? 422
2?2 —y? — 22+ 22+ 4 +y2—2279:2+22x+4 " 22— 2% —y? 4 2zy + 4 -
422 492 422 N
(4—y?2—22)+2yz+22 (A—22—-2?)+2z2+9y? (4—2%—9y?%) + 22y + 22
+ + >
422 492 422
222 4 2yz " 2% + 2zx " 222 + 2zy -
472 492 422 B

3 yz 2T Ty

2 o2 Top o

Zgodnie z nieréwnoscia pomiedzy érednimi arytmetyczna i geometryczna mamy:



Stad:

S+t

3 Yz Zx Ty 3
—Z > —
2 22?2 2y% 2227 2

Réwnosé zachodzi wtedy, gdy & = y = z oraz 22 + y? + 22 = 4.



