Dzien pierwszy - grupa mlodsza

. Tomek ma T lat. Tyle samo lat liczy sobie w sumie trdjka jego dzieci. N lat temu wiek Tomka réwny

byt dwukrotnosci sumy lat swoich dzieci. Wyznacz T/N.
. Niech k = 20122 + 22012 Tle wynosi cyfra jednoéci liczby k2 + 257
. Wykaz, ze zadna suma liczb trzycyfrowych postaci

ABC + BCA+ CAB

nie jest kwadratem liczby naturalnej.

. Niech S bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,30} o tej wlasnosci, ze suma zadnych dwdch réznych

jego elementéw nie moze byé¢ podzielna przez 5. Ile elementéow moze mieé, co najwyzej, zbiér S7

. Niech P bedzie iloczynem pierwszych 100 nieparzystych liczb calkowitych dodatnich. Znajdz naj-

wieksze k o tej wlasnoéci, ze 3* jest dzielnikiem P.



Dzien pierwszy - grupa mlodsza - rozwiagzania

. Tomek ma T lat. Tyle samo lat liczy sobie w sumie tréjka jego dzieci. N lat temu wiek Tomka rowny

byl dwukrotnodci sumy lat swoich dzieci. Wyznacz T/N.

Powiedzmy, ze wiek kazdego z dzieci wynosi z,y, z. Zatem wiek Tomka to T = x + y + z. Przez
N laty wiek Tomka wynosit T'— N, zad suma wieku jego dzieci wynosita z + y + z — 3N. Zatem
T—-N=2xz+y+2z—3N).Skoroz+y+z=T,toT — N =2T — 6N, a wiecc T = 5N. Zatem
T/N =5.

. Niech k = 20122 4 22012 Jle wynosi cyfra jednosci liczby k2 + 2F ¢

Zauwazmy, ze 20122 konhczy sie na 4, poniewaz 22 = 4. Znajdzmy teraz cyfre jednodci liczby 22012,

Nietrudno zauwazyé¢, ze jesli n jest liczba podzielng przez 4, woéwczas 2™ konczy sie na 6, np.
24 = 16,28 = 256,2'2 = 4096 itd. Zatem Liczba k konczy sie na 0. Stad takze kwadrat liczby
k koficzy sie na 0. Skoro natomiast k jest podzielna przez 4, to takze 2% konczy sie na 6. Zatem

ostateczna odpowiedz to 0 + 6 = 6.

. Wykaz, Ze Zadna suma liczb trzycyfrowych postaci ABC + BCA 4+ CAB nie jest kwadratem liczby

naturalnej.

Zauwazmy, ze suma tych liczb wynosi 111(A + B + (), a przeciez 111 = 3 - 37.

. Niech S bedzie podzbiorem zbioru {1,2,...,30} o tej wlasnosci, ze suma Zadnych dwdch rézinych

jego elementéw nie moze byé podzielna przez 5. Ile elementéw moze mieé, co najwyzej, zbior S?

Zauwazmy, ze w zbiorze {1,2,...,30} mamy 6 elementéw podzielnych przez 5, 6 elementéw dajacych
reszte 1 z dzielenia przez 5, 6 elementow dajacych reszte 2 itd. Kiedy suma dwdéch liczb jest podzielna
przez 57 Wtedy i tylko wtedy, gdy suma reszt z dzielenia przez 5 jest liczba podzielna przez 5. W
podzbiorze S znajdowaé sie¢ zatem znajdowaé co najwyzej jedna liczba podzielna przez 5. Sposrdd
12 liczb dajacych reszty 1 lub 4 nie mozemy wybraé liczb o réznych resztach, bo ich suma bytaby
podzielna przez 5. A zatem z tych liczb mozemy wybraé co najwyzej 6 liczb (o jednakowej reszcie).
Podobnie z 12 liczbami dajacymi reszty 2 lub 3. Z nich tez mozemy wybra¢ co najwyzej 6. W ten

spos6b podzbiér S moze liczyé co najwyzej 1 + 6 + 6 = 13 elementow.

. Niech P bedzie loczynem pierwszych 100 nieparzystych liczb catkowitych dodatnich. Znajdz najwiek-

sze k o tej wlasnosci, ze 3F jest dzielnikiem P.

Trzeba policzy¢ ile razy wystepuje liczba 3 w rozktadzie na czynniki pierwsze iloczynu 1-3-...-199.
Wirédd pierwszych 100 liczb nieparzystych mamy 33 wielokrotnosci liczby 3, 11 wielokrotnosci 9, 4

wielokrotnosci 27 i jedna wielokrotno$¢ 81. Zatem tacznie 3 wystepuje 49 razy.



Dzien drugi - grupa mlodsza

. Zmajdz najwieksza liczbe stanowiaca wielokrotnosé 36, ktérej cyfry w zapisie dziesietnym sg parami

roznymi liczbami parzystymi.

. Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n, $rednia arytmetyczna pierwszych n wyrazéw pewnego

ciagu liczb catkowitych wynosi n. Wyznacz 2012. wyraz tego ciagu.

. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby ab + bc, bc + ca, ca + ab sa dodatnie. Udowodnij,

ze liczby a, b, c maja jednakowy znak, tzn. wszystkie sa dodatnie lub wszystkie sa ujemne.

. Czy istnieja takie dodatnie liczby calkowite a,b, ¢, d, ze liczba (a + b)(b + ¢)(c + d)(d + a) jest w

systemie dziesietnym zakonczona cyframi ,,10”7

. Chcemy otworzy¢ sejf, zakodowany 7 cyfrowym haslem, zlozonym z réznych cyfr. Sejf otworzy sie
jesli wpiszemy 7 réznych cyfr i na wlasciwym miejscu znajdzie sie przynajmniej jedna cyfra (np. jesli
hasto to 1234567, to wpisujac 1345678 lub 8245679 otworzymy sejf, ale nie otworzymy go wpisujac

2345678). Czy jesteSmy w stanie otworzy¢ sejf w mniej niz 7 prébach?



Dzien drugi - grupa mlodsza - rozwigzania

. ZnajdZ najwiekszq liczbe stanowigeq wielokrotnosé 36, ktorej cyfry w zapisie dziesietnym sq parami
roznymi liczbami parzystymi.

Szukana liczba jest wielokrotnoscia 36, a wiec takze wielokrotnoscia 9. Zatem suma jej cyfr musi by¢
podzielna przez 9. Jedyny przypadek, gdy suma elementéw pewnego podzbioru zbioru {0, 2,4, 6,8}
jest podzielna przez 9 zachodzi, gdy dodamy do siebie liczby 0 + 4 + 6 + 8 = 18. Zatem szukana
liczba sklada sie z cyfr 0, 4, 6, 8. Nietrudno stwierdzi¢, ze 8640 jest wielokrotnoscia liczby 36. To

wlasnie szukana liczba.
. Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n, srednia arytmetyczna pierwszych n wyrazéw pewnego ciggu
liczb calkowitych wynosi n. Wyznacz 2012. wyraz tego ciggu.

Suma wyrazow ciagu az to 2012. wyrazu réwna jest sumie wyrazow az do 2011. powiekszonej
o szukany wyraz 2012. Srednia pierwszych 2012 wyrazéw to 2012, zatem suma pierwszych 2012
wyrazéw tego ciaggu to 20122. Podobnie suma pierwszych 2011 wyrazéw ciggu to 20112. Zatem

2012. wyraz jest roznica tych liczb. Wynosi on:

20122 — 20112 = (2012 + 2011)(2012 — 2011) = 4023.

. Dane sq takie liczby rzeczywiste a,b,c, Ze liczby ab + be, bc + ca, ca + ab sqg dodatnie. Udowodnayj,

ze liczby a, b, c majg jednakowy znak, tzn. wszystkie sq dodatnie lub wszystkie sq ujemne.
Zauwazmy, ze zadna z liczb nie moze byé¢ réwna 0; w przeciwnym razie ktéras z liczb ab + be, be +
ca, ca + ab byta rowna 0. Jesli nie wszystkie sposrdd liczb a, b, ¢ maja jednakowy znak, to albo:

e dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa dodatnie, a trzecia ujemna, albo

e dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa ujemne, a trzecia dodatnia.
W pierwszym przypadku mozemy, bez straty ogdlnosci, przyjaé, ze a,b > 0 oraz ¢ < 0. Wtedy

jednak bc+ ca < 0, co jest sprzeczne z zalozeniem. Analogicznie w drugim przypadku. Jesli a,b < 0

oraz ¢ > 0, to bc + ca < 0, co przeczy warunkom zadania.

. Czy istniejq takie dodatnie liczby calkowite a,b,c,d, Ze liczba (a + b)(b + ¢)(c + d)(d + a) jest w

systemie dziesietnym zakoniczona cyframs ,,10” ¢

Kazda liczba zakonczona w systemie dziesigtnym cyframi ,,10” jest parzysta, ale nie jest podzielna
przez 4. Wobec tego dokladnie jeden z czynnikéw (a+0b), (b+c), (c+d), (d+a) rozpatrywanej liczby
jest parzysty, pozostale trzy sa nieparzyste. Jednak wtedy liczba

(a+b)+(b+c)+(c+d)+(d+a)=2(a+b+c+d)
bylaby liczba nieparzysta. Uzyskaliémy sprzecznosé, a wiec szukane liczby a, b, ¢, d nie jestnieja.

. Cheemy otworzyé sejf, zakodowany 7 cyfrowym hastem, zloZonym z réznych cyfr. Sejf otworzy sie

jesli wpiszemy 7 réznych cyfr i na wladciwym miejscu znajdzie sie przynajmniej jedna cyfra (np. jesli



hasto to 1234567, to wpisujgc 1345678 lub 8245679 otworzymy sejf, ale nie otworzymy go wpisujgc
2345678). Czy jestesmy w stanie otworzyé sejf w mniej niz 7 prébach?
Jest to mozliwe. Otworzymy sejf w szeSciu probach. Wystarczy jesli w kolejnych prébach jako

pierwsze 5 cyfr wpisywaé bedziemy:
12345, 23456, 34561, 45612, 56123, 61234.

Gdyby nie udato nam sie otworzy¢ sejfu oznaczaltoby to, ze na pierwszych pieciu miejscach szyfru nie
wystepuja cyfry ze zbioru {1,2,3,4,5,6} a tylko cyfry ze zbioru {0,7,8,9}. Ale hasto zlozone jest z
réznych cyfr. Nie moze by¢ zatem tak, ze na pieciu pierwszych pozycjach znajduja sie jedynie cyfry
ze zbioru czteroelementowego. Uzyskana sprzecznosé pokazuje, ze stosujac nasza metode otworzymy

sejf w 6 probach.



Dzien trzeci - grupa mlodsza

. Czy jest mozliwe aby podzieli¢ kwadrat na 9 kwadracikéw tak by po pokolorowaniu jednego z nich
na bialo, trzech na szaro i pieciu na czarno wszystkie kwadraciki o jednakowym kolorze byty tego

samego rozmiaru, a kwadraciki réznych koloréw byly réznych rozmiaréw?

. Znajdz ilos¢ liczb catkowitych dodatnich majacych w zapisie dziesietnym trzy, niekoniecznie rézne,

cyfry abe takie, ze a # 0, ¢ # 0 oraz zaréwno abe jak i cba sa podzielne przez 4.

. Na pewnym uniwersytecie, wydzial nauk matematycznych sklada sie z zakladoéw: matematyki, sta-
tystyki i informatyki. W kazdym zaktadzie jest czterech profesoréw: dwie kobiety i dwdch mezezyzn.
W sklad kolegium dziekandéw wchodzi szes¢ oséb: trzech mezczyzn i trzy kobiety, przy czym kole-
gium to zawiera¢ musi po dwéch profesoréw z kazdego z trzech zakltadéw. Znajdz liczbe mozliwych

kolegiéw, jakie mozna uformowaé zgodnie z tymi zasadami.

. Danych jest 21 liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze suma kazdych jedenastu sposrdd tych liczb jest

wieksza od sumy pozostalych dziesieciu. Wykaz, ze wszystkie te liczby sa dodatnie.

. Trzy sprytne malpy dziela miedzy siebie sterte bananéw. Pierwsza malpa bierze kilka bananéw ze
sterty, zatrzymuje dla siebie 3/4 z nich, a pozostale rozdaje réwno pomiedzy dwie pozostale malpy.
Druga malpa bierze kilka banandw, zatrzymuje dla siebie 1/4 z nich, a reszte dzieli réwno pomiedzy
pozostale. Trzecia natomiast, bierze wszystkie pozostale na stercie banany, zatrzymuje 1/12 z nich,
a pozostale rozdaje sprawiedliwie pozostalym. Zaktadajac, ze kazda malpa otrzymuje catkowita
ilo$¢ bananow, gdy tylko banany sa rozdzielane oraz, ze liczby bananéw, ktore pierwsza, druga
i trzecia malpa ostatecznie posiadaja pozostaja ze soba w stosunku 3:2:1, jaka jest najmniejsza

mozliwa liczba bananéw znajdujacych sie na poczatku w stercie?



Dzien trzeci - grupa mlodsza - rozwiazania

1. Czy jest mozliwe aby podzieli¢ kwadrat na 9 kwadracikéw tak by po pokolorowaniu jednego z mich
na bialo, trzech na szaro i pieciu na czarno wszystkie kwadraciki o jednakowym kolorze byly tego

samego rozmiaru, o kwadraciki réznych koloréw byly réznych rozmiaréw?

Jest to mozliwe. Ponizszy rysunek pokazuje realizacje tego zadania:

2. Znajdz ilosé liczb calkowitych dodatnich majocych w zapisie dziesietnym trzy, niekoniecznie rozne,

cyfry abe takie, ze a # 0, ¢ # 0 oraz zaréwno abc jak i cba sq podzielne przez 4.

Liczba jest podzielna przez 4 jesli jej ostatnie dwie cyfry tworza liczba podzielng przez 4. Stad
zaréwno 10b + a, jak i 10b + ¢ sa obydwie podzielne przez 4. Jesli b jest nieparzysta, to a oraz c
musza by¢ réwne 2 lub 6. Jedli b jest parzyste, to a oraz ¢ musza by¢ réwne 4 lub 8. Dla kazdego

wyboru b mamy 2 wybory na a i dwa wybory na ¢, wiec tacznie mamy 40 takich liczb.

3. Na pewnym uniwersytecie, wydzial nauk matematycznych sklada sie z zakiadow: matematyki, staty-
styki © informatyki. W kazdym zakladzie jest czterech profesorow: dwie kobiety i dwoch mezczyzn. W
sktad kolegium dziekanow wchodzi sze$é 0sob: trzech mezczyzn i trzy kobiety, przy czym kolegium to
zawieraé musi po dwoch profesorow z kazdego z trzech zakladow. Znajdz liczbe moZliwych kolegiow,

jakie mozna uformowac zgodnie z tymi zasadami.
Zasady dopuszczaja dwie mozliwosci.
e W kolegium jest po jednej kobiecie i jednym mezczyznie z kazdego zakladu. W ten sposob z

kazdego zakladu wybra¢ mozna reprezentacje na 4 sposoby. Lacznie mamy ich zatem w tym

przypadku 64.

e Do kolegium wchodzi dwéch mezezyzn z jednego zakladu, dwie kobiety z drugiego zakladu oraz
mezczyzna i kobieta z trzeciego zakladu. Jest 6 sposobéw wyboru ktéry zaklad ma zglosi¢
dwéch mezczyzn, ktory dwie kobiety, a ktory zespdl mieszany. Wyboér w obrebie zaktadu
dokonuje sie tylko tam, gdzie wybierana jest para kobieta-mezczyzna. To dokonuje sie na

cztery sposoby. W tym przypadku laczna ilos¢ wyboréw to 6 -4 = 24
Odpowiedz: tacznie jest 64 + 24 = 88 mozliwosci.

4. Danych jest 21 liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze suma kazdych jedenastu sposrod tych liczb jest

wieksza od sumy pozostalych dziesieciu. Wykaz, ze wszystkie te liczby sa dodatnie.

Niech z1,x9,...,221 bedg tymi liczbami. Wowczas:

1 +Tog+...+T11 > T2 +T13+ ...+ T2

1 +ZTio+x13+...+To1 >0 +2x3+ ... +211



Po dodaniu stronami tych nieréwnosci otrzymujemy:
2$1+($2—|—$3—|—...+$21) > 2o+ X3+ ...+ 2To1.
Stad 2z1 > 0, czyli ;1 > 0. Analogicznie dowodzimy, ze pozostale liczby o, x3, ..., 221 sa dodatnie.

. Trzy sprytne malpy dzielg miedzy siebie sterte bananow. Pierwsza matpa bierze kilka banandw ze
sterty, zatrzymugje dla siebie 3/4 z mich, a pozostale rozdaje réwno pomiedzy dwie pozostale malpy.
Druga malpa bierze kilka banandw, zatrzymuje dla siebie 1/4 z nich, a reszte dzieli réwno pomiedzy
pozostale. Trzecia natomiast, bierze wszystkie pozostale na stercie banany, zatrzymuge 1/12 z nich,
a pozostale rozdaje sprawiedliwie pozostatym. Zakladajgc, Ze kazda malpa otrzymuje catkowitq ilosé
banandw, gdy tylko banany sq rozdzielane oraz, Ze liczby banandw, ktore pierwsza, druga @ trzecia
malpa ostatecznie posiadajg pozostajg ze sobg w stosunku 3:2:1, jaka jest najmniejsza mozliwa liczba

bananow znajdujgcych sie na poczgtku w stercie?

Niech M bedzie minimalng iloScia bananéw w stercie, zas x, y, z ilocia banandw, jakie kolejne maltpy
zabieraly ze sterty. Oczywiscie x + y + z = M. Jesli przez my, ms, m3 oznaczymy ilo$¢ bananow,
ktorymi kazda z malp dysponowala po zakonczeniu podziatu, to zgodnie z powyzsza opowiescia
dostajemy warunki:

mo= %Yl

_ y o 11

my =gt+itar

m3 =g +3y8+ 15
Wiemy tez, ze m1, ms, m3 sa w stosunku 3: 2: 1. Skoro 2m; = 3mg, to:

3z 3y  1lz 3z 3y 1lz 11z
5 + 1 2 3 + 1 + 3 = 36x + 222 =9+ 332 =z o7

Korzystajac dalej z tego, ze 2m3 = mo dostajemy:

x oy 1z = 3y =z _ _
8+4+24—4+4+6:>3m+6y+11Z—6m+18y+4z:>3$+12y 7z =0.

Wstawiajac znana nam juz réwnos$é otrzymujemy:

11z 13z
3~277+12y772—0é27y—13zéy—2—7.
7 réwnosci:
11z 13z
Tr=— - -
70 YT o7

dostajemy, ze z musi by¢ podzielne przez 27 oraz, korzystajac z wyjsciowych réwnosci, ze z musi by¢
podzielne przez 24. Zatem z rowne jest przynajmniej 216. Wstawiajac te liczbe do dwdch rownan na

x,y dostajemy rozwiazanie: (x,y, z) = (88,104, 216), co daje sume x+y+ 2z = 88+ 104+ 216 = 408.



