Wieczory z OM

Redukcja 'modulo co$’

Nawet nie uczac si¢ zbyt wielu metod mozna rozwiazaé¢ wiele zadan olimpijskich z teorii liczb. Potrzeba
jednak do tego pewnej cierpliwosci i pomystowosci. Dzi$ zajmiemy sie kongruencjami. Bardzo czesto jest
tak, ze umiejetna redukcja pozwala btyskawicznie rozwiaza¢ trudne z pozoru zadanie. Zanim przejdziemy

do zadan olimpijskich, obejrzymy jeszcze kilka prosciutkich zastosowan.
Przyktad 1 Udowodnié, ze réwnanie x® + 3> + 23 = 20052 nie ma rozwigzarn w liczbach catkowitych.

Standardowa metoda postepowania z trzecimi potegami jest redukcja modulo 9. Trzeba to wiedzie¢, ina-
czej moze by¢ niewesolo. A tak, 20052 przystaje 4 modulo 9. Trzecie potegi moga przystawaé modulo

9... jak? Tylko na 3 sposoby: -1, 0, 1. Suma trzech takich reszt nie moze da¢ 4, wiec rozwigzan nie ma. [

Przyktad 2 Wykazaé, Ze réwnanie 152% — Ty? = 1 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Trzeba popatrzeé na to réwnanie modulo 3. 1522 jest oczywiscie podzielne przez 3. A 7y%? Modulo 3 to
to samo, co y?. Wystarczy wiec wiedzieé, ze kwadrat liczby calkowitej jest albo podzielny przez 3, albo

daje reszte 1. Zatem lewa strona nie przystaje 1 mod 3. O

Przyklad 3 Udowodnié, ze kwadrat liczby catkowitej nieparzystej nie moze byé sumq pieciu kwadratow

innych liczb nieparzystych.

Standardowy test postepowania z kwadratami to dziatanie modulo 4. Wiadomo, ze kwadrat przystaje
0 lub 1 mod 4. Ale tu mamy liczby nieparzyste. Mozemy wiec powiedzie¢ doktadniej: kwadrat liczby
nieparzystej daje reszte 1. Ale nieszczesliwie suma pieciu kwadratow nieparzystych tez... Trzeba inaczej.
Popatrzmy jednak dokladniej na dowdd tego, jakie sg reszty z dzielenia przez 4, uwzgledniajac zalozenie...
Mamy:

2k +1)? =4k® + 4k +1=4k(k +1) + 1.

FLatwo widzie¢, ze niezaleznie od k, pierwszy skladnik otrzymanej sumy jest podzielny przez 8. A wiec
kwadrat liczby nieparzystej daje reszte 1 mod 8. A jak jest z sumg pieciu nieparzystych kwadratéw daje
reszte 5. U

Przyktad 4 Wykazaé, zZe nie istnieje taka liczba naturalna n > 1, zZe 2™ jest dzielnikiem 3™ + 1.

I znowu redukcja. Przyj$¢ nam moze do glowy na przyklad 4. W koncu potegi 2 dziela sie przez 4 dosé
czesto, a jak jest z 3" + 17 Niestety, gdy n jest nieparzyste, stosowny wzor skréconego mnozenia pod-

powiada, ze i 3" + 1 dzieli si¢ przez 4. No dobrze... 1Ale moment! Catkiem sporo poteg dwdjki dzieli sie



przez 8. A jak jest z 3"? Tu jak sie okazuje, mozliwe reszty to 1 lub 3. Zatem w przypadku 3" + 1 mamy

mozliwe reszty 2 lub 4. Podzielnoéci nie ma. [

Chyba kazdy juz czuje smak tej zabawy. Przejdzmy wiec do zadan z OM.

Zadanie 1 (LIX OM, 2. etap) Wyznaczyé najwickszq mozliwg diugosé ciggu kolejnych liczb calkowi-

tych, z ktérych kazdg mozna przedstawi¢ w postaci 3 + 2y? dla pewnych liczb calkowitych x,y.

Kluczem do rozwigzania tego zadania jest odgadniecie wyniku. Lub tez, wyeksperymentowanie go. Mozna
byé¢ pewnym, ze przyktad najdhuzszego ciagu da sie jako$ wskazaé. Postaé¢ ogdlna sugeruje, ze nie moga
to byé za wielkie liczby... No to sprébujmy z matymi. Oczywiécie 02 + 2 - 02 = 0 jest w porzadku. 1 tez,
a skoro ona, to i —1. Dziala tez 2 = 02 4+ 2 - 12. Widaé, ze —2 tak nie dostaniemy. Czy w ogdle mozemy
dostaé¢ —2? Gdyby$my mieli —2 = 22 + 232, to 2® = 2(y? + 1). Stad x dzieli si¢ przez 2. Jedli jednak
x = 22/, to 42" = y? + 1, a wiec kwadrat liczby calkowitej daje reszte 3 z dzielenia przez 4. Tak by¢
nie moze. A wiec —2 nie dziala. Skoro tak, to nizej nie musimy schodzi¢. A czy dziala 37 Tez dziala.
3 =13+2-12. A 4?7 Od razu nam nic nie przychodzi, a jesli rozpiszemy: 4 = 23 + 2y?, to znowu x = 2z,

a wiec: 2 = 42’3 + y2, a wiec znowu zle, bo kwadrat daje reszte 2 z dzielenia przez 4.

Naoczni swiadkowie méwia wiec, ze cigg 5 elementowy znajdziemy. Zauwazmy, ze na granicach nie zagra-
ta nam 2 razy podzielno$¢ kwadratu przez 4. Za kazdym razem zanim z niej skorzystaliSémy, skracaliSmy
réwnanie przez 2. Tak wiec dla ogdélnego réwnania co$ moze byé¢ na rzeczy z podzielnodcia przez 8. W

przyktadzie nie pasowaly nam reszty 2 i 3 z dzielenia przez 4, w dzieleniu przez 8 beda to reszty 4, 6.

No to sprébujmy pomyéleé ogélnie. Bierzemy 6 kolejnych liczb calkowitych, ktére s postaci z2 + 2y2.
Patrzymy na reszty z dzielenia tych liczb przez 8. Feralne byly 4 oraz 6, czy teraz znajdziemy takie reszty
wérdéd wybranych szesciu liczb? Oczywiscie tak, przynajmniej jedna z tych reszt znajdziemy. A dalej? A
dalej dokladnie tak, jak eksperyment kazal. Jesli wylowiona liczba to m i m = z3 + 2y2, to dajac reszte
4 lub 6 z dzielenia przez 8 liczba m jest parzysta. Skoro tak, to x tez, wiec x = 2z’. Dzielimy stronami i
dostajemy: m’ = 4z’ + 42, a wiec y2 = m’ mod 4. No i koniec, poniewaz m’ daje reszte 2 lub 3 z dzielenia

przez 4. U

Whpadniecie na rozwazanie reszty 8 bylo punktem przelomowym w tym zadaniu. Czesto na OM trzeba
wymyslaé¢ bardziej lub mniej egzotyczne liczby, wzgledem ktérych badamy podzielno$é. Czasem jednak

mozna je dosé tatwo wywnioskowaé z treéci samego zadania.

Zadanie 2 (LV OM, 1. etap) Roztstrzygnadé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby calkowite nie-

ujemne x,y, z spelniajgce rownanie:
(12z+5)(12y + 7) = p°.

Patrzac na samo réownanie widaé jasno, ze jesli takie liczby istnieja, to z rozklada sig¢ jako§ pomiedzy
12z 4 5 oraz 12y + 7. Dokladniej, istnieja naturalne i wigksze od zera a, b, ze a + b = z oraz:

122 + 5 =p®

1294+ 7=p"
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Co teraz? Przez co bedziemy dzieli¢? Pewnie przez 12. Potegi liczb pierwszych maja niewiele reszt z
dzielenia przez 12. Istotnie, z postaci rownan powyzej, widaé, ze p jest wieksza od 3. Stad musi by¢ jednej
z dwbéch postaci: p = 6z & 1. Nas interesuja potegi. No to do dzieta: p? = (6x £ 1)2 = 3622 £ 120 + 1 =
1 mod 12. Swietnie! Kwadrat daje zawsze reszte 1. A szedcian? Pewnie reszte p. A czwarta potega? Znowu

1! Ogblnie, dla p > 3 mamy:
1 mod 12, dla n parzystych,
pmod 12,  dla n nieparzystych.

No dobrze, ale co nam méwi zadanie? Méwi, ze p® = 5 mod 12, zaé p® = 7 mod 12. Tak, jak widaé, by¢

nie moze. O

A teraz stare zadanie...

Zadanie 3 (XVI OM) Wyznacz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p*>+1 i 6p>+1 sq réwniez liczbami

PLETWSZYMA.

Tym razem trzeba patrze¢ modulo 5. Problem z OM jest taki, Ze czasem po prostu trzeba wiedzie¢ na
jaka reszte patrzeé. 5 lezy pomiedzy 4 i 6, a wiec mozna liczy¢ na jakies redukcje. Niech wiec A = 4p? +1,
natomiast B = 6p? + 1. Wtedy:

gdy p=0mod5 to A=1 mod 5, B=1 mod 5,
gdy p=1mod5 to A=0 mod 5, B=2 mod 5,
gdy p=2mod5 to A=2 mod 5, B =0 mod 5,
gdy p=3mod5 to A=2 mod 5, B=0 mod 5,
gdy p=4mod5 to A=0 mod 5, B =2 mod 5,

Oczywiscie mamy tu pewne ulatwienie. Gdy p = 2, to widaé, ze 25 nie jest pierwsze. Zatem p jest nie-
parzyste. Odpada opcja z podzielnoscig przez 5, o ile oczywidcie nie jest 5, a takze z nieparzysta reszta.
Tabelka moéwi, ze gdy p = 2 lub p = 4 modulo 5, to ktoras z A lub B jest podzielna przez 5. Zatem
zostaje juz tylko sprawdzié¢ p = 5. I rzeczywiscie, wychodzi: 101, 151 — liczby pierwsze. To taki przyktad

zadania, ze jak wymyslisz reszte, to robi sie samo. Jak nie wymyslisz, to jest nie do zrobienia :) O

Rozwiazmy jeszcze jedno zadanie tego typu, znowu z pierwszego etapu:

Zadanie 4 (LV OM, 1. etap) ZnaleZé wszystkie takie rozwigzania réwnania a® + b* = ¢ w liczbach
catkowitych dodatnich, Ze liczby a i ¢ sq pierwsze, a liczba b jest iloczynem co najwyzej czterech liczb

pierwszych.

Podobnie jak wczesniej trzeba troszke pokombinowaé. Informacja, ze a jest liczba pierwsza bardzo nam
sie podoba, bo przeciez a? = (b — ¢)(b + ¢). Wobec tego b — ¢ musi byé réwne 1, czyli b = ¢ + 1. Wiele
rzeczy natychmiast sie upraszcza: a = 2b+ 1. Jest to wiec liczba nieparzysta. Wykorzystaliémy zalozenie

o pierwszosci a, teraz i ¢ powinno sie przydaé¢. Niech a = 2n 4+ 1. Wtedy
b=2n(n+1), c=2n*>+2n+1.

Trzeba zatem zastanowi¢ sie, kiedy ¢ = 2n? 4+ 2n + 1 oraz a = 2n + 1 jest liczba pierwsza? Parzystosé i

nieparzysto$¢ n to za malo, by wyrokowac. Sprébujgly z resztami z dzielenia n przez 3 i przez 5. Jesli n



daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, to a jest podzielne przez 3. Zatem n = 1, a jedyna tréjka spelniajaca
réwnanie to (3,4,5). Jak zaczniemy dzielié¢ przez 5, to okaze sie, ze a robi sie podzielne przez 5, gdy n
daje reszte 2 z dzielenia przez 5a c staje sie podzielne przez 5, gdy n daje reszte 1 lub 3. Wtedy dostajemy
n = 2 i rozwiazanie (5,12,13).

Troszke namieszaliSmy, ale z tego wszystkiego zostaja nam przypadki, gdy n daje reszte 0 lub 2 z dziele-
nia przez 3 i reszte 0 lub 4 z dzielenia przez 5. Wtedy wkracza zalozenie ostatnie (z tym iloczynem max
czterech liczb pierwszych). O a i ¢ juz nic nie wiemy, ale nagle b = 2n(n + 1) staje sie¢ podzielne przez
2-6-5, a wiec przez 60. Ale 60 to iloczyn czterech liczb pierwszych, wiec b=60. Tak oto powstaje trzecie

i ostatnie rozwiazanie: (11,60,61). O

Jak widaé, rozwigzanie to polegalo na cierpliwym grzebaniu sie w przypadkach. To, co bylo mite, to fakt,
ze pierwsze z brzegu liczby pierwsze zalatwialy problem, wystarczylo tylko cierpliwie wszystko obejrzec.
Oczywiscie, im dalej zajdziemy, tym bardziej ukryta bedzie prawda. Spdjrzmy tym razem na zadanie

finalowe:

Zadanie 5 (LVII OM, 3. etap) Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite k, dla ktorych liczba 3F +5F jest

potegq liczby catkowitej o wykladniku naturalnym wiekszym od 1.

Od czego by tu zaczaé¢? Poza faktem, ze 3 + 5 = 8 jest trzecia potega, nic nam moze nie przychodzié
do glowy. Sprobujmy zatem moze wymysli¢ chociaz co$ a propos kwadratéw liczb calkowitych. To w
istocie zalatwia 'potowe’ zadania, bo przeciez kazda potega liczby catkowitej albo jest kwadratem, albo
nieparzysta potega. Czy 3% +5F moze byé kwadratem? Ulubiony test na bycie kwadratem to sprawdzanie

k. za$ 5% zawsze daje 1. A suma? Zalezy od k.

podzielnosci przez 4. No to patrzmy: 3¥ daje reszte (—1)
Jesli k jest nieparzyste, to caloéé dzieli si¢ przez 4, a kwadratom zdarza sie to nader czesto. A jesli k
jest parzyste? Wtedy jest dobrze, 3¥ 4+ 5 = 2 mod 4, a takich kwadratéw nie ma... Jakby sie chwilke
zastanowié, to widaé, ze w ogdle nie ma poteg naturalnych wiekszych od 1, ktére daja reszte 2 z dzielenia

przez 4. Przeciez liczby takie sa parzyste, sa potegami i... nie dziela sie przez 4?7 Tak by¢ nie moze. Tak

wiec wiemy jedno: jak k jest parzyste, poteg nie ma. Zatem 4 sie na cos przydalo.

Gdy k jest nieparzyste, mamy dodatkowe narzedzie w postaci wzoru skréconego mnozenia:
3k 458 = (345)(3" 1 —3F2.5 3352 31.5k2 L 5kl

Whiosek narzuca si¢ sam: 3% 4+ 5% dzieli sie przez 8. Sztuka polega na tym, by zauwazy¢ teraz, ze nie dzieli
sie przez 16. Co mamy w drugim nawiasie? NieparzysScie wiele nieparzystych skladnikéw, prawda? No to
dwdjki tu nie wciniemy. Jak cos$ jest potega liczby catkowitej o wyktadniku naturalnym wiekszym od 1,
dzieli sie przez 23, a przez 2% juz nie, to jaka moze byé¢ potega? Tylko trzecig. Mamy wiec kolejny postep
— gdy k nieparzyste, suma 3* 4 5* jest szeécianem. Wiemy juz, ze gdy k = 1 to tak jest. Niech wiec k > 3

Jaki jest nasz ulubiony test na bycie sze$cianem? Przypomnijmy, podzielnoéé przez 9. Jak jest z 3% + 5%?

Gdy k > 3, to 3F dzieli sie przez 9, a 5*? Tu trzeba porachowaé: modulo 5 mamy:
50=1,5'=5,52=7,5°=8,5"=4,5°=25%=1.

Dalej cyklicznie. Do obrazka pasuje nam wiec tylko sytuacja, gdy k dzieli si¢ przez 3. Wiemy, ze jest to
liczba nieparzysta, zatem k = 6n + 3, gdzie n jest 4liczb@ calkowita nieujemna. Krag podejrzanych sie



zacie$nia, ale wciaz jest nieskonczony. To Zle...

Dotad méglt dojéé kazdy, co robié dalej?. Mamy liczbe postaci 3673 + 567%3 . Jakie tu jeszcze reszty
bada¢? Gdy w wykladniku mamy wyrazenie liniowe typu (p — 1)n + r, warto badaé reszty z dzielenia
przez p. To tylko heurystyka, ale przeciez chodzi o znane narzedzie: mate twierdzenie Fermata. Bedziemy

patrze¢ na reszty z dzielenia przez 7.

3P =5"=—-1mod7, 3°=55=1mod?7.

Zatem cala suma:

36n+3 4 56n+3 — 33 4 53 — 5 mod 7

Okazuje sie tymczasem, ze sze$cian nie moze daé reszty 5 z dzielenia przez 7. Zatem gdy k > 3, 3¢ + 5F

potega liczby catkowitej o wykladniku naturalnym wiekszym od 1 by¢ nie moze. [

Zasada szufladkowa Dirichleta

Wezoraj przygladaliSmy sie przykladom zadan olimpijskich, w ktérych istotna role gralo redukowanie
wyrazen modulo pewna liczba. Jest to standardowa rodzina zadan. Drugi powracajacy czesto motyw, to
zasada szufladkowa, obecna w zbiorach reszt z dzielenia. Sg to niewatpliwie zadania trudniejsze. Dlatego

zanim przejdziemy do przykladdéw olimpijskich, kilka prostych przykladow:

Przyktad 5 Udowodnij, ze wsrod dowolnych n + 1 liczb calkowitych znajdg sie dwie, ktorych roznica

dzieli sie przez n.

Jasne, mamy n+1 reszt, pewne dwie sa réwne, wiec roznica tych liczb jest podzielna przez n. [

Przyktad 6 Mamy 2009 liczb calkowitych. Wykazaé, Ze zawsze mozna wsrod nich znalezé takie trzy rozne

liczby a, b, c, ze liczba a(b — ¢) jest podzielna przez 2009.

Oczywista sprawa: albo jedna z liczb jest podzielna przez 2009, albo pewne dwie daja taka sama reszte

przy dzieleniu przez 2009. O

Przyktad 7 Dany jest cigg liczb calkowitych ay,as, . . ., a,. Wykazaé, Ze mozna w tym ciggu wybraé kilka

kolejnych liczb (byé moZze jedng), ktérych suma jest podzielna przez n.

Okre$lamy by = a1,bs = a1 + as,b3 = a1 + as + as,.... Reszt z dzielenia przez n jest dokladnie n, a
skoro tak, to albo wszystkie b; maja rézne reszty, a wiec wsrdd nich jest ta poszukiwana, podzielna przez

n, albo tez istnieja i < j, ze n|b; —b;. To oznacza, ze suma a;11+a;4+2+. . .+a; jest podzielna przezn. O

Przyktad 8 Sposrdd liczb 1,2, ..., 2n wybrano n+ 1 liczb. Wykazaé, Ze mozna wsrod nich znaleZé takie

dwie, Ze jedna jest dzielnikiem drugiej.

Przyporzadkujmy kazdej z 2n liczb jej najwiekszy nieparzysty dzielnik. Z jakiego zbioru sa te nieparzyste

dzielniki? Oczywiscie ze zbioru {1,3,5,...2n — 1}. Ma on n elementéw. Skoro my zatem wybraliSmy
5



n+ 1, to dla pewnych dwéch najwiekszy nieparzysty dzielnik jest taki sam. Widaé zatem, ze jedna z nich

pomnozona przez potege dwojki daje druga. O

Przyklad 9 Mamy n = 2k liczb catkowitych. Suma tych liczb jest podzielna przez n. Wykazaé, Ze w

zbiorze tym mozna znaleZé pewne dwa elementy, ktorych roznica jest podzielna przez n.

Gdyby tak nie bylo, wszystkie elementy zbioru musialyby dawaé rozne reszty z dzielenia przez n. Bylyby
to wiec kolejno 0,1,...,n — 1. Tymczasem suma tych reszt wynosi n(n — 1)/2. Jako, Ze n jest parzyste,

liczba ta nie jest wielokrotnoscia n, wbrew zalozeniu. [

Przejdzmy do zadan olimpijskich.Najpierw mix wczorajszej i dzisiejszej mysli szkoleniowe;j.

Zadanie 6 (LII OM, 1. etap) Dowie$é, ze wsrdd 12 kolejnych liczb calkowitych dodatnich istnieje licz-
ba nie bedgca sumq 10 czwartych poteg liczb calkowitych.

Zgodnie z wczorajszym biegiem wydarzen wartoby mieé¢ pod reka ulubiony test do wykrywania czwartych
poteg. Dla przypomnienia, przy kwadratach bylo to dzielenie przez 4, przy sze$cianach — przez 9. A przy
czwartych potegach? Mozna sprébowaé z 16. Sprawdzimy latwo, ze kazda czwarta potega przystaje 0 lub
1 modulo 16. Wniosek jest prosty. Suma 10 czwartych poteg moze przystawa¢ modulo 16 na... 11 spo-
sobéw. Wspaniale, przeciez w tresci jest 12 liczb! Czué w powietrzu zasade szufladkows... Rzeczywiscie,
wsrdd 12 kolejnych liczb catkowitych nie ma naturalnie dwoéch takich, ktére dawalyby te sama reszte z
dzielenia przez 16. Zatem ktéras z tych 16 liczb nie daje jednej z reszt: {0,1,...,10} z dzielenia przez 16.
Wniosek: liczba ta nie jest suma 10 czwartych poteg. U

Pierwsze zadanie bylo oczywiscie szczytem bezczelnodci i kazdy szanujacy sie olimpijczyk musi umieé
wyczué tu, ze chodzi o zasade szufladkowa. A teraz cos z okolicy zadan rozgrzewkowych, tym razem na

poziomie OM.

Zadanie 7 (XLIII OM) Udowodnij, ze wsrdd dowolnych n + 2 liczb calkowitych istniejg takie dwie,

ktorych suma lub roznica dzieli sie przez 2n.

Poczatek argumentu jest standardowy. Patrzymy na reszty z dzielenia przez 2n elementéw naszego zbioru.
Gdyby jakie$ dwie byly réwne... To naturalnie réznica bytaby podzielna przez 2n. A jesli reszty sa parami
rozne? Teraz ujawnia si¢ czemu wybraliSmy n + 2 liczby. Otéz, przynajmniej n z reszt jest rézne od 0 oraz
n. Jednym stowem, pewne n z wybranych n + 2 liczb jest wzglednie pierwszych z 2n. Sztuczka polega na

umiejetnym spojrzeniu na zbidr, z ktorego pobieramy te n reszt.

{0,1,2...,2n—1}\ {0,n} =
{1,2,...,n—=1}U{n+1,n+2,...,2n -1} =
{I,2n -1} U{2,2n -2} U{3,2n -3} U...U{n—1,n+ 1}.
Zbioér mozliwych reszt podzieliliSmy na n-1 roztacznych pozbioréw. Skoro nalezy do niego n réznych ele-

ment6w, to pewne dwie reszty sa postaci j,2n — j, dla ustalonego j takiego, ze 0 < j < n. Swietnie, bo

suma tych reszt, to 2n, zatem suma liczb, ktére reszty te reprezentuja jest podzielna przez 2n. [

Nastepne zadanie powinno si¢ niektérym wydaé zna6j0me...



Zadanie 8 (LX OM, 1. etap) Dana jest liczba calkowita n > 2. Niech r1,ra,...,1m_1 bedq resztami z
dzielenia liczb:

1, 1+2, 1+2+3, ..., 1+2+...+(n-1).
ZnaleZé wszystkie wartosci n takie, ze (r1,79,...,7h—1) jest permutacjq ciggu (1,2,...,n —1).

Zadanie to, jak wiele, polega na wymysleniu jak powinno by¢ i dowiedzeniu tego. Nie jest trudno sprawdzié¢
kilka pierwszych liczb calkowitych i widaé, ze pasuja tylko 1, 2, 4, 8. Nasuwa to jednoznaczny wniosek.
Ale po kolei... Czy do tego, ze chodzi o potegi dwojki mozna jakos dojs¢?

Patrzac na sume 1+ 2+ ...+ (n — 1) widaé, ze jest to po prostu @ Jaka jest reszta z dzielenia tego
przez n? Widaé, ze dla n nieparzystego, jest to 0, a wiec wynik niedopuszczalny. Do poteg dwdjki jeszcze
daleko, ale nie za daleko. W konicu kazda liczba naturalna nieparzysta wieksza od 1 jest postaci 2¥a,
gdzie a nieparzyste wieksze od 1 Gdyby wiec tak pokazaé, ze n nie moze mieé¢ nieparzystego dzielnika

pierwszego... Ale jak wlasciwie dojsé do tego, ze trzeba sprawdzi¢ wlasnie cos$ takiego?

Anomalig bylo to, ze pojawilo sie zero, i to tam, gdzie go nie powinno bylo byé. Gdy n jest parzysta, to
trzeba zajrzeé glebiej w liczbe. Moze i tam bedzie co$ nie tak? Jak to wystowi¢? Mozemy pomysleé tak:

wezme dzielnik pierwszy p liczby n. No i bede po kolei patrzyl na reszty z dzielenia 1,1+ 2, ... przez p.

A wladciwie nawet nie na nie. Wezme ciag (r1,72,...,7n—1) 1 popatrze, czy jakie$ jego elementy dziela
sie przez p. Po co? Wiadomo, Ze jesli ciag ten réwny jest po permutacji (1,2,...,n — 1), to elementéw r;
podzielnych przez p musi byé¢ dokladnie % — 1. A jak jest w rzeczywistosci?
tp)(tp — 1
1+2+...+(tp—1):%
tp+1)(¢
14+24...+(p—1)+tp= %

Nie zawsze wiemy jaka jest reszta z dzielenia sumy kolejnych liczb przez p, ale gdy dochodzimy w sumie

do wielokrotnoéci p, wtedy nie ma watpliwoéci. Skoro p jest nieparzyste, to suma dzieli sie przez p. Zatem

n

takze ryp—1, 7y dzieli si¢ przez p. A ile takich jest? Liczba ¢ przebiega od 1 do o pomijajac r,, a wiec

jest ich 2% — 1. To wiecej niz % — 1. A wiec mamy sprzeczno$é, liczba n nie moze mieé¢ nieparzystego

dzielnika pierwszego.

Pozostaje tylko sprawdzi¢,czy gdy n = 2. to rzeczywiscie reszty spelniaja wymagania. Mozliwe sg dwie
sytuacje. Jeden z r; okaze sie zerem. Co to znaczy?

m(m+1
Powyzsza liczba musi by¢ podzielna przez 2™. No tak, ale w liczniku jest liczba parzysta i nieparzysta, za-
tem doktadnie jedna z nich dzieli si¢ przez 2"*! (dochodzi jeszcze 2 z mianownika). Tymczasem m < 27,

to o podzielnosci mozna zapomnied.

Druga mozliwa opcja jest taka: dwie reszty sa réowne. Postepujemy identycznie. Kto sprébuje? Trzeba

odjaé¢ dwie sumki, zwinaé i zobaczy¢, ze na gorze jest liczba parzysta i nieparzysta... O

Gdzie tkwil klucz do rozwiazania? W zauwazeniu, ze wsrdd reszt pojawia si¢ nadprogramowo wiele zer. Z
punktu widzenia zasady szufladkowej, to nic si¢ tu nie stalo, ale samo zadanie wymagalto przemyélenia...

Teraz znacznie trudniejsze zadanie... .



Zadanie 9 (LIV OM, etap 2.) Wykazaé, Ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 istniejq liczby calkowite

x,y, k spelniajgce warunki: 0 < 2k < p oraz
kp+3 =22 +4°

Zadanie sformutowane jak wida¢ wydaje si¢ niemal beznadziejne. O co tu wlasciwie chodzi? Dla kazdej
wigkszej od 3 liczby pierwszej szukamy stosunkowo niewielkiej wielokrotnosci, ktéra bedzie o 3 mniejsza
niz jakas suma kwadratéw. Co mozna z tego wyciagnaé? Mozemy pytaé kiedy z2 4+ 52 — 3 jest niewielka
wielokrotnoscia p. Jak niewielka? W sumie mniejsza %. W takim razie sensownie jest zatozy¢, ze z,y

mozemy pobieraé ze zbioru 0 < z,y < p/2. Czy wtedy trafimy? Tu wchodzi element iloSciowy.

Zamiast my$leé¢ o sumie, pomys$limy o réznicy: 22 — (3 — y?). Niech:

A={2*:0<z<p/2}

B={3-y*:0<y<p/2}.

Wiadomo, ze kazdy element réznicy 22 — (3 — y?) jest postaci a — b, gdzie a € A,b € B. Gdyby udalo sie

pokazad, ze istnieje para (a,b) € A x B, ze a = b mod p, to byliby$my juz blisko sukcesu.

Wykazemy, ze kazde dwa elementy zbioru A daja rézne reszty z dzielenia przez p. Istotnie, gdyby p
dzielito 2 — 23, to dzieliloby tez (r1 — x2)(z1 + 22). Ale 0 < z1, 72 < p/2. Stad sprzecznosé. Podobnie

wykazujemy, ze kazde dwa elementy zbioru Y daja rézne reszty z dzielenia przez p.

Co to wszystko znaczy? Spdjrzmy na zbiory A, B ich laczna ilosé elementow to p+ 1. Zatem istnieja dwie
liczby: z1 z A oraz 3 —y; z B, ktdre daja te same reszty z dzielenia przez p (zasada szufladkowa). Skoro
tak, to 2% + y? — 3 = kp, dla pewnego k. Ile to k wynosi?

Tty -3 _ /274 (0/2)° _p?

k= .
p 2 2

Warunki podane w tresci sa zatem spelnione. O

Nie tak tatwo wpasé na ten trik. Dosé powiedzie¢, ze w tamtej edycji OM tylko kilku osobom w kraju
udalo sie to zadanie rozwiaza¢. Gdyby komus bylo malo zadan z teorii liczb, polecam strone cztonka

KGOM, http://www.math.uni.wroc.pl/ s175509/matematyka.html, tam znajdzie ich wiecej :)



