Test, dzien pierwszy, grupa mlodsza

. Na polowinkach 60 procent wszystkich uczniéw to dziewczyny. Impreza jest kiepska, bo tylko 40
procent wszystkich uczniéw chce sie tanczyé¢. Sytuacja poprawia sie odrobine, gdy na sali zjawia sie
20 chlopakéw — wszyscy z nich chetni do tanca. Odsetek dziewczyn na imprezie zmniejsza si¢ tym

samym do 58 procent. Ilu osobom chce sie tanczyé po przybyciu 20 dodatkowych os6b?

. Zalézmy, ze dane jest 5 kolejnych liczb catkowitych a, b, ¢, d, e, przy czym a > 3. Wéowczas:

......... wszystkie te liczby moga by¢ zlozone
......... przynajmniej 4 z nich sa zlozone

......... przynajmniej 3 z nich sg ztozone

. Dana jest tablica liczb:

4 8 12 . 197

gdzie elementy kolejnego wiersza tworzy sig¢ przez sumowanie wyrazéw znajdujacych si¢ w wierszu
wyzej — bezposérednio po przekatnej. Ile razy w calej tablicy wystapi wielokrotno$é liczby 677
......... mniej niz 10 razy
......... wiecej niz 10 razy
......... mniej niz 20 razy

a—b| _

b—a 4 .
~ =, Woéowezas:

. Zaloézmy, ze liczby rzeczywiste a # 0 oraz b spetniaja réwnosé |

......... woéwezas |a| = |b]
......... woéwcezas |a| > |b]

......... wowcezas a > b
. Rozwazmy réwnanie |zy| + |z — y| = 1, gdzie z,y sa liczbami catkowitymi. Wéwczas:
......... réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan

......... jesli para (z,y) spelnia to réwnanie, to |z| = |y| =1

......... jesli para (z,y) spelnia to réwnanie to = < 2.

. Dany jest kwadrat ABCD o boku dtugosci 10 oraz trojkat ostrokatny ECD o tej wlasnosci, ze jego

czes¢ wspdélna z kwadratem ABC D ma pole rowne 80. Wowczas:

......... tréjkat ten musi by¢ zawarty w kwadracie ABCD
......... wysoko$¢ tego trojkata to 20

......... wysokos¢ tego trojkata to 25



Test, dzien pierwszy, grupa starsza

. Wyznacz ilo$é takich par liczb catkowitych dodatnich (a,b), ze a4+ b = 1000 i zar6wno a, jak i b nie

maja w zapisie dziesigtnym cyfry 0.

. Niech n bedzie liczba naturalna. Wéwczas wyrazenie n! 4 5

......... nigdy nie jest kwadratem liczby calkowitej

......... nigdy nie jest sze$cianem liczby caltkowitej

......... nigdy nie jest czwartg potega liczby catkowitej

. Dany jest trapez ABCD, gdzie AD||BC, przy czym |AD| = 2012,|BC| = 1000, za$ katy ostre
przy wierzchotkach A, D wynoszg odpowiednio 37°,53°. Niech M, N beda srodkami podstaw tego
trapezu. Wéwczas:

......... dlugosé odcinka |M N| jest liczba calkowita

......... dlugosé odcinka |[M N| jest liczba wymierna

......... dlugosé odcinka |M N| jest liczba niewymierna

. Pieciokat wypukly ABCDE ma te wlasno$é, ze pola trojkatéw ABC, BCD,CDE, DEA, EAB sa
réwne i wynosza 1. Wéwcezas:

......... pieciokat ten jest foremny

......... pole tego pieciokata jest jednoznacznie okreslone i znajduje sie w przedziale [1,4]

......... pole tego pieciokata nie jest jednoznacznie okreslone, ale znajduje sie w przedziale [3,5]

. Liczbe calkowita nazywamy dobra, jesli jest ona réwna czterokrotnoéci sumy cyfr swojego rozwi-
niecia dziesigtnego.

......... nie istnieje pigcyfrowa liczba dobra

......... tylko dla skoniczenie wielu n istnieje n-cyfrowa liczba dobra

......... suma wszystkich liczb dobrych nie przekracza 100
. Niech a < b < ¢ beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Rozwazmy funkcje
fl@) =lz —al +]z = bl + |z — ¢l

......... f osiagga minimum dla x = ¢
......... f osiaga minimum dla x =a+b

......... f moze osiagaé¢ wartos¢ dowolnie bliska 0



Odpowiedzi do testéw, dzien pierwszy.
Grupa mlodsza

1. NIE, NIE, NIE - prawidtowa odpowiedZ to 252
2. TAK, NIE, TAK - (24, 25, 26, 27, 28), (5, 6, 7, 8, 9), jasne

3. NIE, TAK, TAK - wielokrotno$¢ 37 wystapi doktadnie 17 razy. Zauwazmy, ze cho¢ w calej tablicy
jest 50 wierszy, to wielokrotnoéci 67 wystepuja jedynie w wierszach nieparzystych; w kolumnie,

ktoéra lezy ponizej 67. Takich wierszy jest 17.
4. NIE, NIE, NIE - z podanego warunku wynika, ze b > a
5. NIE, NIE, TAK - to réwnanie ma 6 rozwiazan: tatwo je wyznaczy¢

6. NIE, NIE, TAK - cze$¢ wspélna to trapez o podstawach dlugosci 6, 10. Zatem ukladajac proporcje

otrzymujemy, ze h = 25.
Grupa starsza

1. NIE, NIE, NIE - prawidlowa odpowiedz to 738. Szukamy 2 liczb, ktore dodaja sie do 100, a wiec
wystarczy liczyé liczby n w przedziale [511,999], ktére spelniaja warunki: brak zera w n, oraz brak
zera w 1000—n. Dlan € [511,899] mamy 4 mozliwe cyfry setek, 8 mozliwych dziesiatek, 9 mozliwych
jednosci, a wiec 288 liczb. Dla n € [911 — 999] mamy 9 mozliwych cyfr dziesiatek i i mozliwych
jednosci, a wiec 81. A wiec tacznie 369 liczb powyzej 511. Do tego 369 ponizej. A wiec takich par
jest 738.

2. TAK, NIE, TAK - n! + 5 daje, dla n > 3 reszte 2 z dzielenia przez 3, a wiec nie moze by¢ ani

kwadratem, ani czwartg potega, za$ 5! + 5 = 125 (innych szeScianéw nie ma).

3. TAK, TAK, NIE - po przedtuzeniu ramion widzimy, ze powstaly trojkat jest prostokatny, dalej tw.

Talesa.

4. NIE, TAK, NIE - z réwnoéci p6l dostajemy réwnolegtoéé odpowiednich przekatnych z bokami. Pole

V545
2

wynosi zawsze . Jak je policzy¢?

Niech pole [BPC] = z. Wéwczas [DPC| =1 — z oraz:

[BPC]  |BP| |EBP]
[DPC] |PD| [EPD]

T

Wynika stad, ze —% = 1. zatem z = Y51

1—x T 2
wiec %

. Pole calego pieciokata ABCDEFE réwne jest 3 + z, a




5. TAK, TAK, NIE - sg tylko cztery liczby dobre: 12, 24, 36, 48 - istotnie, nie ma jednocyfrowej liczby
dobraje, nie ma trzycyfrowej (bo 96a + 6b - 3c = 0, ale ona musi by¢ wigksza niz 69). Dla n > 4
liczba jest nie wigksza niz 10"~ !, za$ czterokrotnosc sumy cyfr jest nie wieksza niz 36). Tymczsem

10"~ — 36n > 36(10" 3 — n) > 0, a powinno to byé 0.

6. NIE, NIE, NIE - funkcja ta osigga minimum dla x = b i jest to ¢ — a. Wystarczy sprawdzi¢ biorac

x kolejno w przedzialach (—oo,a), [a,b), [b, ¢), (¢, 00).



Test, dzien trzeci, grupa mlodsza

. Po zakonczeniu sezonu zasadniczego ligi koszykéwki pierwsze 5 zesp6téw gra mini-turniej majacy
ustali¢ kolejno$¢ miedzy najlepszymi. Pierwszy mecz graja zespoly: 4. i 5. sezonu zasadniczego.
Przegrany zostaje ostatecznie na 5. miejscu. Wygrany gra mecz nr 2. z 3. zespolem sezonu za-
sadniczego. Przegrany zostaje ostatecznie na 4. miejscu. W trzecim meczu gra zwyciezca drugiego
meczu i 2. zespdl ligi itd... Ile jest mozliwych konfiguracji pierwszych 5 miejsc ligi po zakonczeniu
mini-turnieju?

......... wiecej niz 8

......... nie wiecej niz 16

......... nie wiecej niz 32

. Ciag rosnacy 2,3,5,6,7,10, 11, ... zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktore nie sg kwadra-
tami, ani szedcianami liczb catkowitych. Mozna powiedzieé, ze:

......... dwudziesty pierwszy wyraz tego ciggu to 28

......... trzydziesty wyraz tego ciggu to 38

......... setny wyraz tego ciggu to 113

201120102
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. Wartoé¢ wyrazenia:

......... jest wiecksza od 1/3
......... jest wigksza od 2/5
......... jest wieksza od 1/2

. Powiemy, ze liczba trzycyfrowa abc jest geometryczna, jesli jej cyfry nie sa zerami i a/b = b/c. Jaka

jest réznica pomiedzy najwieksza i najmniejsza licza trzycyfrowa geometryczna?

. Czworokat ABCD jest taki, ze trojkaty ABC, BCD,CDA, DAB maja rowne obwody.

......... czworokat ten jest zawsze kwadratem.

......... czworokat ten jest zawsze réwnolegtobokiem.

......... czworokat ten jest zawsze trapezem.

. Dany jest szescian. Kazda z jego Scian malujemy jednym z koloréw: bialym lub czarnym. Dwa

kolorowania szescianu, ktére sa identyczne po obrdceniu szeScianu uwazamy za jedno i to samo

kolorowanie. Ile jest mozliwych kolorowan?



Test, dzien trzeci, grupa starsza
1. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza niz 5. Wéowczas:

......... p - 400 nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej
......... p - 40 nie moze by¢ szescianem liczby catkowitej

......... p - 4 nie moze by¢ czwarta potega liczby catkowitej
2. Ile jest liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 2011, podzielnych przez 3 i 4, ale nie przez 5.

......... wiecej niz 800
......... wiecej niz 810
......... wiecej niz 820
3. Niech S bedzie podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych, skladajacym sie z liczb, ktore w zapisie
dziesietnym maja postaé 0, (abc), gdzie a, b, ¢ sa réznymi cyframi. Wowcezas:
......... suma elementéw zbioru S wynosi 252
......... suma elementéw zbioru S wynosi 324

......... suma elementéw zbioru S wynosi 360
4. W trojkacie ABC punkty D i E sg érodkami odpowiednio bokéw BC' i AC. Wowczas:
......... jesli katy CAD oraz CBE maja po 30°, to ABC' jest rownoboczny

......... jesli katy CAD oraz C BE maja po 30°, to ABC jest réwnoramienny

......... jesli katy CAD oraz CBE sa rowne, to ABC jest rownoramienny

5. Dla jak wielu par kolejnych liczb calkowitych ze zbioru {1000,1001, 1002, ...,2000} nie potrzeba

»przenoszenia w pamieci” przy pisemnym ich dodawaniu?

6. Niech a,b, c beda dlugosciami bokéw trojkata. Niech X = ﬁ + C%L + aj_b. Woéwezas:




Odpowiedzi do testéw, dzien trzeci.
Grupa mlodsza

1. TAK, TAK, NIE: Mozliwych konfiguracji jest doktadnie 16. Sa 4 mecze i w kazdym po 2 rézne
wyniki. Dwa rézne wyniki to dwie rézne klasyfikacje koncowe. A wiec wszystkich mozliwosci jest

tyle, co mozliwych wynikéw meczéw, a wiec 2* = 16.

2. TAK, TAK, TAK: Ad. 1Zauwazmy, ze ponizej 21 mamy 4 kwadraty i 2 sze$ciany, przy czym liczba
1 jest zaréwno kwadratem jak i szeScianem. Zatem ten 21. wyraz to przynajmniej 26. Ale po drodze
napotykamy kolejny kwadrat: 25, a wiec 21. wyraz przynajmniej 27. Ale 27 jest sze$cianem, a wiec
21. wyraz ciagu to istotnie 28. Ad 2. Zauwazmy, ze ponizej 30 mamy 5 kwadratow i 3 szedciany, przy
czym liczba 1 jest zaréwno kwadratem, jak i szeScianem. Xatem 30. wyraz ciagu to przynajmniej 37.
Ale po drodze jest jeszcze kwadrat: 36, zatem 30. wyrazem naszego ciagu jest 38.Ad 3. Zauwazmy,
ze az do 100 mamy 11 kwadratéw i 4 szeSciany, przy czym liczby 1 i 64 sa zaréwno kwadratami, jak
i szeScianami. Zatem 100. wyraz ciagu to przynajmniej 113. Po drodze nie mamy jednak zadnego

kwadratu ani sze$cianu, zatem to rzeczywiscie jest 113.

3. TAK, TAK, NIE. To wyrazenie to dokladnie 1/2. Istotnie, wystarczy pobawié¢ sie wzorami skréco-

nego mnozenia.

4. NIE, TAK lub NIE, NIE. Niestety zapomniatem dopisaé¢ w tresci zalozenie o tym, ze cyfry sa rézne.
Wtedy odpowiedz to 840. Najmniejsza - to 124. A najwieksza to nie 931, ale 964. Gdy cyfry sa
identyczne to zadanie jest bardzo proste: réznica to 999-111 = 888/

5. NIE, TAK, TAK. Trzeba pokazaé, ze jest to prostokat. Robimy to pokazujac, ze przekatne tej figury

sa réwne, podobnie jak parami odpowiadajace sobie boki.

6. TAK, NIE, NIE. Odpowiedz to 10. Idziemy przez przypadki, tzn. ustalamy ile $cian ma by¢ kolo-

rowanych na bialo:

e 0 Scian - wowczas jest 1 kolorowanie (wszystko na czarno)

e 1 S$ciana - wéwczas jest 1 kolorowanie

2 Sciany - wéwcezas sa 2 kolorowania: albo Sciany maja wspdlna krawedz, albo leza naprzeciw

siebie

3 Sciany - wowczas sg 2 kolorowania: albo $ciany maja wspélny wierzchotek, albo nie

4 $ciany - tak jakbysmy rozpatrywali problem dla dwéch czarnych - 2 kolorowania

5 Scian - tak jakbySmy rozpatrywali problem dla jednej czarnej - 1 kolorowanie

6 Scian - 1 kolorowanie

Grupa starsza

1. NIE, NIE, TAK: 409 - 400 = 9, 67 - 40 = 27. Jedli chodzi o czwarte potegi, to gdyby p-4 bylo
czwarty potega, to

p=q¢"+4=q¢"+4¢* +4-4¢ = (> +2)* — (29)* = (¢* + 29+ 2)(¢* — 2¢ + 2),



a skoro p > 5, to obydwa czynniki sa wieksze niz 1.

. TAK lub NIE, NIE, NIE. Znowu méj blad... Mialy by¢ dzielniki 3 lub 4 i wtedy pierwsza odpo-
wiedZ bylaby prawidtowa. Istotnie, liczyliby$my wielokrotnosci 3 i 4: [2011/3]+[2011/4] —[2011/12].
WrylaczylibySmy z tego wielokrotnosci 5, przy czym uwazaliby$my aby dwa razy nie policzy¢ wielo-
krotnosci 60: [2011/15] 4 [2011/20] — [2011/60]. Ostatecznie byloby to: 670 + 502 - 167 - 134 - 100
+ 33 = 804. A skoro byly wielokrotnosci 3 i 4, to szukana liczba wynosila znacznie mniej niz 800,

bo zawierata jedynie wielokrotnosci 12... Przepraszam za te pomytke.

X

. NIE, NIE, TAK - zauwazmy, Ze kazda taka liczba jest postaci g55 i ma parg: 9%%51. A skoro

kombinacji dajacych cyfry okresu jest 10 -9 - 8 = 720, to par sumujacych si¢ do 1 jest 360. Zatem
odpowiedz to 360.
. TAK, TAK, TAK Na mocy cechy kat-kat-kat tréjkaty ADC oraz BEC' sg podobne. Stad

|AC| _|DC| 2|DC| _ |BC|
|BC| ~ |[EC| ~ 2]EC| ~ |AC|

Zatem |AC|*> = |BC|* = |AC| = |BC|.

. NIE, NIE, TAK: jak to policzy¢? Jedli liczba n ma zapis dziesietny postaci labc, to w przypadku
gdy a, b lub ¢ jest réwne 5, 6, 7, 8, to przy dodawaniu x + (x+1) przedzie konieczne przenoszenie.
To jedna sprawa. Nastepny problem, to gdy b = 9, zas ¢ # 9 oraz gdy a = 9 i ani b, ani ¢ nie sa
rowne 9. Réwniez wtedy bedzie przenoszenie. Innymi stowy, jesli x nie jest postaci opisanej wyzej,

to jest czworakiego rodzaju:
labe, 1ab9, 1a99, 1999, {a,b,c} C€{0,1,2,3,4}.
Zatem mamy 53 + 52 4+ 5 + 1 = 156 takich wartoéci n.

. NIE, TAK, TAK. Dowodu wymaga jedynie punkt 2. Zauwazmy, ze 33, < %. Istotnie, jest to po

wymnozeniu stronami réwnowazne nierownosci trojkata a < b+ c. Stosujac podobne oszacowania

dla pozostalych utamkéw widzimy, ze X < 2. Latwo pokazaé, ze stalej 2 nie mozna obnizy¢.



