IV Warsztaty Matematyczne

I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Zadania i rozwigzania. Grupa starsza.

Dzien trzeci — 29.09.2010r.



Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien trzeci, grupa starsza

. Dane sa liczby rzeczywiste z1, x2, x3, . . . , T, z przedzialu [—1,1] takie, ze 23 + 23+ 23 +... 423 =0
Woéwezas:
N33
......... > wix} =0
ig=1

2. Niech 1 < z < y beda liczbami calkowitymi dodatnimi. Wowczas

......... Istnieje nieskoficzenie wiele takich par z,y, ze £, Y sy calkowite.
x’ r+1

e , . . . .y oy+l y42 .
......... Istnieje nieskonczenie wiele takich par z,y, ze £, T oy Sa catkowite.

y+1 y+2 y+3

......... Istnieje nieskonczenie wiele takich par x,y, ze I, Io7, 255, 295

sa calkowite.

3. Kazda liczbe calkowity k£ mozna w sposéb jednoznaczny przedstawi¢ w tzw. bazie silni, tzn. istniejg

takie liczby fi1, fo,..., fm,2e 0 < f; <ioraz 0 < f,, i
k=fi- 11+ fo-20+ f3-3'+ ...+ fr, - ml.
Méwimy, ze liczba k jest wtedy m-silniacyfrowa. Wowczas:

......... iloczyn liczb jedno-silniacyfrowych moze byé¢ jedno-silniacyfrowy
......... iloraz liczb jedno-silniacyfrowych moze by¢ jedno-silniacyfrowy
......... kwadrat liczby jedno-silniacyfrowej moze byé¢ jedno-silniacyfrowy
4. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym |AB| = a,|BC| =b,|CD| = ¢,|DA| = d,|AC| = e,|BD| = f.
Woéwczas:

ab+cd

......... pole tego czworokata wynosi nie wigeej niz “*3

.. . . _+o act+bd
......... pole tego czworokata wynosi nie wigeej niz “>¢

.. . . eef
......... pole tego czworokata wynosi nie wigcej niz =-.

. Szesdcian przecieto plaszczyzna, ktéra podzielila go na dwie bryly o rownej objetosci. Czy powstaly

w ten sposob przekrdj szescianu moze by¢:

......... czworokatem
......... pieciokatem

......... szesciokatem
. Niech f bedzie funkcja, ktora dla wszystkich liczb catkowitych z,y spelnia nastepujaca rownosé:

flx+y) = f(x)+ fly) + 6y + 1.

Wiadomo dodatkowo, ze f(x) = f(—z). Wowczas f(3) jest réwne:



Konkurs, dzien trzeci, grupa starsza

. Czy z kwadratowej kartki papieru o wymiarach 7,99 x 7,99 da si¢ wycia¢ 50 kwadratéw 1 x 17

. W czworokacie wypuklym ABC'D mamy AB = AD oraz ( DAB = 60°. Niech E bedzie punktem
wewnetrz tego czworokata. Udowodnié, ze DE + BE + CFE > AC.

. Przez punkt ciezkosci tréjkata ABC prowadzimy prosta, ktéra przecina boki AB i AC' odpowiednio

w punktach M i N. Wykaz, ze:
BM CN

MATNaTh

. Czy istnieje wieloécian wypukly majacy doktadnie 100 $cian, z ktorych przynajmniej jedna jest

99-katem i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiegaja sie¢ dokladnie trzy krawedzie?

. Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktory ma nieparzysta liczbe krawedzi i ktérego kazda $ciana

ma parzysta liczbe bokéw?



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien trzeci, grupa starsza

1. Dane sa liczby rzeczywiste z1, T, 73, . . . , o, z przedziatu [—1, 1] takie, ze 3 + 23 +x3+...+22 = 0.

Wowczas:

n
......... > oaizi=0
ig=1

......... o) +ad+...+22 =0

Odpowiedz:

n
o TAK, Y aja? =(ai+ad+ad+... +23)2=0.
ig=1

o NIE,

e TAK, dokonajmy postawienia sin(y;) = x;. Wyprowadzamy wzér na sin(3y;). Jest to:
sin(3y;) = sin(y;) cos(2y:) + sin(2y;) cos(y;) = sin(y;)(cos® (y;) — sin®(y:)) + 2sin(y;) cos® (ys).
Po uproszczeniu prawa strona ma postaé: 3sin(y;) — 3sin(y;)3. Zatem z warunku mamy:

32 (sin(u) — 3 (sin(3y:)) = 0.
Oznacza to, ze 1 + x2 + ...+ x, < n/3.

2. Niech 1 < z < y beda liczbami calkowitymi dodatnimi. Wowczas

.. . , . . . .y y+l .
......... Istnieje nieskoriczenie wiele takich par z,y, ze £, T s caltkowite.

e , . . . .y oy+l y42 .
......... Istnieje nieskoriczenie wiele takich par z,y, ze £, T oy sa catkowite.

......... Istnieje nieskonczenie wiele takich par x,y, ze %, z—ﬁ, %, % sa calkowite.
Odpowiedz:
e TAK,
e TAK,
e TAK, zauwazmy, ze 2|122, 3|123,4|124, 5|125. Zatem kazda liczba y, ze y + 1 = 0 mod 3 oraz
y = 122 mod 1000 oraz = = 2 jest dobra para.

3. Kazda liczbe catkowita k mozna w sposéb jednoznaczny przedstawié w tzw. bazie silni... Wéwczas:

......... iloczyn liczb jedno-silniacyfrowych moze byé¢ jedno-silniacyfrowy
......... iloraz liczb jedno-silniacyfrowych moze by¢ jedno-silniacyfrowy
......... kwadrat liczby jedno-silniacyfrowej moze by¢ jedno-silniacyfrowy
Odpowiedz: zgodnie z definicja nie istnieje liczba jednosilniacyfrowa, wiec kazda wypowiedz o niej
jest prawdziwa...
e TAK, NIE
e TAK, NIE

e TAK, NIE



4. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym |AB| = a,|BC| =b,|CD| =¢,|DA| = d,|AC| =¢,|BD| = f.

Wbéweczas:

ab+cd

......... pole tego czworokata wynosi nie wigeej niz “*J

. . . . . ac+bd
......... pole tego czworokata wynosi nie wigcej niz *<>*

.. . s ef
......... pole tego czworokata wynosi nie wigcej niz <-.

Odpowiedz:
e TAK, latwe
e TAK, korzystajac z ¢ i z tw. Ptolemeusza.
e TAK, tatwe
5. Szedcian przecieto plaszczyzna, ktéra podzielita go na dwie bryly o réwnej objetosci. Czy powstaly
w ten sposob przekrdj szeScianu moze by¢:
......... czworokatem
......... pieciokatem
......... sze$ciokatem
Odpowiedz (IV OMG, etap 2, zadanie 5): Zauwazmy, ze plaszczyzna ta musi przechodzié przez
$rodek szescianu (i kazda przechodzaca przez $rodek dzieli szedcian na bryly réwnej objetosci).
Istotnie, jesli do wyjsciowej poprowadzimy plaszczyzne réwnolegla idaca przez $rodek szescianu, to
odleglo$¢ miedzy nimi musi wynie$¢ 0. Przekrdj wyjéciowa plaszczyzng musi mie¢ zatem S$rodek
symetrii. Nie moze by¢ to pieciokat. Czworokat i szesciokat sa mozliwe.
e TAK, tatwe
o TAK, korzystajac z ¢ i z tw. Ptolemeusza.

o TAK, tatwe

6. Niech f bedzie funkcja, ktora dla wszystkich liczb catkowitych x,y spelnia nastepujaca réwnosc:

flx+y) = f(z)+ f(y) + 6zy + 1.

Wiadomo dodatkowo, ze f(x) = f(—x). Wéwczas f(3) jest réwne:

Odpowiedz: Mozna sprawdzi¢, ze réwnanie to spelnia jedynie funkcja 622 + 1. Ale nam nie jest to
potrzebne. Mamy: f(0) = 2f(0)+1, zatem f(0) = —1. Ale f(0) = f(3)+f(—3)—54+1 = 2f(3)—53,
zatem f(3) = 26.

o TAK

e NIE

o NIE



Konkurs, dzien trzeci, grupa starsza

1. Czy z kwadratowej kartki papieru o wymiarach 7,99 X 7,99 da sie wyciaé¢ 50 kwadra-

tow 1 x 17

Rozwiazanie (Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, DD 5):

Tak. Wezmy kwadrat o boku % < 7.99. Dhugo$c¢ jego przekatnej to 11. W nim mozna umiesci¢ 50

kwadratéw jednostkowych.

2. W czworokacie wypuklym ABCD mamy AB = AD oraz ( DAB = 60°. Niech F bedzie
punktem wewnetrz tego czworokata. Udowodnié, ze DE + BE + CE > AC.

Rozwiazanie (Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2010, LZG 7):

Z warunkéw zadania wynika, ze trojkat ABD jest réwnoboczny. Stosujac nieréwnos$é Ptolemeusza

do czworokata ABED dostajemy:
AE-BD < AB-DE+ BE-AD

i po uwzglednieniu réwnosci BD = AB = AD widzimy, ze AE < DE + BE. Zatem na mocy

nieréwnosci trojkata dla punktow B, E, D uzyskujemy:

DE+BE+CE > AE+CE > AC.

3. Przez punkt ciezkosci tréjkata ABC prowadzimy prosta, ktora przecina boki AB i AC
odpowiednio w punktach M i N. Wykaz, ze:

BM CN _

— 4+ — =1.
MA+NA

Rozwiazanie (Cut The Knot):

Niech M, bedzie srodkiem odcinka BC'. Niech punkty D, E, F' beda rzutami punktéw B, M,, C na

prosta MN. Wéwczas:
BD +CF

2
Nlech L bedzie rzutem punktu A na M N. Tréjkaty ALG oraz M, FEG sa podobne i GA = 2M,G.
Stad LA = 2M, E. Inaczej mowiac:

M,E =

LA=BD+CF.

Tréjkaty BDM i ALM sa podobne. Podobnie trojkaty CFN i ALN. Stad otrzymujemy:
BM+C'N_BD+CF_
MA  NA LA LA
4. Czy istnieje wieloscian wypukly majacy dokladnie 100 $cian, z ktérych przynajmniej
jedna jest 99-katem i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiegajg sie dokladnie trzy

krawedzie?

Rozwiazanie (V OMG, 11T Etap, Zadanie 5):



Taki wielosScian istnieje. Rozpatrzmy graniastostup prawidlowy o podstawach A;As ... Agg oraz
B1Bs ... By i krawedziach bocznych Ay By, A3 Bs, . .., AggBgg. Nastepnie wezmy pod uwage plasz-
czyzne, ktora przechodzi przez punkty A; i As oraz przecina krawedzie Az Bs, ... AggBgg. Plaszczy-
zna ta rozcina dany graniastostup na dwa wielosciany, z ktorych jeden — ten, ktéry zawiera $ciang
A1 A,y ... Agg — spelnia warunki zadania. Posiada on dokladnie 100 Scian, $ciane bedaca 99-katem

oraz w kazdym jego wierzcholku zbiegaja sie doktadnie trzy krawedzie.

. Czy istnieje taki wieloScian wypuktly, ktory ma nieparzysta liczbe krawedzi i ktérego

kazda Sciana ma parzysta liczbe bokéw?

Rozwiazanie (IV OMG, Etap III, Zadanie 5):

Taki wieloécian istnieje, podamy jego konstrukcje. Rozpatrzmy graniastostup, ktérego podstawami
sg szesciokaty ABCDEF oraz A'B'C'D’'E'F’,| a krawedziami bocznymisa AA’, BB, CC’', DD’ ,EE’,FF".
Nastepnie prowadzimy przez punkty A’D’ plaszczyzne, ktéra rozcina BB’ oraz CC’ odpowiednio
w punktach P i Q. Plaszczyzna ta rozcina graniastostup na dwa wielosciany. Jeden z nich ma 8
$cian bedacych czworokatami i jedna $ciane bedaca szeéciokatem, a wiec wszystkie jego $ciany maja

parzysta liczbe bokéw. Ponadto wieloScian ten ma 19, czyli nieparzysta liczbe krawedzi.



