IV Warsztaty Matematyczne

I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Zadania i rozwigzania. Grupa starsza.

Dzien pierwszy — 27.09.2010r.



Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien pierwszy, grupa starsza

1. Nieréwnosé
a®- b’ >ab - b®
......... jest prawdziwa dla dowolnych a > b > 1.
......... jest prawdziwa dla dowolnych 1 > b > a > 0.

......... jest nieprawdziwa dla pewnych a,b > 0.
2. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wéowczas:

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p? przez 4.
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p? przez 8.
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p* przez 16.
3. Zalézmy, ze dlugosci bokéw tréjkata A;B1Cp réwne sa dlugosciom srodkowych tréjkata ABC.
Woéwczas:
......... dtugosci bokéw tréjkata ABC réwne sg dhugosciom srodkowych w Ay B1C.
......... stosunek dtugosci bokéw tréjkata ABC do dtugosci srodkowych w A3 B1Cy wynosi 2:3.
......... stosunek dtugosci bokéw trdjkata ABC do dtugoéci srodkowych w Ay B1Cy wynosi 3:4.
4. Zalézmy, ze dany jest tréjkat ABC, w ktérym diugosci srodkowych s,, sp, sc spelniaja réwnosé
52+ sg = 5s2. Wéwcezas:
......... tréjkat ten jest réwnoramienny.
......... tréjkat ten jest prostokatny.
......... trojkat ten jest prostokatny réwnoramienny.

5. Liczby dodatnie a, b, x,y spetniaja réwnosci a +x = b? +y oraz a+ 22 = b+12, a takze nieréwnosé

a+b+x+y < 2. Wynika stad, ze:

......... a=b>b
......... X=y
......... a=x

6. Niech (a, b, ¢) beda liczbami nieparzystymi. Rozwazmy réwnanie:

at+c—b a

b+c—a b

Mozemy stwierdzié, ze:

......... istnieje skonczenie wiele rozwigzan tego rownania

......... istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan tego rownania



Konkurs, dzien pierwszy, grupa starsza

. Znudzony uczen przechadza sie korytarzem szkolnym, ktéry zawiera rzad szafek (jak w amerykan-
skich serialach ;) ponumerowanych od 1 do 1024. Szafki sa pozamykane, ale nie na klucz, tak wiec
uczen moze je zamykaé i otwieraé. Idzie wiec i otwiera szafke nr 1. Nastepng zostawia zamknieta,
nastepna otwiera i tak az do konca korytarza. Potem zawraca i otwiera pierwsza zamknieta jeszcze
szafke. Potem nastepna (jeszcze) zamknieta zostawia, nastepna zamknieta otwiera itd. Idzie tak

tam, i z powrotem, az otworzy wszystkie szafki. Jaki bedzie numer szafki jaka otworzy na koncu?

. Ahmed i Fredek graja w gre na szachownicy 7 x 7. Ahmed stawia kotka, a Fredek krzyzyki. Na
poczatku wszystkie pola sg puste, tylko w lewym dolnym rogu jest kotko, a w prawym gérnym jest
krzyzyk. Zaczyna Ahmed. Ruch gracza polega na postawieniu swojego znaczka na wolnym polu
sasiadujacym przez krawedZ z polem, na ktérym jest juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz nie
moze wykona¢ ruchu, to traci go. Gra konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze wykona¢ ruchu. Gre

wygrywa ten gracz, ktéry wykonal wiecej ruchéw. Rozstrzygnij, ktéry z graczy posiada strategie

Wygrywajaca.

. W turnieju tenisa stolowego uczestniczylo 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegral z kazdym
innym zawodnikiem co najwyzej jeden mecz. Po turnieju okazalo sie, ze doktadnie n zawodnikdéw
rozegrato po dwa mecze, a pozostalych n zawodnikéw po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby

catkowite dodatnie n, dla ktérych taka sytuacja jest mozliwa.

. W warsztatach matematycznych uczestniczy 2010 oséb. Organizatorzy nie chca, zeby chodzili oni
po szkole w zbyt malych grupach. Stad tez wszyscy zostali zamknieci w auli. Zamontowano tez nowe
zamki w auli i rozdano kazdemu uczestnikowi pewna liczbe kluczy tak, aby dowolnych 2009 uczest-
nikéw mogto otworzy¢ aule, ale takze aby zadnych 2008 uczestnikéw nie bylo w stanie otworzy¢

auli. Ile co najmniej zamkéw trzeba zamontowaé w auli?

. Mustafa rzuca moneta 2010 razy, zas Ahmed 2011 razy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze Ahmed

wyrzuci wiecej ortéw niz Mustafa.



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien pierwszy, grupa starsza

1. Nieréwnosé
a®- b’ >ab - b®
......... jest prawdziwa dla dowolnych a > b > 1.
......... jest prawdziwa dla dowolnych 1 > b > a > 0.
......... jest nieprawdziwa dla pewnych a,b > 0.
Odpowiedz:
e TAK,
e TAK,
o NIE, nieréwnoéé jest réwnowazna temu, ze (a/b)? =% > 1. Latwo sprawdzié, ze jest to spetnione
dla dowolnych liczb dodatnich.

2. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wéowczas:

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p? przez 4.
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p? przez 8.
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p* przez 16.
Odpowiedz:
e NIE, istnieje jedna reszta: 1.
e NIE, istniejg trzy reszty: 1, 3, -3.
e NIE, istnieje jedna reszta: 1. Na podstawie A wystarczy sprawdzié, ze nie istnieje p, ze p? =

5 mod 16.

3. Zalézmy, ze dlugosci bokéw tréjkata A;B1Ch réwne sg dlugosciom srodkowych tréjkata ABC.
Woéwezas:
......... dhugosci bokéw trojkata ABC réwne sg dlugosciom srodkowych w Ay B1Ch.
......... stosunek dtugosci bokéw trdjkata ABC do dtugoéci srodkowych w Ay B1Cy wynosi 2:3.

......... stosunek dtugosci bokéw tréjkata ABC do diugoéci srodkowych w Ay B1Cy wynosi 3:4.
Odpowiedz: Jest to liczba > 1. Dokladniej 4:3.
e NIE,
e NIE,
e NIE,
4. Zalézmy, ze dany jest tréjkat ABC, w ktorym dlugosci srodkowych sg, sp, S spelniaja réwnosé
52 + 52 = 5s2. Wowczas:
......... trojkat ten jest rownoramienny.

......... tréjkat ten jest prostokatny.

......... trojkat ten jest prostokatny réwnoramiergqy.



Odpowiedz: Musi to by¢ tréjkat prostokatny. Latwo wyliczy¢, ze dtugosé s = %. Podsta-
wiajac to do réwnosci wyzej dostajemy twierdzenie Pitagorasa.

e NIE,

o TAK,

e TAK,

. Liczby dodatnie a, b, z, y spelniaja réwnoéci a® + 2 = b2 +y oraz a+ 2 = b+, a takze nieréwnosé

a+b+x+y <2 Wynika stad, ze:

......... a=>b
......... X=y
......... a=x

Odpowiedz: Mamy a®? — b*> = y — x oraz a — b = y?> — x2. Stad (a + b)(y? — 2%) = y — 2. Gdyby
bylo tak, ze y # x, to mamy (a + b)(y + ) = 1. Jest to sprzeczne z nieréwnoécia a +b+z +y < 2
(nier6wno$é miedzy $rednimi). Zatem y = x. Latwo wywnioskowaé tez, ze a = b. Trzecia réwnosé
nie musi mie¢ miejsca.

e TAK,

e TAK,

o NIE.

. Niech (a, b, ¢) beda liczbami nieparzystymi. Rozwazmy réwnanie:

at+c—b a

b+c—a b

Mozemy stwierdzié, ze:

......... istnieje skonczenie wiele rozwigzan tego rownania
......... istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan tego rownania
Odpowiedz: Wymnazamy i mamy: (b — a)c = b? — a®. Jedli a # b, to mamy ¢ = a + b. Sprzecznosé
z nieparzystoscia c. Zatem a = b.
e TAK,
e NIE

o TAK.



Konkurs, dzien pierwszy, grupa starsza

1. Znudzony uczen przechadza sie¢ korytarzem szkolnym, ktéry zawiera rzad szafek (jak
w amerykanskich serialach ;) ponumerowanych od 1 do 1024. Szafki sa pozamykane,
ale nie na klucz, tak wiec uczen moze je zamykaé i otwieraé. Idzie wiec i otwiera szaf-
ke nr 1. Nastepna zostawia zamknieta, nastepng otwiera i tak az do konca korytarza.
Potem zawraca i otwiera pierwsza zamknieta jeszcze szafke. Potem nastepna (jeszcze)
zamknietg zostawia, nastepng zamknieta otwiera itd. Idzie tak tam, i z powrotem, az

otworzy wszystkie szafki. Jaki bedzie numer szafki jaka otworzy na koncu?

Rozwiazanie (AIME, 1996, zadanie 9):

Gdy uczen przechodzi otwiera wszystkie szafki o numerach parzystych. Zostaja wiec same niepa-
rzyste. Przy nastepnym przejsciu otwiera wielokrotnosci 4, a wiec otwarte zostaja jedynie zamki o
numerach dajacych przy dzieleniu przez 4 reszte 2. Innymi stowy sg to zamki o numerach dajacych
przy dzieleniu przez 8 reszty 2 i 6. Przy kolejnym przejsciu uczen otwiera zatem wszystkie zamki
o reszcie 2. Zostaja reszty 6 z dzielenie przez 8. Sa to jednocze$nie reszty 6 i 14 przy dzieleniu
przez 16. Otwiera te te ostatnie (bo akurat idzie z powrotem). Potem ma zamki o resztach 6 i 22 z
dzielenia przez 32, otwiera te o reszcie 6 i zostaja mu reszty 22 i 54 z dzielenia przez 64. Otwiera
54 i zostaja reszty 22 i 86 z dzielenia przez 128. Otwiera reszty 22 i zostaja mu reszty 86 i 214 z
dzielenia przez 256. Otwiera te ostatenie i zostaja mu numery 86, 342, 598 i 854. Otwiera 86 i 598,

potem 854, a wiec zostal mu juz tylko numer 342, ktéry otwiera jako ostatni.

2. Ahmed i Fredek graja w gre na szachownicy 7 X 7. Ahmed stawia koétka, a Fredek krzy-
zyki. Na poczatku wszystkie pola sg puste, tylko w lewym dolnym rogu jest kétko, a
w prawym goérnym jest krzyzyk. Zaczyna Ahmed. Ruch gracza polega na postawieniu
swojego znaczka na wolnym polu sgsiadujacym przez krawedz z polem, na ktérym jest
juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz nie moze wykonaé ruchu, to traci go. Gra
konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze wykonaé ruchu. Gre wygrywa ten gracz, kt6-

ry wykonal wiecej ruchéw. Rozstrzygnij, ktory z graczy posiada strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie (Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, zadanie 21):

Poniewaz gra jest skonczona i kazda rozgrywka konczy sie wygrana ktoregos z graczy, to istnieje
gracz posiadajacy strategie wygrywajaca. Udowodnimy, ze strategie te posiada gracz zaczynajacy,
Ahmed. Przypusémy nie wprost, ze strategie wygrywajaca posiada Fredek. Wskazemy teraz stra-
tegie dla Ahmeda, ktérg grajaé¢ przeciw Fredkowi moze z nim wygraé¢. Zauwazmy na poczatek, ze
wlasny znak nigdy nie przeszkadza graczowi w realizowaniu jakiejkolwiek stategii. Ahmed stawia na
poczatek kétko gdziekolwiek. Nastepnie stawia sie w sytuacji drugiego gracza, zapomina o posta-
wionym kétku i gra wygrywajaca strategia drugiego gracza. Jezeli strategia ta kaze postawi¢ kétko
w tym miejscu, gdzie juz stoi pierwsze kotko to, poniewaz kétko juz tam jest, to Ahmed stawia kotko
w dowolnym innym miejscu (i zapomina o nim). W ten sposéb pokazaliémy, ze Ahmed, kopiujac
strategie drugiego gracza moze wygrac, czyli doszliémy do sprzecznosci z zalozeniem, ze Fredek ma

strategie wygrywajaca. Zatem strategie wygrywajaca posiada Ahmed.

3. W turnieju tenisa stolowego uczestnicz%io 2n zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat



z kazdym innym zawodnikiem co najwyzej jeden mecz. Po turnieju okazalo sie, ze do-
kladnie n zawodnikéw rozegralo po dwa mecze, a pozostalych n zawodnikéw po trzy
mecze. Wyznacz wszystkie liczby catlkowite dodatnie n, dla ktérych taka sytuacja jest

mozliwa.

Rozwiazanie (IV OMG, etap III, zadanie 2):

Zauwazmy, ze skoro n zawodnikéw rozegrato po 2 mecze, a n po 3 mecze, to laczna liczba meczéw
w turnieju wynosi 5n/2. Widaé wiec, ze n musi byé liczba parzysta. Wykazemy teraz, ze dla n = 2k
zawodnikéw Aq, Ao, ..., Ay, mozna zaplanowaé mecze tak, aby spelnione byly warunki zadania.
Przyjmujemy po pierwsze, ze zawodnik A; gra z Ao, dalej Ao gra z As itd. az Ay zagra z Aj.
Ponadto A; graz Aski1, As graz Agk+s, ... Aok—1 graz z Agp—1. W ten sposéb kazdy z zawodnikéw
Ao, Ay, ..., Ay rozegral dokladnie 2 mweze, a kazdy z pozostalych zawodnikéw Aq, As, ..., Agp_1

rozegral doktadnie trzy mecze.

. W warsztatach matematycznych uczestniczy 2010 oséb. Organizatorzy nie chca, zeby
chodzili oni po szkole w zbyt malych grupach. Stad tez wszyscy zostali zamknieci w
auli. Zamontowano tez nowe zamki w auli i rozdano kazdemu uczestnikowi pewng licz-
be kluczy tak, aby dowolnych 2009 uczestnikéw moglo otworzy¢ aule, ale takze aby
zadnych 2008 uczestnikéw nie bylo w stanie otworzy¢ auli. Ile co najmniej zamkoéow

trzeba zamontowaé¢ w auli?

Rozwiazanie (Ob6z Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2006, ID 1):

Skoro zadnych 2008 uczestnikow nie jest w stanie otworzy¢ auli, to dla dwdch oséb istnieje zamek,
do ktorego klucze maja co najwyzej te 2 osoby. Poniewaz kazde 2009 oséb moze otworzy¢ aule, to
nie ma zamka, do ktorego klucz posiada tylko jedna osob. Zatem najmniejsza ilo$¢ zamkdéw jest
réwna liczbie par oséb wsréd 2010 uczestnikow warsztatow, czyli (20210).

. Mustafa rzuca monetg 2010 razy, zas$ Ahmed 2011 razy. Oblicz prawdopodobienstwo,

ze Ahmed wyrzuci wiecej ortéw niz Mustafa.

Rozwiazanie (Ob6z Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, DD 7):

Zauwazmy, ze skoro Ahmed rzucal monetg 2011 razy, a Mustafa 2010 razy, to Ahmed wyrzucit
albo wiecej ortéw albo wigcej reszek niz Mustafa. Jednoczesnie, nie mégl wyrzucié zaréwno wiecej
ortéw jak i reszek niz Mustafa, gdyz wéwczas rzucalby przynajmniej o dwa rzuty wiecej. Zatem
dokladnie jeden z dwéch wynikéw (orly lub reszki) zostal wyrzucony przez Ahmeda wiecej razy niz
przez Mustafe. Poniewaz orly i reszki sa symetryczne, to prawdopodobienstwo, ze Ahmed wyrzucit

wigcej ortéw niz Mustafa wynosi 1/2.



