IV Warsztaty Matematyczne

I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Zadania i rozwigzania. Grupa starsza.

Dzien drugi — 28.09.2010r.



Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien drugi, grupa starsza

. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' i punkty P, @, R lezace odpowiednio na bokach BC,C' A, AB.
Niech 01, 02, 03 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréojkatach AQR, CPQ, BPR. Wéwczas
01 Mog M O3 75 @, gdy:

AQ _ CcP _ BR
......... @) 75 = T4

. W tréjkacie ABC' spelnione sa réwnoéci:
3sin(A) +4cos(B) =6 4sin(B) + 3cos(A) = 1.

Woéwezas miara kata C' wynosi:

. W tréjkacie ABC spelniona jest nieréwnosé:
sin(A) + sin(B) + sin(C) < 1.
Wynika stad, ze:

......... jeden z katéw tréjkata jest wiekszy od 90°
......... jeden z katéw tréjkata jest wiekszy od 120°

......... jeden z katéw tréjkata jest wiekszy od 150°

. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokow tréjkata. Niech X = 73 + m—% + 555 Wowezas:

. Réwnanie a® + b% + ¢ + d® = a(b+ ¢ + d), gdzie a,b, c,d € R ma:

......... jedno rozwiazanie

......... skonczenie wiele rozwiazan

......... nieskonczenie wiele rozwigzan

. Rozwazmy wielomian postaci 2™ + 2nz™ "1 4 2n22"~2 4+ ... Wéwczas w zaleznoéci od n i od pozo-
statych wspoétezynnikéw, wielomian ten moze:

......... nie mie¢ rozwiazan

......... mieé przynajmniej jedno rozwigzanie

......... mie¢ n rozwigzan



Konkurs, dzien drugi, grupa starsza

. Kto$ zaobserwowal, ze 6! = 8 - 9 - 10. Znajdz najwieksza liczbe dodatnig n, dla ktérej n! moze by¢

przedstawione jako iloczyn n — 3 kolejnych liczb catkowitych dodatnich.

. Majac dang liczbe wymierna wigksza od 0, zapiszmy ja jako utamek nieskracalny ¢ = ¢. Oblicz ile

liczb wymiernych z przedziatu (0, 1) ma te wlasno$é, ze iloczyn ab réwny jest 20!
. Liczbe naturalng n nazywamy wypasiona, jezeli dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej n liczba p?
rowniez dzieli n. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb n takich, ze n oraz n + 1 sa

wypasione.

. Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2, ze wszystkie liczby naturalne mniejsze od n i

wzglednie pierwsze z n tworza ciag arytmetyczny.

. Wyznaczy¢ najwiekszg taka liczbe parzysta, ktérej nie da sie przedstawi¢ jako sumy dwdch liczb

nieparzystych ztozonych.



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien drugi, grupa starsza

1. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' i punkty P, Q, R lezace odpowiednio na bokach BC,CA, AB.
Niech 01, 02, 03 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréjkatach AQR,CPQ, BPR. Wéwczas
01 Nog M O3 75 @, gdy:

AQ _ CcP _ BR
......... ) 75 = T4

Odpowiedz:
e TAK,

e TAK,

o TAK.
2. W tréjkacie ABC spelnione sg réwnosci:
3sin(A) +4cos(B) =6 4sin(B) + 3cos(A) = 1.

Woéwezas miara kata C' wynosi:

Odpowiedz: Podnosimy obydwie réwnosci do kwadratu, dodajemy stronami, upraszczamy jedynki
i dostajemy: 12(sin(A + B)) = 24. Stad wynika, ze jedyna mozliwa odpowiedzia jest A. Mozna
tatwo sprawdzié, ze kat 150 nie pasowalby. Wynika to z poszczegdlnych réwnosci. Gdyby A < 30,
to 3sin(A) + 4cos(B) < 3/2+4 < 6.

e TAK,

e NIE

e NIE
3. W tréjkacie ABC spelniona jest nieréwnoscé:
sin(A) + sin(B) + sin(C) < 1.
Wynika stad, ze:
......... jeden z katow trojkata jest wiekszy od 90°

......... jeden z katéw tréjkata jest wiekszy od 120°

......... jeden z katéw tréjkata jest wiekszy od 150°

Odpowiedz: Niech A > B > C. Naprzeciw A lezy a, naprzeciw B lezy bok b, naprzeciw C bok c.
Wowecezas a > b > c. Z nieréwnosci trojkata mamy b+c > a. Z twierdzenia sinusow wynika zatem, ze
sin(B) + sin(C) > sin(A). Zatem sin(A) + sin(B) + sin(C) > 2sin(A4). Wynika stad, ze sin(A) < 3.

Jest to najwigkszy kat, a wiec A > 150°. 5



e TAK,
o TAK

o TAK

+ —<-. Wéwczas:

4. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokow trojkata. Niech X = 94— + s

b
b+c cta

2a
a+b+c*

Odpowiedz: dowodu wymaga jedynie b. Zauwazmy, ze 3¢ < Istotnie, jest to po wymnozeniu

stronami réwnowazne nieréwnosci a < b+c. Stosujac podobne oszacowania dla pozostaltych utamkéw
widzimy, ze X < 2. Latwo pokazaé, ze stalej 2 nie mozna obnizy¢.

e TAK,

o TAK

o NIE
5. Réwnanie a? + b% + ¢ + d? = a(b+ ¢ + d), gdzie a,b, c,d € R ma:

......... jedno rozwiazanie
......... skonczenie wiele rozwigzan

......... nieskonczenie wiele rozwiazan
Odpowiedz: zauwazmy, ze:
A+ d —alb+ct+d) = (a/2-b)?+ (a/2 —c)* + (a2 — d)* + (a/2)* = 0.
e TAK,

o TAK

o NIE

6. Rozwazmy wielomian postaci ™ + 2na” ! 4+ 2n22" "2 4 ... Wéwczas w zaleznosci od n i od pozo-
stalych wspélczynnikéw, wielomian ten moze:
......... nie mie¢ pierwiastkéw
......... mieé przynajmniej jeden pierwiastek

......... mieé n pierwiastkdéw
Odpowiedz:
e TAK, dla n = 2 mamy 22 + 42 + 8, ktéry nie ma pierwiastkow.
e TAK, dla kazdego wielomianu nieparzystego stopnia

e TAK, np. dla funkcji liniowej, ale zauwazmy, ze gdyby nj1 i istnialo n pierwiastkéw, to na

mocy wzoréw Viete’a dostaliby$my:
x%—l—x%—l—...%—xi =(r1+ o +...+2,)% — 22109 — 21123 — ... = 4n® — 4n? = 0.

A jedli n > 1, to wielomian nie jest postaci z".
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Konkurs, dzien drugi, grupa starsza

1. Kto$ zaobserwowal, ze 6! = 8 -9 - 10. Znajdz najwieksza liczbe dodatnig n, dla ktérej

n! moze by¢ przedstawione jako iloczyn n — 3 kolejnych liczb caltkowitych dodatnich.

Rozwigzanie (AIME):

Zal6zmy, ze dane jest n! bedace iloczynem n—3 kolejnych liczb naturalnych. Oznaczmy najwieksza z
nich przez k. Jest jasne, ze k > n. Jedli k = n+1, wéwczas iloczyn 5-6...n-(n+1) jest (n+1)/24 ra-

zy wiekszy od n!. Dla n = 23 mamy zatem réwnos¢. Jesli n > 23, ton+1 > 24 i nie bedzie réwnosci.

Ogdlniej, gdy k = n + ¢, woéwczas mamy warunek, ze iloczyn (44 q) - (5+¢q) - ... (n+ q) jest
%W wiekszy od n!. Oznacza to, ze aby istnialo n bedace iloczynem n — 3 kolejnych

liczb, z ktérych najwieksza jest k = n + ¢, musi zachodzié¢ réwnosé:
(g+3)!=m+1)(n+2)...(n+q).

Twierdzimy, ze wowczas n < 23. W przeciwnym razie:

(g+23)!

(¢+3)!> (2B+1)(23+2)... (B+9) =

Innymi stowy:

(¢ +3)123! > (¢ + 23)!

Réwnowaznie:

231> (¢ +4)(g+5)...(¢+23).
Dla ¢ > 1 powyzsza nier6wno$¢ nie moze mie¢ miejsca. Istotnie, wéwczas:

25!
231> (q+4)(g+5) ... (¢ +23)>6-7-...-25= .
Ostatecznie wiec:

5! =120 > 24 - 25.

Ostatnia nieréwno$c¢ jest jednak nieprawdziwa. Zatem istotnie gdy ¢ > 1, wtedy n < 23. Szukang

liczba jest zatem 23.

2. Majac dang liczbg wymierna wigksza od 0, zapiszmy ja jako utamek nieskracalny q = 7.
Oblicz ile liczb wymiernych z przedziatu (0, 1) ma te wlasno$é, ze iloczyn ab réwny jest

20!

Rozwigzanie (AIME):

Przypomnijmy, ze jesli dana jest liczba pierwsza p i liczba naturalna n, to przez ord,(n) oznaczamy
taka liczbe k, ze p* |n, ale p**1 fn. Wiadomo, ze jeéli dana jest liczba pierwsza p taka, ze p|20! i
taka, ze ord,(20!) = k, to albo p* |a albo p” |b. Inaczej a, b nie bylyby wzglednie pierwsze. Innymi
stowy — ta sama liczba pierwsza nie moze si¢ pojawié¢ jako dzielnik a i jako dzielnik b. W rozktad
20! na czynniki pierwsze wchodza dzielniki: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Zatem gdyby nie zakladaé, ze
g < 1, to mozliwych par (a, b) jest tyle, co podzbioréw zbioru P = {2,3,5,7,11,13,17,19}. Istotnie,

dla danego podzbioru X C P, liczba a jest il(%czynem elementu zbioru X, za$ liczba B iloczynem



element6w ze zbioru P\ X. Zauwazmy, ze nie da sie tak wybra¢ X, ze a = b. Co wiecej, jesli a/b > 1,
to b/a < 1, zatem dokladnie polowa podzbioréw zbioru P spelnia ten warunek, ze a/b < 1. Zatem

jest 27 = 128 liczb wymiernych spelniajacych wymogi zadania.

3. Liczbe naturalng n nazywamy wypasiona, jezeli dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej
n liczba p? réwniez dzieli n. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb n ta-

kich, ze n oraz n + 1 sa wypasione.

Rozwiagzanie (Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, ID 3):

Odpowiedz brzmi: tak. Zauwazmy, ze iloczyn dwéch liczb wypasionych jest liczba wypasiona oraz,
ze kwadraty liczb naturalnych sa wypasione. Zalézmy wiec, ze n i n + 1 sa wypasione. Wowczas
wypasiona jest takze liczba 4n(n + 1). Jednoczesnie: 4n(n + 1)+ 1 =4n?> +4n+1= (2n+1)%, a
wiec ta liczba jest takze wypasiona. Oznacza to, ze majac dana pare kolejnych liczb wypasionych
mozemy wygenerowaé pare wiekszych, gdyz jasne jest, ze n < 4n(n+1). Aby zakohczy¢ rozwiazanie

wystarczy zauwazy¢, ze liczby 8 i 9 sg wypasione.

4. Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2, ze wszystkie liczby naturalne mniejsze

od n i wzglednie pierwsze z n tworzg ciag arytmetyczny.

Rozwiazanie (Ob6z Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, ID 6):

Wszystkie liczby n spelniajace zadane warunki to liczby pierwsze, potegi dwodjki oraz liczba 6.
Istotnie, zalézmy, ze wszystkie liczby naturalne mniejsze od n i wzglednie pierwsze z n tworza ciag

arytmetyczny o réznicy r.

e Jeslir = 1, to n nie ma dzielnikéw wigkszych od 1, a zatem n jest liczba pierwsza.

e Jedli r = 2, to n nie ma dzielnikéw pierwszych nieparzystych, a ma parzyste, czyli jest potega
dwojki.

e Jesli r > 3, to n musi by¢ parzyste. W przeciwnym razie wsrdéd liczb wzglednie pierwszych z
nsa li2 codajer =1. Gdy n jest parzysta i jest potega liczby 2, to wsrdd liczb wzglednie
pierwszych z n sa 11 3, a wiec r = 2. Pozostaje wiec przypadek n = 2%b, gdzie b > 1 jest
nieparzyste i ¢ > 1. Nietrudno zauwazy¢, ze liczby b — 2, b+ 2 sa mniejsze niz n oraz wzglednie
pierwsze z n, czyli naleza do ciagu arytmetycznego. Poniewaz r > 2, to r = 4. Pierwszym
wyrazem ciagu artymetycznego jest 1, nastepny to 5, a nastepny to 9. Widzimy wiec, ze n > 6
musialaby byé podzielna przez 3, ale by¢ wzglednie pierwsza z 9. Warunku tego nie da sie

spelnié¢. Bez trudu sprawdzamy natomiast, ze n = 6 spelnia warunki.

5. Wyznaczy¢ najwieksza taka liczbe parzysta, ktorej nie da sie przedstawié¢ jako sumy

dwoch liczb nieparzystych zlozonych.

Rozwigzanie (AIME):

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzej liczby parzystej 2k jedna z liczb 2k — 15,2k — 25,2k — 35 jest
podzielna przez 3, ale nie jest réwna 3. Zatem 2k < 38. Metoda prob i bledéw sprawdzamy, ze 38

nie da sie przedstawié¢ jako sumy dwoch liczby nieparzystych ztozonych.
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