Zadania z Warsztatow matematycznych I LO

Dzien pierwszy - 17 wrzesnia 2007r.

Grupa ,,mlodsza”

1. Czy liczba 100...09 jest kwadratem liczby naturalnej, jezeli pomiedzy 1

a 9 znajduje sie 99 zer?

2. W turnieju szachowym brato udzial dziesieciu zawodnikéow. Wykaz, ze w
kazdym momencie trwania turnieju co najmniej dwdch szachistéw roze-

gralo taka samg liczbe partii.

3. Wykaz, ze jezeli 1 jest suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadto-
$cianu o przekatnej d, to: 1 < 4v/3 - d.

4. W okregu o promieniu 10cm poprowadzono dwie réwnolegle cieciwy o

dhugosciach 12cm i 16cm. Oblicz odleglosé tych cigciw.

5. Wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnoé¢:

(82 (- mrte) - H22

Grupa ,,starsza”

1. Wykaz, ze jezeli a,b,c > 0, to:

a b c
1< + + < 2.
at+b b+c c+a

2. W turnieju szachowym bralo udzial dziesieciu zawodnikéow. Wykaz, ze w
kazdym momencie trwania turnieju co najmniej dwéch szachistow roze-

grato taka samg liczbe partii.

3. Tréjkat réwnoboczny ABC wpisany jest w okrag. Punkt P nalezy do
mniejszego z tukéw AB. Wykaz, ze: |PA| + |PB| = |PC|.



4. W trapez prostokatny o podstawach dlugosci 4 i 12 wpisano okrag. Wy-

znacz dlugos$é promienia tego okregu.
5. Rozwiazac¢ uklad réwnan:

r+y+z=3
2+ y?+22=5
oyt 2t =17

Dzien drugi - 18 wrzes$nia 2007r.

Grupa ,,mlodsza”

1. Dana jest nastepujaca tablica liczb naturalnych, zwana tablica Pitagorasa:

1 2 3 ... n
2 4 6 ... 2n
3 6 9 ... 3n
n 2n 3n ... n?

Oblicz n wiedzac, ze suma wszystkich liczb w tablicy jest réwna 36100.

2. Dany jest dziesieciokat foremny. Niech P bedzie dowolnym punktem okre-
gu opisanego na tym wielokacie. Wykaz, ze suma kwadratow odlegtosci

punktu P od wierzchotkéw wielokata nie zalezy od wyboru punktu P.

3. Wykaz, ze liczba szeéciocyfrowa ABABAB nie jest kwadratem liczby na-

turalnej.
4. Czy liczba 240 — 238 — 231 1 1 jest liczbg ztozona? Odpowiedz uzasadnij.

5. Uzasadnij, ze jezeli z,y > 0, to

Tty x y
< + .
l+z+y z4+y 14y

9
Grupa ,starsza

1. Rozwiazaé¢ réwnanie: x4 — 1022 + 2622 — 10z + 1 = 0.



2. Punkty A, B,C, D, E leza w podanej kolejnoéci na okregu O i spelniaja:
AB||EC oraz AC||ED. Prosta styczna do okregu O w punkcie E przecina
prosta AB w punkcie P. Proste BD i EC przecinaja sie w punkcie Q.
Udowodnié¢, ze AC = PQ.

3. Liczby 1, 2, 3, ... , 49 rozmieszczono w tablicy 7 X 7, po czym obliczono
sume liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie. Niektére z tych 14 sum
sa nieparzyste, a pozostale sa parzyste. Niech A oznacza sume wszyst-
kich nieparzystych sum, zas B sume wszystkich parzystych sum. Czy jest

mozliwe takie rozlozenie liczb, ze: A = B?
4. Rozwiaza¢ w zbiorze liczb naturalnych réwnanie: \/z + \/y = v12.

5. Wykazaé, ze jezeli a > 0, to dla kazdego n € N:

\/a+\/a+\/a+...+\/a<\/a+l.

Dzien trzeci - 19 wrzesnia 2007r.

Grupa ,,mlodsza”

1. W tréjkat o wysokosciach z, y, z wpisano okrag o promieniu r. Wykaz, ze:

11 1 1
-+ -+-=-.
T Yy z r

2. Zmnajdz dwie liczby naturalne, ktérych suma wynosi 750, za$ iloraz z dziele-
nia ich najmniejszej wspoélnej wielokrotnosci przez ich najwigkszy wspélny

dzielnik jest réwny 1196.
3. Rozwiaz réwnanie:
z* + (x + 1) (522 — 62 — 6) = 0.
4. Niech p > 2 bedzie dana liczba pierwsza. Znajdz wszystkie liczby naturalne
z,y, ze: £2 —y% = p.

5. W pola szachownicy wpisano w sposéb losowy liczby ze zbioru {—1,0,1}.
Obliczono sumy liczb w wierszach, kolumnach i na przekatnych. Wykaz,

ze pewne dwie sposréd tych sum sg roéwne.
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Grupa ,starsza

1. Niech 4, ={1,2,3,...,n}. Rozstrzygnaé, czy dla kazdej liczby naturalnej
n > 2 istnieja funkcje f,g: A, — A,, speliajace warunki:
(a) f(f(K) =g(g(k)) =k k=1,2,3,...n;
) g(f(k)=k+1,k=1,2,3,...n— 1.

2. Zmajdz wszystkie pary liczb catkowitych (z,y), spelniajace réwnanie:

(zy —1)? = (z+1)* + (y+1)2

3. Niech 0 < a1 < ag < ... < a, < m/2. Udowodnij, ze:

sinay +sinas + ... +sinaq,
tgoy < < tgany.
cosSq +cosag + ...+ cosa,

4. W tréjkacie ABC kat BC A jest rozwarty oraz ZABC = 2-/ABC'. Prosta
przechodzaca przez punkt B i prostopadia do boku BC' przecina prosta
AC w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku AB. Dowies¢, ze ZAMC =
/BMD.

5. Udowodnij nier6wnosc:

Lo L1 2<12+12+12
=T =T =X K =T —T —Tq.
27t T3 g 271 T3



