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Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien trzeci, grupa mlodsza
. Niech p; < p2 < p3 < ps < ps beda liczbami pierwszymi takimi, ze
X =p2—p1 =p3 — P2 =Dp1—P3 =D5 — Pa.
Woéwczas:
......... ciag ten musi zawieraé liczbe 5

......... X jest podzielne przez b

......... najmniejsza mozliwa warto$¢ ps to 29.

. Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére sa podzielne przez kazda swoja cyfre?

. Dany jest szeécian. Kazda z jego Scian malujemy jednym z koloréow: bialym lub czarnym. Dwa
kolorowania szescianu, ktére sa identyczne po obrdceniu szescianu uwazamy za jedno i to samo

kolorowanie. Ile jest mozliwych kolorowan?

. Na szescianie zaznaczono 27 punktéw: wierzchotki sze$cianu, érodki krawedzi, érodki Scian oraz
$rodek szedcianu. Ile jest roznych prostych zawierajacych przynajmniej 3 z wyréznionych punktéw

tego szec¢cianu?

. Na imprezie jest 6 chlopakow i pewna liczba dziewczyn. Niektore pary chlopcéw i dziewczyn ta-
czy znajomosé. Kazdy chlopiec jest znajomym co najwyzej 3 dziewczyn. Dwie dziewczyny maja
dokladnie 4 znajomych chlopcéw, a pozostale maja dokladnie po 2 znajomych chlopcéw. Ile moze

by¢ maksymalnie dziewczyn na tej imprezie?

......... wiecej niz 8

. Zawody w kregle skladaja sie z wielu serii. Marta uzyskata w poprzedniej serii 185 punktow. Pozwo-
lito jej to na podniesienie $redniej z 176 do 177 punktéw. Ile punktéw Marta potrzebuje w nastepnej

kolejce, aby zwiekszy¢ $rednia do 1787



Konkurs, dzien trzeci, grupa mlodsza

. Rozwazmy ciag liczb caltkowitych, ktory zaczyna sie¢ od elementéw 1000, x, przy czym z > O.
Kazdy kolejny element tego ciagu (od trzeciego poczawszy) jest réznica dwoch poprzednich. Gdy
w ciagu pojawi sie pierwsza liczba ujemna, przestajemy tworzyé kolejne elementy (np. dla x = 500

dostajemy ciag 1000, 500, 500, 0, -500). Dla jakiego = dostaniemy cigg maksymalnej dtugosci?

. Ciag liczb rzeczywistych x1,zo,...,z190 ma te¢ wlasnoé¢, ze dla kazdego k od 1 do 100, liczba xy

jest o k mniejsza od sumy pozostalych 99 elementéw tego ciagu. Znajdz xs.

. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego wszystkie Sciany boczne sa trojkatami prostokat-

nymi?

. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Punkt D lezy na prostej BC. Konstruujemy tréjkat réwno-
boczny ADE taki, ze punkt F lezy po tej samej stronie prostej AD, co punkt C. Udowodnij, ze

niezaleznie od wyboru punktu D punkty F leza zawsze na prostej réwnoleglej do odcinka AB.

. W klasie nauczyciel zauwaza, ze kazdy uczen ma doktadnie 3 kumpli. Jesli dwéch uczniéw w jego
klasie jest kumplami, to nie maja oni zadnego wspolnego kumpla. Wiadomo tez, ze jesli dwéch

uczniéw w jego klasie nie jest kumplami, to majg oni wspdlnego kumpla. Ile jest oséb w tej klasie?



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien trzeci, grupa mlodsza
1. Niech p; < p2 < p3 < ps < ps beda liczbami pierwszymi takimi, ze

X =p2—p1=p3—p2=ps—P3=p5— Pa.
Woéwczas:
......... ciag ten musi zawierac liczbe 5
......... X jest podzielne przez 5
......... najmniejsza mozliwa warto$¢ ps to 29.
Odpowiedz:

e NIE, przyktadem jest ciag 7, 37, 67, 97, 127.

e NIE, przykladem jest ciag 5, 11, 17, 23, 29. (ale jesli mialby nie zawiera¢ 5, to odpowiedZ jest
TAK)

e TAK, ciag albo zawiera 5, albo jego roznica jest podzielna przez 5. Mozna tez sprawdzié

bezposrednio.

2. Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez kazda swoja cyfre?

Odpowiedz:
e NIE,
e TAK, te liczby to 11, 12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66, 77, 88, 99

o NIE,

3. Dany jest szescian. Kazda z jego $cian malujemy jednym z koloréw: bialym lub czarnym. Dwa
kolorowania szescianu, ktére sa identyczne po obrdceniu szeScianu uwazamy za jedno i to samo

kolorowanie. Ile jest mozliwych kolorowan?

Odpowiedz: Idziemy przez przypadki, tzn. ustalamy ile Scian ma by¢ kolorowanych na biato:

e 0 Scian - wowczas jest 1 kolorowanie (wszystko na czarno)

e 1 $ciana - wéwczas jest 1 kolorowanie

e 2 Sciany - wéwczas sa 2 kolorowania: albo Sciany maja wspoélna krawedz, albo leza naprzeciw
siebie
e 3 Sciany - woéwczas sa 2 kolorowania: albo $ciany maja wspolny wierzcholek, albo nie

4 4ciany - tak jakbysmy rozpatrywali proglem dla dwoéch czarnych - 2 kolorowania



5 Scian - tak jakby$my rozpatrywali problem dla jednej czarnej - 1 kolorowanie

e 6 $cian - 1 kolorowanie

o TAK

)

o NIE,

e NIE,

4. Na szedcianie zaznaczono 27 punktow: wierzchotki szeScianu, érodki krawedzi, érodki $cian oraz
$rodek szedcianu. Ile jest réznych prostych zawierajacych przynajmniej 3 z wyréznionych punktéow

tego szedcianu?

Odpowiedz: Warto podzieli¢ rozwiazywanie na przypadek, gdy prosta przechodzi przez srodek sze-
$cianu i gdy nie przechodzi. Gdy nie przechodzi mamy 12 krawedzi, 12 przekatnych, 12 $rodko-
wych”. Gdy prosta przechodzi przez $rodek to moze by¢ pionowa/pozioma (3 przypadki) lub ukos$na

(6 przez wierzcholki i 4 przez $rodki krawedzi. Razem 49.
e NIE,

e TAK,

e NIE,

5. Na imprezie jest 6 chlopakéw i pewna liczba dziewczyn. Niektore pary chlopcéw i dziewczyn la-
czy znajomosé. Kazdy chlopiec jest znajomym co najwyzej 3 dziewczyn. Dwie dziewczyny maja
doktadnie 4 znajomych chlopcéw, a pozostale maja dokladnie po 2 znajomych chlopcéw. Ile moze

by¢ maksymalnie dziewczyn na tej imprezie?

......... wiecej niz 8

Odpowiedz: jest ich maksymalnie 7. Wezmy dwie dziewczyny, ktore znaja po 4 chlopcow. Jesli
znaja doktadnie tych samych 4 chlopcéw, to tatwo widzieé, ze dziewczyn jest maksymalnie 7. Latwo
zobaczy¢, ze dziewczyny znaja lacznie 8 +2(d — 2) chlopcéw, gdzie d to liczba dziewczyn. Chlopcow

»,do podzialu” jest natomiast 6, przy kazdym max. 3 miejsca. Zatem 8 +2(d —2) < 18 = d < 7.
e TAK,

e NIE,
o NIE,
6. Zawody w kregle skladaja sie z wielu serii. Marta uzyskala w poprzedniej serii 185 punktéw. Pozwo-

lito jej to na podniesienie Sredniej z 176 do 177 punktéw. Ile punktéw Marta potrzebuje w nastepnej

kolejce, aby zwiekszy¢ srednia do 1787



Odpowiedz: zobaczmy ile rund rozegrala Marta do tej pory. Suma jej wynikéw w poprzednich

rundach to 176n + 185. Wiemy, ze: % = 177. Stad n = 8. Teraz juz latwo sprawdzié, ze

potrzeba jej 187 punktéw.

e NIE
o NIE

o TAK



Konkurs, dzien trzeci, grupa mlodsza

1. Ciag liczb rzeczywistych x1,x3,...,T100 ma te wlasnos$é, ze dla kazdego k od 1 do 100,

liczba xj, jest o k mniejsza od sumy pozostalych 99 elementéw tego ciagu. Znajdz xs¢.

Rozwiazanie (AIME):

Mamy nastepujacy uktad réwnan:

rzn + 1 = 0 + x2 + ®x3 + ... + @y + ZTigo
T2 + 2 = 3 + 0 4+ 3 + ... + x99 + X100
X3 + 3 = 21 4+ a2 4+ 0 4+ ... + xg9g + Ti00
Tgg + 99 = z1 + 2 + 23 + ... + 0 4+ z00
190 + 100 = 21 + x93 + x3 + ... + x99 —+ 0

Niech X =z1 + 22+ ...+ z100. Jesli wyznaczymy X, to zadanie bedzie rozwiazane, bo x59 + 50 =
X —x509. A wiec x50 = %. Po dodaniu wszystkich powyzszych warunkéw stronami dostajemy:

100 - 101
X+1+2—|—...+100=99X:>T=98X.

atem X = 2. To konczy rozwiazanie.
Zatem X = 30101 To koficzy

2. Rozwazmy ciag liczb calkowitych, ktéry zaczyna sie od elementéw 1000, x, przy czym
x > 0. Kazdy kolejny element tego ciagu (od trzeciego poczawszy) jest réznica dwoch
poprzednich. Gdy w ciggu pojawi sie pierwsza liczba ujemna, przestajemy tworzy¢
kolejne elementy (np. dla x = 500 dostajemy ciag 1000, 500, 500, 0, -500). Dla jakiego

x dostaniemy ciag maksymalnej dlugosci?

Rozwiagzanie (AIME):

Spéjrzmy na pierwsze kilka elementéw tego ciagu:
1000, z, 1000 — z, 2z — 1000, 2000 — 3z, 5z — 3000, 5000 — 8z, 13z — 8000, ...

Widzimy pewna regularno$é. Widzimy, ze pojawiaja sie tu kolejne wspédlczynniki ciagu Fibonac-
ciego. Chodzi nam jednak o to, by te wyrazy byly mozliwie daleko nieujemne. Mamy wiec serie
warunkéw:
22 — 1000 > 0 = z > 500
2000 — 3z > 0 = 667 >z
5z — 3000 > 0 = z > 600
5000 =8z > 0=625 >z
132z — 8000 > 0 = = > 615
13000 - 21z > 0= 619 > x
34z — 21000 > 0 = x > 617

34000 — 55z > 0 = 618 > .

Te oszacowania pozwalaja stwierdzié, ze Wlaé(gwq liczba jest x = 618.



3. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego wszystkie Sciany boczne s3 tréjkatami

prostokatnymi?

Rozwiazanie (II OMG, III etap, Zadanie 5):

Taki ostrostup istnieje. Niech ABCDA'B'C’'D’ bedzie prostopadloscianem. Wowcezas ostrostup
czworokatny ABC DA’ spelnia warunki zadania.

4. Dany jest tr6jkat ré6wnoboczny ABC. Punkt D lezy na prostej BC. Konstruujemy
tréjkat rownoboczny ADE taki, ze punkt FE lezy po tej samej stronie prostej AD, co
punkt C. Udowodnij, ze niezaleznie od wyboru punktu D punkty E leza zawsze na

prostej ré6wnoleglej do odcinka AB.
Rozwigzanie (Cut The Knot):

Rozwazamy trzy przypadki:

e Punkt D lezy wewnatrz odcinka BC.
Chcemy pokazaé, ze kat DCE ma 120°. Rozwazmy okrag opisany na tréojkacie ACD. Ze
wzgledu na réwnosé katéw ACD i AED okrag ten musi zawieraé¢ takze punkt E. Zatem na
czworokacie ADCFE mozna opisaé okrag. Wynika stad, ze suma katéw DAFE i DCE wynosi
180°, zatem kat DCE ma 120°.

e Punkt D lezy poza odcinkiem BC, po stronie punktu B.

Chcemy teraz wykazaé, ze kat ACE rowny jest 120°. Zauwazmy, ze na czworokacie ADEC
mozna opisa¢ okrag. Istotnie, jest to okrag opisany na trojkatach ADC' i ADE. Skoro kat
ADEFE ma 60°, to kat ACE ma 120°.

e Punkt D lezy poza odcinkiem BC', po stronie punktu C.
Chcemy teraz wykazaé, ze kat ACE rowny jest 120°. Odbijamy punkt F symetrycznie wzgle-
dem AD i dostajemy punkt E’. Na czworokacie AC DE mozna opisaé¢ okrag. Istotnie, suma
katéw ACD i AE'D to 180°. Stad katy ADE’ i ACE' sa réwne i wynosza po 60°. Zatem takze
kat ACE ma 60°.

5. W Kklasie nauczyciel zauwaza, ze kazdy uczen ma dokladnie 3 kumpli. Je§li dwoch
uczniéw w jego klasie jest kumplami, to nie maja oni zadnego wspdlnego kumpla.
Wiadomo tez, ze jeSli dwoéch uczniéw w jego klasie nie jest kumplami, to majg oni

wspo6lnego kumpla. Ile jest os6b w tej klasie?

Rozwiazanie (Norway Niels Henrik Abels Math Contest 1995, Runda 2, Zad 7):

WezZmy konkretnego ucznia X. Wiadomo, ze kazdy inny uczen jest albo jego kumplem, albo kum-
plem jego kumpla. Zatem jest ich lacznie co najwyzej 1 + 3 + 2 -3 = 10. Latwo widzie¢, ze liczba
0s6b w klasie nie moze by¢ nieparzysta. Istotnie, jesli n jest liczbg 0s6b w klasie, to znajomosci jest
3n/2. Latwo widzieé, ze musi by¢ przynajmniej 6 oséb (kto$, jego trzech znajomych, ich znajomi -

mozna skonstruowaé przyklad). Nalezy jeszcze sprawdzié, ze w klasie nie moze by¢ 8 lub 10 oséb.



