IV Warsztaty Matematyczne

I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Zadania i rozwigzania. Grupa mlodsza.

Dzien pierwszy — 27.09.2010r.



Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

,103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien pierwszy, grupa mlodsza

1. Nieréwnosé
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5 >

Q=
+
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......... jest nieprawdziwa dla dowolnych a,b < 0.
......... jest nieprawdziwa dla pewnych a,b > 0.

......... jest prawdziwa dla dowolnych a,b € R\ {0} (niezerowych).
2. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wéowczas:

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 4.
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 5.

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 6.

3. Dany jest tréjkat ABC, ktéry nie jest réwnoramienny. Z wierzchotka A prowadzimy odpowiednio:

wysoko$¢ h,, Srodkowg s, oraz dwusieczng t,. Wowczas:

......... istnieje trojkat ABC, gdzie wysokos¢ h, lezy pomiedzy $rodkowa s,, a dwusieczng, t,.
......... istnieje tréjkat ABC, gdzie srodkowa s, lezy pomiedzy dwusieczng t,, a wysokoscig h,.

......... istnieje tréjkat ABC, gdzie dwusieczna t, lezy pomiedzy wysokoscig h,, a $rodkowa s,.
4. Czworokat ABCD jest taki, ze trojkaty ABC, BCD,CDA, DAB maja rowne obwody.

......... czworokat ten jest zawsze kwadratem.
......... czworokat ten jest zawsze réwnolegtobokiem.

......... czworokat ten jest zawsze trapezem.
5. Dane sa dwa czworos$ciany A1, A, przy czym A; lezy wewnatrz As. Wynika stad, ze:

......... objeto$¢é A; jest mniejsza niz objetosé As.
......... sfera opisana na A, jest zawarta wewnatrz sfery opisanej na As.

......... suma krawedzi A; jest mniejsza niz suma krawedzi As.

6. Kazda z liczb x1,22,...,22009 jest rowna 1 lub -1. Rozwazmy wyrazenie

S =x1T2 + 223 + T34 + . . . 200822009 + £2009%1-

Wowczas:
......... istnieja takie x1, o, ..., Taog, 26 S =0
......... istnieja takie x1,xo,.. ., Togog, ze S = —2007
......... istnieja takie x1,x9,. .., T2gp9, ze S = —2009



Konkurs, dzien pierwszy, grupa mltodsza

. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych dodatnich o sumie réwnej 20.

. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa dodatnia wielokrotnosé 15, ktérej zapis w systemie dziesietnym

zawiera jedynie cyfry: 01 8.

. Ile jest parami nieprzystajacych trojkatow prostokatnych, ktorych przyprostokatne maja dlugosci

bedace liczbami calkowitymi oraz pole jest trzykrotnie wigksze (co do wartosci) od obwodu?

. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych obie liczby:
n>+n+1orazn’+n+3

sa pierwsze.

. W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial 50 zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegrat jeden mecz z
kazdym innym zawodnikiem, nie bylo remiséw. Czy mozliwe jest, aby kazdy z uczestnikow wygral

te sama liczbe meczow?



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien pierwszy, grupa mlodsza

1. Nieréwnosé
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2
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......... jest nieprawdziwa dla dowolnych a,b < 0.

......... jest nieprawdziwa dla pewnych a,b > 0.

......... jest prawdziwa dla dowolnych a,b € R\ {0} (niezerowych).
Odpowiedz:

e NIE, dla a = b = -1 nier6wnos¢ jest prawdziwa.

e NIE, nier6wnoé¢ ta jest prawdziwa dla dowolnych a,b > 0. Istotnie, jest ona réwnowazna
nieréwnosci (a + b)(% + %) > 4. Po wymnozeniu nawiasoéw i uproszczeniu wyrazow podobnych

dostajemy: ¢ + g > 2, co tatwo wykazaé.
e NIE, wystarczy podstawi¢ a = —1,b = —2 i dostajemy: —% > —%, co jest nieprawda.
2. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wowczas:
......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 4.

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 5.

......... istnieja dwie mozliwe reszty z dzielenia p przez 6.
Odpowiedz:
e TAK, sa to reszty 11 3, inne reszty pochodza od liczb parzystych.
e NIE, przeciez 7, 11, 13 maja trzy rézne reszty z dzielenia przez 5.

o TAK, sg to reszty 11 5, inne reszty pochodza od liczb parzystych lub podzielnych przez 3.

3. Dany jest tréjkat ABC, ktory nie jest réwnoramienny. Z wierzchotka A prowadzimy odpowiednio:
wysoko$¢ h,, srodkows s, oraz dwusieczng t,. Wowczas:
......... istnieje tréjkat ABC, gdzie wysokos¢ h, lezy pomiedzy $rodkowa s,, a dwusieczng t,.
......... istnieje trojkat ABC, gdzie srodkowa s, lezy pomiedzy dwusieczng t,, a wysokoscig h,.

......... istnieje tréjkat ABC, gdzie dwusieczna t, lezy pomiedzy wysoko$cig h,, a srodkowsg s,.
Odpowiedz:

e NIE, jesli na prostej AB punkt E spodkiem wysokosci h,, to przy zalozeniu, ze |CE| > |EB|
widzimy, ze kat C AF jest wiekszy od kata EAB. Zatem nie istnieje na odcinku E B taki punkt
F (potencjalny spodek dwusiecznej), ze katy CAF i FAD sa réwne.

e TAK, wystarczy rozwazy¢ tréjkat rozwartokatny.

o TAK, wystarczy rozwazy¢ trdjkat prostokatny o kacie ostrym 30°.
4. Czworokat ABCD jest taki, ze trojkaty ABC, BCD,CDA, DAB maja rowne obwody.

......... czworokat ten jest zawsze kwadratem.



......... czworokat ten jest zawsze réwnolegtobokiem.
......... czworokat ten jest zawsze trapezem.
Odpowiedz: Musi to by¢ zawsze prostokat. Istotnie, sprawdzmy najpierw, ze przekatne musza by¢
rowne. Niech obwdd tréjkatéow ABC, BCD,CDA,DAB wynosi z, a obwod calego czworokata.
Wéwezas dodajac obwody tréjkatéw ABD i BCD widzimy, ze y = 2z — 2|BD)|. Analogicznie
dostajemy, ze y = 2x — 2|AC|. Stad |BD| = |AC|. Stad np. |AB|+ |BC| = |BC| + |CD| = = —
przekatna. Zatem |AB| = |CD|. Podobnie |BC| = |AD|. Nasz czworokat jest wigc réwnoleglobokiem
o rownych przekatnych. Warunki te spetnia dowolny prostokat.
e NIE
e TAK
e TAK

5. Dane sa dwa czworo$ciany A1, A, przy czym A; lezy wewnatrz As. Wynika stad, ze:

......... objetosé A; jest mniejsza niz objetosé As.
......... sfera opisana na A; jest zawarta wewnatrz sfery opisanej na As.

......... suma krawedzi A; jest mniejsza niz suma krawedzi A,.
Odpowiedz:
e TAK
e NIE, tatwo wskazaé kontrprzyklad gdy A;, As maja wspdlng Sciane.

e NIE, zalézmy, ze A; ma w postawie tréjkat rownoboczny ABC' o boku 1, a krawedzie boczne
maja dtugosé 1000. Wierzchotki A; wybieram tak, aby dwa lezaly w odleglosci nie wigkszej
niz 1 od podstawy ABC czworoéciany A, za$ pozostate dwa leza w odlegloéci co najmniej

999. Latwo sprawdzié, ze suma krawedzi tak uzyskanego A; jest wieksza niz 3003.
6. Kazda z liczb x1,x2, ..., 22009 jest rowna 1 lub -1. Rozwazmy wyrazenie

S = x1%2 + ToT3 + T3T4 + . . . T2008T2009 + T2009L1-

Woéwezas:
......... istnieja takie x1, 9, ..., Toog, 26 S =0
......... istnieja takie x1,xo,.. ., Togog, ze S = —2007
......... istnieja takie x1,xo,.. ., T2g9, 26 S = —2009
Odpowiedz:

e NIE, suma ma nieparzyscie wiele sktadnikow, z ktorych kazdy jest liczbg catkowita nieparzysta.

Suma jest zatem nieparzysta.
e TAK, elementy o parzystych indeksach to 1, a o nieparzystych to -1.

o NIE, wéwczas kazdy z iloczyndw x1x2, x2x3, - . . , £200822009, 20091 Musialby wynosié -1. Wy-

mnazajac je wszystkie dostaliby$Smy liczbe nieparzysta -1. Ale przeciez:
(I1$2)(£E2$3)(1‘31‘4) Ce (1‘20091‘1) = legig C 1‘3009931 > 0.

Sprzecznosc.



Konkurs, dzien pierwszy, grupa mltodsza

1. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy iloczyn liczb calkowitych dodatnich o sumie réwnej 20.

Rozwiazanie (Ob6z Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2006, zadanie 2):

Uzycie w iloczynie liczby n > 5 jest nieoplacalne, gdyz zastapienie jej przez liczby 2 i n — 2
powoduje zwiekszenie iloczynu. Mozemy nie uzywaé czynnika rownego 4, gdyz mozna go zastapic
dwiema dwdéjkami. Uzycie jedynki jest rowniez bezcelowe. Jedli mamy co najmniej 3 dwojki, to lepiej
je zastapi¢ 2 trojkami. Zatem szukany iloczyn sktada sie z tréjek i co najwyzej 2 dwdjek. Liczba
20 = 6 - 3 + 2, wiec do najwiekszego iloczynu musimy wzia¢ dokladnie jedng dwdjke. Ostatecznie

szukany iloczyn wynosi 2 - 3.

2. Wyznaczy¢ najmniejszg mozliwg dodatnia wielokrotnosé¢ 15, ktorej zapis w systemie

dziesietnym zawiera jedynie cyfry: 0 i 8.

Rozwiagzanie (AIME):

Wielokrotnoséé 15 jest liczba podzielng przez 3 i przez 5, a wiec:

e suma cyfr tej liczby musi by¢ podzielna przez 3

e cyfra jednodci tej liczby musi by¢ réwna 0 lub 5

Widzimy zatem, ze szukana liczba ma w zapisie dziesietnym przynajmniej 3 cyfry 8 i przynajmniej

jedno 0 (cyfra jednosci). Jest to zatem 8880.

3. Ile jest parami nieprzystajacych tréjkatéw prostokatnych, ktorych przyprostokatne
maja dlugosci bedace liczbami calkowitymi oraz pole jest trzykrotnie wigksze (co do

warto$ci) od obwodu?

Rozwigzanie (AMC 12):

Niech a, b beda dtugosciami przyprostokatnych tréjkata prostokatnego. Dostajemy wéwczas réwna-

nie:

ab 3(a+b+\/m).

5 =

Wszystko poza pierwiastkiem przenosimy na jedna strone:
ab— 6(a + b) = 6y/a? + b2.
i podnosimy do kwadratu...
a®b? 4 36a” + 36b% — 12a%b — 12ab® — 72ab = 36(a* + b?)
Kwadraty sie skracaja. Z lewej strony mozna wyciggnaé¢ ab przed nawias:
ab(ab — 12a — 120+ 72) = 0.
Jest jasne, ze ab # 0, zatem pozostaje nam do rozwigzania réwnanie w liczhach catkowitych:

ab—12a — 126+ 72 = 0.
7



Mozemy tu co$ zwinaé i mamy:

(a—12)(b—12) = 72.
To réwnanie ma kilka rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich:
(13,84), (14, 48), (15, 36), (16, 30), (18, 24), (20, 21).
Jak wida¢ dostaliémy 6 parami nieprzystajacych trojkatow prostokatnych.
. Wyznaczyé wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych obie liczby:
n2+n—|—10razn2+n+3

sg pierwsze.

Rozwiazanie (V Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw, Etap II, Zadanie 3):

Dla n = 1 obie liczby sa pierwsze: wynosza odpowiednio 3 i 5. Wykazemy, ze dla n > 2 co najmniej
jedna z liczb n? +n + 1, n? + n + 3 jest zlozona. Jedli liczba n jest podzielna przez 3 lub przy
dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to liczba n? +n+3 = n(n + 1) + 3 jest podzielna przez 3. Poniewaz
liczba n? + n + 3 jest wieksza od 3, musi byé¢ ztozona. Jedli natomiast liczba n przy dzieleniu przez
3 daje reszte 1, to liczba n? +n + 1 jest podzielna przez 3. Dla n > 2 liczba n? 4+ n 4+ 1 jest wicksza

od 3, a wiec jest zlozona.

. W turnieju tenisa stolowego wzielo udzial 50 zawodnikéw. Kazdy zawodnik rozegral
jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie bylo remiséw. Czy mozliwe jest, aby

kazdy z uczestnikéw wygral te sama liczbe meczéw?

Rozwigzanie (IV Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw, Etap II, zadanie 4):

Taka sytuacja nie jest mozliwa. Przyjmijmy, ze kazdy zawodnik wygral k meczéw. Wowcezas liczba
wszystkich meczéow wygranych, a wiec i rozegranych w turnieju wynosi 50k. Z drugiej strony kazdy
zawodnik przegral dokladnie 49-k meczow. Zatem liczba wszystkich meczéw przegranych, a wiec i
rozegranych w turnieju wynosi 50(49 — k). Wobec tego 50k = 50(49 — k), skad obliczamy k = 49/2.

Sprzecznosé.



