IV Warsztaty Matematyczne

I LO im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Zadania i rozwigzania. Grupa mlodsza.

Dzien drugi — 28.09.2010r.



Streszczenie

Przygotowujac zadania opieratem si¢ o zasoby zadaniowe pochodzace z nastepujacych zrédet:

e Olimpiada Matematyczna (www.om.edu.pl)

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej (www.om.edu.pl)

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (www.omg.edu.pl)

American Invitational Mathematics Examination (http://www.artofproblemsolving.com)

Norway Niels Henrik Abels Math Contest (http://www.artofproblemsolving.com)

103 trigonometry problems”; Titu Andreescu, Zuming Feng; Birkhuser 2005.

Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (http://cut-the-knot.org)



Czesc 1

Z.adania



Test, dzien drugi, grupa mlodsza

. Rozwazmy liczbe X = 22010, Woweczas:

......... X jest suma dwdch kolejnych liczb naturalnych

......... X jest sumgy trzech kolejnych liczb naturalnych

......... X jest suma czterech kolejnych liczb naturalnych

. Jedna ze stynnych hipotez XVIII wiecznego matematyka FEulera zostala obalona w potowie lat 60’

XX wieku, kiedy tréjka matematykow amerykanskich pokazala, ze istnieje liczba catkowita n taka,

ze 1335 4+ 110° + 845 4 27° = n. Ile wynosila liczba n?

. Ciag rosnacy 2,3,5,6,7,10, 11, ... zawiera wszystkie liczby calkowite dodatnie, ktore nie sg kwadra-
tami, ani szedcianami liczb catkowitych. Mozna powiedzieé, ze:

......... dwudziesty pierwszy wyraz tego ciggu to 28

......... trzydziesty wyraz tego ciagu to 38

......... setny wyraz tego ciggu to 113

. Bierzemy dwie liczby pierwsze p < q wieksze od 2 i rozwazamy réznice pomiedzy iloczynem, a suma

tych liczb. Moze ona wéwczas wynosié

. Strony pewnej ksigzki zostaly ponumerowane liczbami od 1 do n. Gdy dodawano numery stron tej
ksiazki jedng ze stron policzono omyltkowo dwukrotnie. Uzyskana suma wyniosta 2010. Ktéra strona

ksiazki zostata policzona dwukrotnie?

. Niech P, S, S5 oznaczaja odpowiednio: pole tréjkata ABC, pole kola wpisanego w ABC' i pole kota

opisanego na ABC. Wéwczas

1 1 1
......... SI+P > S1+82 > P+SZ .

......... iloraz Sa/P moze byé dowolnie duza liczba dodatnia

......... iloraz S; /P moze byé dowolnie mala liczba dodatnia



Konkurs, dzien drugi, grupa mlodsza

. Zalézmy, ze a < b < ¢ < d < e s3 kolejnymi liczbami calkowitymi dodatnimi takimi, ze b+ ¢+ d
jest kwadratem liczby calkowitej, zas a4+ b+ c+ d + e jest szeScianem liczby catkowitej. Wyznaczy¢

najmniejsza mozliwg wartosé c.

. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym o polu 1, za§ P dowolnym punktem w jego wnetrzu.
Przez D, E, F oznaczamy rzuty prostokatne P odpowiednio na BC,CA i AB. Wykaz, ze suma pél
trojkatéw BPD, CEP i FAP wynosi %

. Majac dang liczbe wymierna wigksza od 0, zapiszmy ja jako utamek nieskracalny ¢ = ¢. Oblicz ile

liczb wymiernych z przedziatu (0,1) ma te wlasnosé, ze iloczyn ab réwny jest 6! =1-2-3-4-5-6.

. Dany jest tréjkat ABC'. Ze $rodka ciezkosci O tego tréjkata (punkt przeciecia srodkowych) prowa-
dzimy proste OL, OM, ON réwnolegte do odpowiednio bokéw BC, AC' i AB tak, ze L lezy na AB;
M na BC, zas N na AC. Udowodnié, ze pola tréjkatow BOL,COM i AON sa réwne.

. Jaka jest najmniejsza liczba calkowita dodatnia, ktéra ma szesé¢ dodatnich dzielnikéw nieparzystych

i dwanadcie dodatnich dzielnikéw parzystych?



Czesé 11

Rozwigzania



Test, dzien drugi, grupa mlodsza

1. Rozwazmy liczbe X = 22910, Wéwezas:

......... X jest suma dwdch kolejnych liczb naturalnych
......... X jest sumgy trzech kolejnych liczb naturalnych

......... X jest suma czterech kolejnych liczb naturalnych
Odpowiedz:

e NIE, liczba parzysta nie moze by¢ sumg liczby parzystej i nieparzystej
e NIE, suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3
e NIE, suma czterech kolejnych liczb naturalnych daje reszte 2 z dzielenia przez 4.
2. Jedna ze stynnych hipotez XVIII wiecznego matematyka Eulera zostala obalona w polowie lat 60’

XX wieku, kiedy tréjka matematykéw amerykanskich pokazala, ze istnieje liczba catkowita n taka,

ze 1335 4+ 110° + 845 4 27° = n>. Ile wynosila liczba n?

Odpowiedz: Latwo sprawdzié¢, ze szukana liczba musi si¢ dzieli¢ przez 3. Istotnie, jesli liczba z ma
jakas reszte z dzielenia przez 3, to 2° ma taka sama reszte z dzielenia przez 3. Ale 133+1104+84+427 =
354, co jest podzielne przez 3. Liczba n = 144.
o NIE
¢ NIE
e NIE
3. Ciag rosnacy 2,3,5,6,7,10, 11, ... zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktére nie sa kwadra-
tami, ani szeScianami liczb catkowitych. Mozna powiedzieé, ze:
......... dwudziesty pierwszy wyraz tego ciagu to 28
......... trzydziesty wyraz tego ciagu to 38

......... setny wyraz tego ciggu to 113
Odpowiedz:

e TAK Zauwazmy, ze ponizej 21 mamy 4 kwadraty i 2 szeSciany, przy czym liczba 1 jest zaréwno
kwadratem jak i szeScianem. Zatem ten 21. wyraz to przynajmniej 26. Ale po drodze napoty-
kamy kolejny kwadrat: 25, a wiec 21. wyraz przynajmniej 27. Ale 27 jest szeScianem, a wiec

21. wyraz ciaggu to istotnie 28.

o TAK Zauwazmy, ze ponizej 30 mamy 5 kwadratéw i 3 szeSciany, przy czym liczba 1 jest zaréwno
kwadratem, jak i szeScianem. Xatem 30. wyraz ciggu to przynajmniej 37. Ale po drodze jest

jeszcze kwadrat: 36, zatem 30. wyrazem naszego ciagu jest 38.



e NIE Zauwazmy, ze az do 100 mamy 10 kwadratéw i 4 szedciany, przy czym liczby 1 i 64
sa zaréwno kwadratami, jak i szeScianami. Zatem 100. wyraz ciaggu to przynajmniej 112. Po
drodze nie mamy jednak zadnego kwadratu ani szescianu, zatem to rzeczywiscie jest 112, a nie

113.

4. Bierzemy dwie liczby pierwsze p < q wieksze od 2 i rozwazamy réznice pomiedzy iloczynem, a suma

tych liczb. Moze ona wéwczas wynosié

Odpowiedz:

e NIE, pg—p—q=(p—1)(¢g—1)—1. Zatem (p—1)(¢—1) = 22. Zatem p = 2, g = 23, co odpada
ze wzgledu na zalozenie zadania, lub p = 3,¢ = 12, co odpada, bo 12 nie jest liczba pierwsza.
Podobnie znajdujemy odpowiedZ pozytywna w punkcie c.

e NIE, iloczyn nieparzystych liczb pierwszych jest nieparzysty, a suma — parzysta. Zatem réznica

musi by¢ nieparzysta.
e TAK, dlap=11,q = 13.
5. Strony pewnej ksiazki zostaly ponumerowane liczbami od 1 do n. Gdy dodawano numery stron tej

ksiazki jedna ze stron policzono omytkowo dwukrotnie. Uzyskana suma wyniosta 2010. Ktéra strona

ksiazki zostala policzona dwukrotnie?

Odpowiedz: Suma pierwszych n liczba naturalnych to w Zatem n(n+ 1) nie moze przekraczaé
4020. Wida¢ wiec, ze n < 63. lloczyn 62 - 63 = 3906, zatem jesli % + z = 2010, to dla n = 62
wartos¢ x wynosi 57. Zauwazmy, ze jesli n mniejsze niz 62, np. 61, to iloczyn 61 - 62 wynosi 3782, a
wiec liczba z bylalby tu wieksza niz liczba ponumerowanych stron. Zatem 57 to jedyna odpowiedz.
o NIE
o NIE
o TAK
6. Niech P, S1,S2 oznaczajg odpowiednio: pole tréjkata ABC, pole kota wpisanego w ABC' i pole kota
opisanego na ABC. Wéwczas

1 1 L
......... S, +P > S1+S5 > P+Sy°

......... iloraz S3/P moze by¢ dowolnie duza liczba dodatnia

......... iloraz S;/P moze byé dowolnie mala liczba dodatnia

Odpowiedz:



e TAK, wiadomo, ze So > P > S;. Zatem Sy + P > S1 + 51 > S1 + P. Sa to liczby dodatnie,

wiec ich odwrotno$ci musza pozostawaé w odwrotnym porzadku.

e TAK, wyobrazmy sobie trjkat rownoramienny i opisany na nim okrag. Wezmy $rednice okregu
bedaca osia symetrii tego tréjkata. Jest ona osia symetrii calej rodziny tréjkatéw réwnoramien-
nych wpisanych w ten okrag. Ich podstawy moga by¢ dowolnie male, a wysokosci nie sa wieksze
niz $rednica. Stad teza.

e TAK, wyobrazmy sobie trojkat réwnoramienny i wpisany w niego okrag. Rozwazmy 0§ symetrii
tego trojkata. Zawiera ona $rednice okregu wpisanego. Istnieje cala rodzina tréjkatéw réowno-
ramiennych opisanych na tym okregu. Dlugo$é¢ podstaw tych tréojkatéw jest nieograniczona,

zas dlugosé ich wysokosci jest ograniczona z dolu przez srednice okregu. Stad teza.



Konkurs, dzien drugi, grupa mlodsza

1. Zalézmy, ze a < b < ¢ < d < e sa kolejnymi liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, ze
b+ c + d jest kwadratem liczby calkowitej, za§ a + b + ¢ + d + € jest szeScianem liczby

catkowitej. Wyznaczyé najmniejszg mozliwg wartosé c.

Rozwigzanie (AIME):

Zauwazmy, ze b+ c+d = 3¢, zas a + b+ ¢+ d + e = 5He. Stad szukamy najmniejszej liczby
calkowitej dodatniej ¢, ze 3¢ jest kwadratem, zas 5c jest szeScianem. Skoro 3c¢ jest kwadratem, to
c jest podzielna przez 3. Skoro 5c jest szedcianem, to c¢ jest podzielne przez 25. Wiemy, ze c¢ jest
podzielne przez 3, a wiec 5c tez jest podzielne przez 3. 5c jest szeScianem, wiec musi by¢ podzielne
przez 27. Widzimy wiec, ze liczba ¢ jest réwna co najmniej 33 - 52 = 27 - 25. Nietrudno sprawdzié,

ze liczba ta spelnia wymagania zadania.

2. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym o polu 1, za§ P dowolnym punktem w
jego wnetrzu. Przez D, E, F oznaczamy rzuty prostokatne P odpowiednio na BC,CA
i AB. Wykaz, ze suma p6l tréjkatéw BPD, CEP i FAP wynosi %

Rozwiazanie (Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2008, DD 3):

Przez punkt P prowadzimy proste réwnolegle do kolejnych bokéw tréjkata ABC. Dzielg one tréjkat
na 3 tréjkaty i 3 czworokaty. Czesé wspolna kazdej z tych figur z tréjkatami BPD,CEPiF AP ma
pole réwne doktadnie 1/2 wyjsciowej figury. Zatem suma poél tréjkatéw BPD,CEP, F AP wynosi
1/2.

3. Majac dang liczbg wymierna wigksza od 0, zapiszmy ja jako utamek nieskracalny g = ¢.

Oblicz ile liczb wymiernych z przedziatu (0, 1) ma te wlasno$é, ze iloczyn ab réwny jest

6!=1.-2.3-4-5-6.

Rozwigzanie (AIME):

Jedli utamek a/b ma by¢ nieskracalny, to w liczniku i w mianowniku nie moze wystapié¢ ta sama

liczba pierwsza z rozkladu liczby 6! na czynniki pierwsze. Ma on postaé: 1-2-3-4-5.6 = 2%.32.5,

2 32 5 1
325723573257 6"

FLatwo zatem sprawdzié, ze istniejg cztery mozliwosci:

4. Dany jest trojkat ABC. Ze $rodka cigzkosSci O tego tréjkata (punkt przeciecia Srodko-
wych) prowadzimy proste OL, OM, ON réwnolegle do odpowiednio bokéw BC, AC
i AB tak, ze L lezy na AB; M na BC, zaS N na AC. Udowodnié¢, ze pola tréjkatéow
BOL,COM i AON sg réwne.

Rozwiazanie (Cut The Knot):

Korzystamy z faktu, ze punkt przeciecia $rodkowych dzieli je w stosunku 2:1. Niech N’ leza-
cy na CB nalezy do prostej ON, analogicznie definiujemy M’ i L’. Niech s4,s4,54 beda diu-
gosciami srodkowych wypuszczanych odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C. Z twierdzenia Talesa:
2:3 =1C0O|/de = |CN'|/ICB| = |CN|/|CA|. Zatem tréjkat CNN' jest, na mocy cechy bkb,
podobny do tréjkata CAB w skali 2:3. W aréalogiczny spos6b wykazujemy, ze do trojkata CAB



podobne sa, w skali 2:3 trojkaty MM'B oraz L'’ AL. Zatem CNN', MM'B i L' AL sa przystajace.
Wykazemy teraz, ze trojkaty BLO i COM maja rowne pola. Analogicznie bedzie z pozostalymi
dwiema réwnosciami. Skoro tréjkaty CNN' 1 M M’'B sa przystajace, to maja réwne pola. Réwne sg
zatem pola czworokatéw CNOM oraz OM'BN’. Jednak tréjkaty L' NO oraz OM'L sg przystajace
(sa podobne do CAB w skali 1:3 - znowu z wlasnosci $rodkowych). Zatem réwne sa takze pola
réwnoleglobokéw CL'OM i BN'OL. Stad réwne sg pola COM i BLO. Analogicznie uzyskujemy

pozostate réwnoéci.

. Jaka jest najmniejsza liczba catkowita dodatnia, ktéra ma sze$¢ dodatnich dzielnikéw

nieparzystych i dwanascie dodatnich dzielnikéw parzystych?

Rozwiazanie (AIME):

Zalézmy, ze szukana liczba to x. Udowodnimy na poczatek, ze liczba ta dzieli sie przez 4, ale nie
dzieli sie przez 8. Istotnie, zauwazmy, ze kazdemu dzielnikowi nieparzystemu m liczby x odpowiada-
ja dzielniki parzyste 2m oraz 4m. A wiec dzielnikow parzystych jest w ten sposéb dwa razy wiece;j.
Liczba x nie moze dzieli¢ sie przez 8, bo wowczas dzielnikéw parzystych liczby x byloby 3 razy

wiecej niz nieparzystych. Zatem x = 4y, gdzie y jest liczba nieparzysta o dokladnie 6 dzielnikach.

Jedli liczba y ma 6 dzielnikéw nieparzystych, to musi mie¢ mniej niz 3 rézne nieparzyste dzielniki

pierwsze. Inaczej bedzie mialta za duzo dzielnikéw nieparzystych. Rozwazamy pozostale przypadki:

e y ma jeden nieparzysty dzielnik pierwszy p
Wtedy aby mie¢ 6 dzielnikéw nieparzystych y musi byé postaci y = p°. Najmniejsze mozliwe
p to 3, a wiec y ma w tym przypadku przynajmniej 3°

e y ma dwa nieparzyste dzielniki pierwsze p < gq.
Wtedy aby mieé¢ 6 dzielnikow nieparzystych jedna z liczb pierwszych musi wystepowaé w
rozkladzie na czynniki pierwsze dwa razy. Szukamy najmniejszego y, wiec bierzemy p. Zatem
y = p?q. Taka liczba ma 6 dzielnikéw: 1, p, p?, q, pq, p?q. W tym przypadku y to przynajmniej
32.5=45.

Widzimy wiec, ze minimalne mozliwe y to 45. A szukana liczba wynosi zatem 4 - 45 = 180.



