Konkurs zadaniowy

21 — 22 wrzesnia 2009

Dzien 1.
. Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie:

a® +b% =8¢+ 6.

. Wykazaé, ze dla dowolnego n naturalnego liczba n! nie jest podzielna przez 2.

. Dane sg liczby calkowite a, b, ¢, d, e, dla ktérych wiadomo, ze a® + b® + ¢ 4 d® + €3 jest podzielne

przez 9. Wykaz, ze przynajmniej jedna z liczb a, b, ¢, d, e tez jest podzielna przez 3.

. Dane sa liczby naturalne m,n i zachodzi podzielnogé mn | m? + n? + m. Wykazaé, ze m jest kwa-

dratem liczby naturalnej. Wskazéwka. Udowodnij, ze (m,n)? = (m?,n?).

. Zmalez¢ najdluzszy ciag jednakowych cyfr réznych od zera, ktérymi moze konczy¢ sie zapis (dzie-

sietny) kwadratu liczby calkowitej. Wskazéwka. 382 = ...
Dzien 2.

. Dowies¢, ze wsréd 11 réznych liczb calkowitych istnieje 6, ktorych suma jest podzielna przez 6.

Wskazéwka. Rozwiazaé to samo zadanie dla 5 réznych liczb i podzielnosci przez 3.

. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 i dowolnej liczby pierwszej p liczba n?” + pP jest

zlozona.
. Dowiesé, ze istnieje taka liczba catkowita n > 2009, ze w ciagu:
n n n n n
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kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazéw po nim nastepujacych.
. Zmalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x, y, spelniajacych réwnanie:
(x+y)? —2(zy)* = L.
Wskazéwka. Kiedy zy > = + y7

. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba S(2n%+3)

nie jest kwadratem liczby catkowitej. Wskazéwka. Popatrzeé na reszty z dzielenia przez 3 1 9.



Szkice rozwigzan zadan 1. dnia

1. Zauwazy¢, ze suma kwadratéw nie moze dawac reszty 6 z dzielenia przez 8.

2. Zauwazyé, ze jesli x € N, to zbiér reszt z dzielenia x® przez 9 réwny jest {—1,0,1}. Zauwazmy, ze

suma pieciu elementéw tego zbioru jest zerem tylko wtedy, gdy jednym ze sktadnikéw jest zero.

3. Wystarczy, by ords(n!) < n. Podstawiamy do udowodnionego na wykladzie wzoru i mamy:

n n
orda(n!) = [f] + [—} +...<
2( ) 2 92 X
Ostatnia nier6wno$c¢ jest ostra, poniewaz suma okreslajaca ord jest zawsze skonczona, a n to w tym

przypadku suma szeregu geometrycznego nieskonczonego.

4. Dowdd wskazowki jest natychmiastowy:
ord,((m?,n?)) = max(ord,(m?), ord,(n?)) = max(20rd,(m), 20rd,(n)) = 20rd,((m,n)) = ord,((m,n)?).

Niech d = (m,n). Wtedy d? = (m?,n?). Stad skoro d? | mn oraz d* | m?+n?, to d? | m. Jednoczesnie
m jest dzielnikiem m? 4+ n? 4+ mn, a wiec tez dzielnikiem n2. Skoro m dzieli zaréwno m? jak i n?,

to dzieli tez ich NW D, zatem m | d?. Stad m = d>.

5. Kwadrat na pewno nie koficzy sie cyframi 2, 3, 7, 8. Nie moze sie konczyé na 11, 551 99 (bo dawalby
reszte 3 z dzielenia przez 4) ani na 66 (bo bylby parzysty i niepodzielny przez 4). Zatem zostaje
cyfra 4. Mamy 382 = 1444. Gdyby kwadrat koficzy! sie czterema czwoérkami, to podzielony przez 4,
takze bylby kwadratem i konczylby sie na 11. Odpowiedz: ...444.



Szkice rozwigzan zadan 2. dnia

1. Pokazemy najpierw, ze wérdd kazdych 5 réznych liczb catkowitych sa 3, ktérych suma jest podzielna
przez 3. Istotnie, wsréd 5 réznych liczb sa 3 z taka sama reszta z dzielenia przez 3, a wiec ich suma
dzieli sie przez 3. Wezmy teraz nasze 11 liczb. Wybierzmy 3 liczby, ktorych suma s; dzieli si¢ przez
3. Zostalo nam 8. Z nich wybierzmy 3 tak, by dosta¢ sume so podzielna przez 3. Z pozostalych 5
wybieramy 3 tak, by ich suma s3 znowu dzielila sie przez 3. Wsréd otrzymanych sum s1, s9, s3 dwie

sa tej samej parzystosci, a zatem suma pewnych dwéch jest podzielna przez 6.

2. (Zadanie 5. z I. etapu LII OM) Gdy p jest liczba pierwsza nieparzysta, to rozbijamy na iloczyn
ze wzoru skroconego mnozenia i pokazujemy, ze kazdy z czynnikow jest wigkszy od 1. Gdy p = 2
dostajemy n*+4. To ma rozklad postaci (n?+2n+2)(n? —2n+2). Skoro n > 2, to obydwa czynniki
sa wicksze od 1.

3. (Zadanie 1. z II. etapu LIV OM)Liczba (kil) jest podzielna przez (}) wtedy i tylko wtedy, gdy:

(kj—l) _ WM :n—k:n+1_
(71:) kg(,?ikf)! k+1 k+1

jest liczba calkowita. Zatem liczba n spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 jest
podzielna przez kazda z liczb od 1 do 2009. Przyktadem takiej liczby jest 2009! — 1.

4. (Zadanie 1. z I. etapu LIV OM) Dla dowolnych liczb rzeczywistych =,y > 2 mamy

—ol it
xT xT x .
y=a5+yz>aty

Zatem dla liczb rzeczywistych x,y > 2 spelnione sg nieréwnosci:
2(zy)? + 1> (xy)? > (z +y)%,

co oznacza, ze dane réwnanie nie ma rozwiazan w liczbach rzeczywistych > 2. Z recznego spraw-

dzenia pozostalych przypadkéw otrzymamy pary rozwiazan (2,1), (1,2).

5. (Zadanie 8. z I. etapu LIII OM) Nalezy zauwazy¢, ze kwadrat liczby catkowitej nie moze dawaé
reszty 2 z dzielenia przez 3 ani reszty 3 z dzielenia przez 9. Jesli teraz liczba n nie jest podzielna
przez 3, to liczba 2n? + 3, a co za tym idzie liczba S(2n? + 3), daje przy dzieleniu przez 3 reszte
2. A wiec nie jest kwadratem. Jedli n nie jest podzielna przez 3, to 2n? + 3 a zarazem S(2n? + 3),

daje przy dzieleniu przez 9 reszte 3. To takze nie moze by¢ kwadrat.



